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Lehrbuch  der  Analysis, 
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Selbstunterricht 


mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens 


bearbeitet 


Ton 


J3L.  B.  Lübsen. 


Siebente,  yennehrte  und  verbesserte  Auflage. 


Leipsig. 
Friedrich  Brandstetter. 

1877. 
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Uebersetznngsrecht  vorbehalten. 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


JJie  Wissenschaft,  welche  den  Titel  „Analjsis^^  fuhrt,  kann 
als  eine  Fortsetzung  der  Algebra  und  zugleich  als  eine  Brücke 
zur  Differential-  und  Integral-Rechnung  betrachtet  werden.  Ihr 
Inhalt  ist,  wie  der  der  Algebra,  so  mannichfaltig,  dass  es  auch 
hier  unmöglich  ist,  denselben  in  wenigen  Worten  zusammen- 
zu&ssen  oder  eine  bestimmte  Definition  von  dem  Worte 
Analysis  zu  geben.  Was  dies  Wort  bezeichnet^  kann  man 
nur  nach  und  nach  erfahren. 

Zu  ihren  Resultaten  fuhren  indessen  mehrere  sehr  ver- 
schiedene Methoden.  Wir  haben  diejenige  gewählt,  welche 
uns  für  den  ersten  Anfänger  und  zum  Selbstunterricht,  wozu 
dies  Werk  bestimmt  ist,  am  geeignetsten  schien. 

Wer  jedoch  die  Mathematik  nicht  als  Mittel,  sondern  ala 
Zweck  betrachtet,  wird  schon  von  selbst  nicht  unterlassen,  sich 
auch  mit  den  übrigen,  namentlich  mit  der  C auch 7 'sehen 
Methode,  bekannt  zu  machen. 

Hamburg,  im  Juni  1853. 

Lübsen. 


Vorwort  zur  siebenten  Auflage. 


JNach  dem  Tode  des  um  die  mathematischen  Wissenschaften 
hochverdienten  Verfassers  des  vorliegenden  Werkes  wurde  ich, 
der  Unterzeichnete,  mit  der  Herausgabe  einer  neuen  Auflage 
betraut.  Aeussere  Gründe  bestimmten  mich ,  die  Anordnung 
des  Stoffes  unverändert  zu  lassen  und  den  Umfang  des 
Werkes  nicht  unnöthig  zu  vergrössern.  Ich  behielt  daher 
auch  die  in  §  48  gegebene  Ableitung  des  allgemeinen  Gliedes 
der  hohem  arithmetischen  Reihe  bei,  da  die  strengere  ein 
neues  Capitel^ —  die  Rechnung  mit  BinomialcoefGcienten  — 
nöthig  gemacht  hätte.  An  verschiedenen  Stellen  wählte  ich 
dagegen  eine  präcisere  Darstellung  und  Beweisführung  und 
füllte  durch  Aufnahme  neuer  Sätze  (z.  B.  in  den  §§  2,  80, 
111,  120,  12  Ib,  129),  die  unbedingt  in  den  Bereich  dieses 
Werkes  gehören,  einige  f&hlbare  Lücken  aus.  Die  sämmt- 
lichen  Auflösungen  der  Gleichung  4.  Grades  in  §  139,  femer 
die  in  den  §§  178,  179  und  180  gegebenen  Theorien«  sowie 
einige  in  den  §§  33,  34,  78  und  128  enthaltene  Bemerkungen 
erscheinen  hiermit  zum  ersten  Male  im  Druck,  obgleich  ich  sie 
schon  im  Jahre  1858  einigen  Mathematikern  vorlegte. 

Möge  das  Werk  auch  in  dieser  neuen  Gestalt  eben  so 
segensreich  wie  bisher  wirken! 

Leipzig,  im  März  1877. 

*    Biohard  Sohurig. 
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Erstes  Buch. 


Combinationslelire. 


Einleitung. 
1. 

Die  Combinationslehre  (Combinatorik ,  Syntaktik)  ist  •  die 
Wissenschaft;  von  den  Gesetzen^  nach  welchen  eine  Anzahl 
gegebener  Dinge  sich  ordnen  und  verbinden  lässt  Sie  hat 
als  solche  nicht  allein  ein  rein  wissenschaftliches^  sondern 
auch  eii^  praktisches  Interesse,  indem  sie  bei  verschiedenen 
mathematischen  Untersuchungen  sehr  oft  Anwendung  findet ^ 
namentlich  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung ,  wo  man  das 
Reich  der  Möglichkeiten  durchsucht  und  dessen  Grenze  be- 
stimmt^ dann  auch  in  der  Kunst  zu  beobachten  und  eine  Keihe 
nothwendiger  Versuche  in  gehöriger  Ordnung  und  Verbindung 
anzustellen. 

2. 

Um  den  oben  ausgesprochenen  Begriff  der  Combinations- 
lehre und  das,  was  man  unter  Ordnen  und  Verbinden  versteht, 
noch  etwas  deutlicher  zu  bezeichnen  und  zugleich  die  Haupt- 
fragen, deren  Beantwortung  sie  lehren  soll,  zuerst  hervorzu- 
heben, geben  wir  im  Nachstehenden  die  wesentlichsten  Vor- 
begriffe und  in  den  zunächst  folgenden  Paragraphen  vorbe- 
reitende Beispiele. 

Elemente  nennt  man  in  der  Combinationslehre  Dinge 
(Individuen)  ohne  Rücksicht  auf  Quantität  (Grösse)  und 
Qualität  (Art).    So  sind  z.  B.  a,  d,  e,  oder  1,  4,  6  drei  Elemente. 

Lftbsen*«  An&lyris,    7.  Auflage.  1 


Complexion  (Oruppe)  ist  eine  Vereinigung  (Zusammen- 
stellung) von  Elementen;  die  nach  irgend  welcher  Reihenfolge 
angeordnet  sind.  So  ist  z.  B.  adbc  eine  Complexion  von 
4  Elementen ;  231  eine  Complexion  von  3  Elementen. 

Zwei  Elemente  bilden  eine  „Inversion",  wenn  das 
erste  dieser  beiden  höher  als  das  zweite  ist.  So  hat  z.  B. 
24  3  2  vier  Inversionen:  21,  43,  41,  31. 

3. 

Es  sei  die  Aufgabe  gegeben:  Alle  möglichen  vierziflfrigen 
Zahlen  darzustellen,  welche  sich  mit  den  vier  Ziffern  1,  2,  3,  4 
schreiben  lassen. 

Einige  der  hier  geforderten  Zahlen  darzustellen,  ist  offen- 
bar leicht.  Verschieden  sind  z.  B.  schon  die  Zahlen  1234, 
1243,  1423,  3124  &c.  Allein  man  sieht  wohl,  worauf  es  an- 
kommt, um  alle  möglichen  zu  erhalten,  nämlich  eine  all- 
gemeine Methode  zu  erfinden,  nach  welcher  man  eine  Anzahl 
Elemente  (die  wir  der  leichteren  Uebersicht  ^ber  mit 
Ziffern  bezeichnen  wollen)  in  allen  möglichen  verschiedenen 
Folgen  (Nebeneinandersein)  hinschreiben  kann,  oder,  was 
dasselbe  ist,  in  einer  Complexion  von  Elementen,  z.  B.  in 
1,  2,  3,  4,  die  Plätze  derselben  auf  alle  mögliche  Weise  zu 
verwechseln.  Derjenige  Theil  der  Combinationslehre,  welcher 
diese  Art  Aufgaben  lösen,  nämlich  alle  möglichen  Versetzungen 
(Permutationen)  einer  bestimmten  Anzahl  Elemente  angeben 
lehrt,  heisst  Permutation  und  durch  die  Bezeichnung 
P  (l,  2,  3, 4),  wofür  man  auch  P^  oder  auch  P  (4)  oder 
P  (a,  Ä,  c,  d)  oder  P  (a  ||  cQ  schreibt,  wird  die  hier  in  Worten 
ausgesprochene  Forderung  kurz  angedeutet. 

4. 

Es  sei  femer  die  Aufgabe  gegeben :  AUe  möglichen  Ver- 
bindungen (Combinationen)  darzustellen,  welche  sich  aus  einer 
gegebenen  Anzahl  Elemente  1,  2,  3,  4,  5,  6  (z.  ß.  Sauerstoff, 
Wasserstoff,  Stickstoff,  Kohle,  Schwefel  &c.)'  machen  lassen, 
indem  man  je  zwei,  oder  je  drei  &c.  Elemente  verbindet,  oder 


wie  68  in  der  Kunstsprache  heist^  zur  zweiten^  dritten  Clftsse  &c* 

combinirt  und  welche  Forderung  in  Zeichen  durch  C  (1,2,3,4,5,6), 

C  (1,  2,  3,  4,  5,  6)  angedeutet  wird.    Für  den  letztern  Ausdruck 

findet  man  auch  C  (6)  oder  C  (6)  oder  C3  (1    ||   6)  u.  s.  w. 

Einige  dieser  verschiedenen  Combinationen  aus  den  sechs 
Elementen  1,  2,  3,  4,  5,  6  lassen  sich  offenbar  leicht  bilden. 
Zur  zweiten  Classe  hätte  man  unter  andern  z.  B.  12,  13,  16, 
23,  35  &c.  und  zur  dritten  Classe  z.  B.  123,  124,  136,  345  &c. 
Derjenige  Theil  der  Combinationslehre,  welcher  diese  Art  Auf- 
gaben lösen  lehrt  und  ein  allgemeines  Verfahren  angiebt,  alle 
an  Inhalt  verschiedenen  Combinationen  zu  einer  bestimmten 
Classe  darzustellen,  so  wie  auch  eine  allgemeine  Regel  aufstellt, 
ihre  Anzahl  im  Voraus  zu  berechnen,  heisst  Combination. 
Hierbei  dürfen  also  keine  Permutationen  einer  schon  aufge- 
stellten Combination  vorkommen,  und  Formen,  wie  123,  132, 
213  z.  B.  wären  also,  weil  sie  ganz  dieselben*  Elemente  ent- 
halten, an  Inhalt  gleich  und  für  eine  zu  rechnen,  weshalb 
man  auch  nur  6ine,  hier  am  passendsten  123,  aufstellt. 

5. 

Es  sei  endlich  noch  die  Aufgabe  gegeben:  Aus  mehreren 
verschiedenen  Reihen  Elemente  alle  möglichen  Combinationen 
so  zu  bilden,  dass  jede  der  verschiedenen  Combinationen  aus 
jeder  Reihe  ein  Element  enthält,  z.  B.  eine  Reihe  verschie- 
dener Säuren  A,  B,  C,  D mit  einer  Reihe  verschiedener 

Basen  a,  ,ä,  c  .  .  .  zu   verbinden ,  so   dass  jede  der  möglichen 
Combinationen  eine  Säure  und  eine  Base  enthält. 

Diese  dritte  Aufgabe  ist  offenbar  darin  von  der  vorher- 
gehenden zweiten  Aufgabe  (§  4)  sehr  verschieden,  weil  dort 
die  Elemente  aus  einer  und  derselben  Reihe,  hier  aber  die  Ele- 
mente aus  verschiedenen  Reihen  mit  einander  verbunden 
werden  sollen.  Zur  Unterscheidung  nennt  man  deshalb  auch  den 
Theil  der  Combinationslehre,  welcher  diese  letztere  Art  Aufgabe 
zu  behandeln,  d.  h.  eine  Methode  und  eine  Regel  aufzustellen  hat, 
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nach  welcher  man  alle  möglichen  Verbindungen  dieser  Art  dar- 
stellen und  ihre  Anzahl  im  Voraus  berechnen  kann,  Variatio  n.^) 

Einige  der  verschiedenen  Verbindungen  (Variationen)  aus 
den  beiden  obigen  Reihen  A,  B,  C,  D  .  .  und  a,  b,  c^  d  ,  ,  wären 
z.  B.  Aa,  Ai,  Ac  .  .  . ,  Ba,  Bb  &c.  Bei  der  Variation  ist  der 
Grad  der  Classe  offenbar  durch  die  Zahl  der  verschiedenen 
Reihen  bestimmt. 

Sind  m  verschiedene  Reihen,  jede  von  n  Elementen  ge- 
geben,   so  bezeichnet  man   die  Anzahl  aller   nur   möglichen 

m  m 

Variationen  mit  V  (l,  2,  3, .  .  .  n)   oder  V  (n)   oder  V   (l  I|  n) 

m 
U.    S.    W. 

6. 

Hiemit  hätten  wir  nun  die  Hauptfragen  der  Combinations- 
lehre,  welche  die  folgenden  in  Aufgaben  gekleideten  §§  be- 
antworten sollen,  zuerst  hervorgehoben  und  mit  dem  Anfanger 
besprochen.  Und  da  dieser  nun  gehörig  vorbereitet  ist  und 
weiss,  worauf  es  ankommt,  so  möge  er  jetzt  versuchen,  die 
folgenden  Aufgaben  selbstständig  zu  lösen  und  diese  Wissen- 
schaft selber  zu  erfinden. 

Fermutation« 
7. 

Auflg^abe.  Ein  Verfahren  anzugeben,  nach  welchem  man 
alle  möglichen  Permutationen  einer  gegebenen  Anzahl  Ele- 
mente, z.  B.  P  (l,  2,  3,  4),  darstellen  kann. 

Auflösung«  Die  bequemste  Regel  scheint  folgende  zu  sein : 
Man  schreibe  die  mit  Ziffern  (Zeigern,  Indices)*  bezeichneten 
Elemente  erst  in  natürlicher  (arithmographischer)  Folge  hin, 
so  erhält  man  die  niedrigste  Form,  hier  also:  1234.  Durch- 
laufe diese  erhaltene  Form  rückwärts,  bis  man  an  ein  niedrigeres 

*)  Dies  Wort,  Variation,  ist  freilieh  nicht  bezeichnend  und  schon  deshalb 
sehr  unpassend  gewählt,  weil  es  später  in  einem  ganz  andern  Sinne  zur 
Bezeichnang  des  höchsten  Theils  der  Infinitesimalrechnung  gebraucht  wird. 


Element  kommt  ^  setze  an  dessen  Stelle  das  darauf  folgende 
höhere  (oder 'wenn  mehrere  höhere  folgen,  das  nächst  höhere) 
und  lasse  hierauf  die  durchlaufenen  (das  verdrängte  mitge- 
rechnet) in  natürlicher  Ordnung  folgen.  Diese  einfache  Regel 
wird  für  jede  erhaltene  Form  so  oft  wiederholt,  bis  alle  Per- 
mutationen zum  Vorschein  gekommen.  Aus  P  (1,  2^  3,  4)  hat 
man  zuerst  die  niedrigste  Form  1234.  Weil  nun  3  niedriger 
als  4,  so  ist  die  nächst  höhere  Form  1243.  Durchläuft  man 
diese  wieder  rückwärts,  so  kommt  man  erst  bei  2  an  ein 
niedrigeres  Element;  setzen  wir  an  dessen  Stelle  das  nächst 
höhere  der  beiden  durchlaufenen,  so  folgt  aus  der  Form  1243 
die  nächst  höhere  1324  &c.,  nämlich: 

P  (1,  2,  3,  4) 


1234 

2134 

3124 

4123 

1243 

2143 

3142 

4132 

1324 

2314 

3214 

4213 

1342 

2341 

3241 

4231 

1423 

2413 

3412 

4312 

1432 

2431 

3421 

4321 

Dass  man  auf  diese  Weise  alle  möglichen  Permutationen 
sicher  erhält,  ergiebt  sich  daraus,  weil  man  allmählig  von 
der  niedrigsten  Form  bis  zur  höchsten  aufsteigt,  worauf 
die  Regel  nicht  mehr  angewandt  werden  und  mithin  auch  keine 
mögliche  Form  fehlen  kann. 


8. 

Formen,  welche  dasselbe  Anfangs-Element  haben,  rechnet 
man  zu  einerlei  Ordnung.  Vorstehendes  Beispiel  giebt  also 
vier  verschiedene  Ordnungen,  weil  offenbar  jedes  Element 
gleich  oft  an  die  Spitze  zu  stehen  kommt. 


9. 

Aufgabe«  Eine  allgemeine  Regel  oder  Formel  zu  finden, 
nach  welcher  man  die  Anzahl  aller  möglichen  Permutationen 
aus  n  Elementen  berechnen  kann. 


Auflösung  1.  Ein  Element  (1)  giebt  keine  Versetzung^ 
alßo  nur  eine  ComplexioU;  kommt  aber  ein  zweites  (2)  hinzu^ 
so  kann  dieses  jenem  auf  zwei  verschiedene  Weisen  zugesellt^ 
nämlich  nach-  und  auch  vorgesetzt  werden;  mithin  geben 
zwei  Elemente  1.2  =  2  Permutationen^  nämlich  12,  21.  Kommt 
noch  ein  drittes  Element  (3)  hinzU;  so  kann  dieses  jeder  der 
beiden  vorhergehenden  Formen  auf  drei  verschiedene  Weisen 
zugeseUt,  nämlich  nach-^zwischen-  und  vor  gesetzt  werden. 
Drei  Elemente  geben  also  2.3=1.2.3=6  Permutationen. 
Ein  viertes  Element  (4)  findet  bei  jeder  der  vorhergehenden 
6P  ermutationen  vier  verschiedene  Plätze.  Vier  Elemente  geben 
also  1.2.3.4  =  24  Permutationen.  Setzt  man  diese  Schluss- 
reihe fort  (Beweis  durch  Induction!)  und  bezeichnet  die  Anzahl 
Permutationen  aus  n  Elementen  mit  P«;  so  findet  man  leicht, 
dass  ganz  allgemein 

Pn=  1  .2.3.4 n  =  nl  (lies:  „n  Facultät'O- 

Auflösung  2.  Weil  jedes  der  n  Elemente  gleich  oft  an 
die  Spitze  kommt  (§  8),  so  erhält  man  die  Anzahl  der  Per- 
mutationen aus  n  Elementen  offenbar  auch,  indem  man  die 
Anzahl  der  Permutationen  aus  n  —  1  Elementen  mit  n  multi- 
plicirt,  weil  es  n  verschiedene  Ordnungen  geben  muss.  In 
Zeichen : 

Pi»  =  n.Pn— 1. 

Setzt  man  nun  in  diese  Formel  nach  und  nachn=  1,2,3,... 
so  hat  man,  weil  P^  =  1, 

P,s=2.Pi  =  2.1  =2! 
P8=  3.P,  =  3.2.1  =  3! 
P^  =  4. Pg  «=4.3.2,1  =  4! 

P„=n.P„-i  =n(n— l)(n — 2) 3.2.1.  =  n! 

10. 

Sind  unter  den  zu  permutirenden  Elementen  mehrere 
gleiche,  wie  es  häufig  der  Fall  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die 
Anzahl  der  möglichen  Permutationen  nicht  so  gross  sein  kann, 


als  wenn  die  Elemente  alle  verschieden  wären,  weil  die  Plätze. 
Vertauschung  gleicher  Elemente  k^ine  Formveränderung  her- 
vorbringt Es  fragt  sich  nun,  wie  man  in  solchem  Falle  die 
Anzahl  der  möglichen  verschiedenen  Formen  im  Voraus  be- 
rechnen kann.  Das  Verfahren,  sie  wirklich  darzustellen,  bleibt 
dasselbe,  wie  in  §  8.    So  giebt  z.  B.  P  (1,  l,  l,  2,  2,  3): 

111223  I1I2I3223 

111232  I1I3IJ223 

111322  I8I1I3223 

112123  Ijl3li223 

112132  l8lil,223 

112213  I3I2I1223 

112231  

112312  Iiljl32i223 

112321  Iil2l32j2i3 

u.  s.  w. 

Nennen  wir  die  Anzahl  der  verschiedenen  Permutations- 
Formen  ar,  so  ist  klar,  dass,  wenn  in  jeder  dieser  x  verschie- 
denen Formen  die  drei  gleichen  Elemente  (1,  1,  1)  verschieden 
würden,  dann  auch  durch  Permutation  derselben  statt  jeder 
der  X  Formen  1.2.3=  6mal  so  viel  kommen  würden  (wie  es 
für  die  niedrigste  Form  111223  in  nebenstehender  Reihe  an- 
gedeutet worden).  Würden  in  jeder  dieser  verschiedenen 
1 .2. 3. «Formen  auch  noch  die  zwei  gleichen  Elemente- (2,  2) 
verschieden,  so  würden  aus  jeder  der  1.2.3.«  Formen  noch 
1.2  =  2mal  so  viel  hervorgehen.  Dann  müsste  man  offenbar 
so  viele  Formen  erhalten,  als  wenn  alle  sechs  Elemente  ver- 
schieden wären.    Daher  ist  (§  9) 

1.2.1.2.3.a?=1.2.3.4.5.6 
««=60. 

Ist  allgemein  n  die  Anzahl  aller  Elemente  und  darunter 
einmal  p ,  einmal  q  und  einmal  r  gleiche ,  so  ist  die  Anzahl 
aUer  möglichen  Permutationen 

■p   1.2.3.4 :...(w  —  1) n  n/ 


1 . 2 . 3 . . .  ;> .  1 . 2 .  3 . . .  ^ .  1 .  2^  3  . . .  ?•     plqlrl' 
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Combination« 


11. 


Aufgabe.  Ein  Verfahren  anzugeben,  nach  welchem  man 
aus  einer  gegebenen  Anzahl  verschiedener  Elemente  alle  mög- 
lichen verschiedenen  Combinationen  zu  einer  bestimmten  Classe 

bilden  kann,  z.  B.  C  (1,  2,  3,  4,  5,  6). 

Auflösung.  Man  stelle  so  viele  der  niedrigsten  Elemente 
in  natürlicher  Folge  zusammen,  als  der  Classenexponent  (der 
hier  3  ist)  Einheiten  hat  Aus  der  erhaltenen  niedrigsten  Form 
leite  man  successive  die  nächst  höheren  ab,  indem  man  in 
die  letzte  Stelle  nach  und  nach  die  noch  vorhandenen  höheren 
Elemente  nach  ihrer  Aufeinanderfolge  setzt.  Lässt.  sich  in  die 
letzte  Stelle  kein  höheres  Element  mehr  setzen,  so  muss  man 
erst  die  vorletzte  (vorvorletzte  &c.)  Stelle  erhöhen  und  dann 
wieder  wie  vorhin  verfahren,  so  dass  nie  ein  niedrigeres  Element 
auf  ein  höheres  folgt  und  auch  keine  Permutation  stattfindet. 
Aldann  müssen  alle  an  Inhalt  verschiedenen  Combinationen 
auf  diese  Weise  sogleich  geordnet  zum   Vorschein  kommen. 


So  ist  z.  B. 

d   (1,2,3,4,5,6) 

C  (1,2,3,4,5,6) 

1,2,3,4,5,6 

123 

234 

345  456 

124 

235 

346 

125 

236 

356 

* 

126 

245 

C  (1,2,3,4,5,6) 

134 

246 

12  23  34  45 

56 

135 

256 

13  24  35  46 

• 

136 

14  25  36 

145 

15  26 

146 

16 

156 

6  (1,2,3,4,5 
1234  2345 

;6) 
3456 

C  (1,2,3,4^6) 
12345  23456 

6(1,2,3,4,5,6) 
123456 

1235  2346 

12346 

1236  2356 

12356 

1245  2456 

12456 

1246 
1256 

13456 

1345 

1346 

1356 

■ 

12, 

Aufgabe.  Eine  allgemeine  Formel  zu  finden,  nach  welcher 
man  die  Anzahl  aller  möglichen  Combinationen  zu  einer  be- 
stimmten Classe  auB  einer  gegebenen  Reihe  verschiedener 
Elemente  im  Voraus  berechnen  kann. 

Auflösung.  Nehmen  wir  zuerst  an,  man  habe  6  Elemente, 
so  ist  klar,  dass  es  nur  6  Combinationen  zur  ersten  Classe 
giebt.  Zu  jedem  dieser  6  Elemente  lässt  sich  jedes  der  5 
übrigen  setzen,  was  dann  6.5  =  30  Verbindungen  (Arrange- 
ments) zur  zweiten  Classe  giebt.  Da  nun  aber  kein  Element 
yor  dem  andern  einen  Vorzug  hat,  sondernalleauf  gleiche  Weise 
in  die  Verbindungen  eintreten,  mithin  jedes  Element  gleich  oft 
vor  und  nach  zu  stehen  kommen  muss,  so  sind  diese  6.5 
Verbindungen  offenbar  je  zwei  an  Inhalt  gleich  oder  permutirt. 
Man  hat  z.  B.  12  und  auch  21;  13,  31;  14,  41  &c.  Nennen 
wir  also  die  Anzahl  der  wirklichen,  an  Inhalt  verschiedenen  Com- 
binationen aus  6  Elementen  zur  zweiten  Classe  x  (vergl.  die 
letzten  Zeilen  von  §  4),   so  geben  diese   1 . 2  .r  Permutationen 

6  .  5 
und  weil  dann  1.2.;r  =  6.5  sein  muss,  so  ist  j?  =  — -^=15. 

1       •      dH 

Jede  der  6.5  permutirten  Combinationen  aus  den  6  Ele- 
menten zur  zweiten  Classe  lässt  sich  mit  jedem  der  4  übrigen 
Elemente  verbinden,  was  6.5.4  Verbindungen  zur  dritten  Classe 
giebt.  Da  nun  aber  in  diesen  Verbindungen  jedes  Element 
nothwendig  wieder  auf  gleiche  Weise  vorkommen,  d.  h.  gleich 
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oft  Yor^  in  der  Mitte  und  am  Ende  stehen  muss;  so  erscheint 
hier  jede  Combination  in  allen  ihren  Permutationsformen^  Nennt 
man  also  die  Anzahl  der  wirklich  verschiedenen  Combinationen 
aus  6  Elementen  zur  dritten  Classe  x,  so  ist^  weil  jede  der- 
selben 1.2.3  Permutationen  giebt ,  1.2.3.^  =  6.5.4.    Daher 


X 


6.5.4 


1.2.3* 

Setzt  man  diese  Schlussreihe  fort;    so    ergiebt  sich  die 
Anzahl  der  Combinationen  aus  6  Elementen  zur  vierten  Classe 

=  ;zuriunitenUlasse=  q~  ;t~T  ^»  ^'  ^'    Ailgemem 

l.Z.o.4  l.iS.o.4.<) 

ist  also   die  Anzahl  der  Combinationen  aus  n  Elementen  zur 
mten  Classe 

m 

Pm.C«  =  n  (n—  1)  (»1  —  2) (n—[m—  1]), 

also,  da  P«e=1.2.3....m  ist  (§  9), 


c.= 


nO>  — l)(n~2) (n  — [m— 1  ]) 


2 


m 


13. 


Die  vorhergehende  Formel  lässt  sich  auch  auf  folgende 
Weise  finden:  , 

Denkt  man  sich  die  Reihe  der 
zu  combinirenden  Elemente,  z.  B.  • 

0(1,2,3,4,5,6,7),  durch  einen  Ein- 
schnitt in  zwei  Gruppen  ge- 
theilt,  wovon  die  erste  so  viel 
Elemente  enthält,  als  der  Ex- 
ponent der  Classe  Einheiten  hat, 
und  verfährt  dann  ganz  nach  der 
§  11  gegebenen  Combinations- 
Regel,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  man  (gerade  wie 
bei  der  Permutation)  jedesmal 
die  übrigen  Elemente  in  natür- 
licher Ordnung  in  der  zweiten 


123  4567 

124  3567 
125i3467 

126  3457 

127  3456 
184  2567 
135,2467 
13612457 
13712456 


145 
146 


2367 
2357 


147  2356 


156 
157 
167 
234 
235 
236 


2347 
2346 
2345 
1567 
1467 
1457 


237 
245 
246 
247 
256 
257 
267 
345 
346 
347 
356 
357 
367 
456 
457 
467 
567 


1456 
1367 
1357 
1356 
1347 
1346 
1345 
1267 
1257 
1256 
1247 
1246 
1245 
1237 
1236 
1235 
1234 
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Columne  folgen  lässt^  so  erhält  man  offenbar  nicht  allein  die 
Combinationen  zur  dritten  Classe;  sondern  zugleich  auch  die 
Combinationen  zur  7  —  3  =  4ten  Classe,  jedoch  in  umgekehrter 
Ordnung  der  Vorschrift.  Auf  die  erste  niedrigste  Form 
linker  Seite  folgt  die  höchste  Form  rechter  Seite,  dann  auf 
die  nächst  höhere  linker  Hand  die  nächst  niedi*igere  rechter 
Hand  &c.  bis  zur  höchsten  und  niedrigsten  beiderseits,  und  es 
ist  klar,  dass  aus  diesem  Orunde  alle  möglichen  Combinationen 
zur  dritten  und  vierten  Classe  aus  den  7  Elementen  noth- 
wendig  zum  Vorschein  kommen  müssen. 

Was  nun  ihre  Anzahl  anbetrifft;  so  sei  diese  =  C7.  Denkt 
man   sich  die  Combinationen  diesseits  des  Striches  sämmtlich 

permutirt,  so  würde  man  offenbar  1.2. 3mal  so  viel,  also  1 . 2 . 3 .  C7 
Formen  von  7  Elementen  erhalten.    Denkt  man  sich  in  diesen 

1 . 2 , 3 .  C7  Formen  auch  noch  die ,  je  vier  verschiedenen, 
Elemente  hinter  dem  Striche  permutirt,   so  giebt  dies  wieder 

1.2.3. 4mal  so  viel,  mithin  I.2.3.4.I.2.3.C7.  Diese  Anzahl 
muss  nun  aber  mit  der  Anzahl  aller  Permutationen  aus  7  £le- 

menten  übereinstimmen.    Daher  ist  P7— s  .  Ps .  C7  =  P7 ,  also 

1.2.3.4.1.2.3.67=  1.2.3.4.5.6.7; 
woraus 

Ä  _1.2.3.4.5.6.7_7.6.5_7.6.5.4 
^""1.2.3.4.1.2.3"  1.1.3""  1.2.3.4 
folgt. 

Allgemein  ist  also  die  Anzahl  aller  Combinationen  zur 
fnten  Classe  aus  n  Elementen  durch  die  Relation 


m 


gegeben;  mithin  ist 


C    _^-^'^-^-  '  '(n  —  m)  (n  — m+1)  (n  — m  +  2).  .  .(n— l)n 
"""  1.2.3.4.  ..{n^fn)     .1.2  .m 

na«r  r    _n.(n-l)(r^-2)...(n-^[m-lj) 
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Anmerkung.  Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  hat 
sich  zugleich  ergeben,  dass  aus  n  Elementen  eben  so  viele 
Combinationen  zur  mteriy  als  zur  (n — m)ten  Classe  möglich  sind. 
Oder  es  ist 


m  '  m 


m 


Combinationen  mit  Wiederholung« 

14. 

Ausser  der  im  vorigen  §  erwähnten  Combination  kommt 
es  auch  vor,  eine  Reihe  Elemente  zu  einer  bestimmten  Classe 
so  zu  combiniren,  dass  jedes  der  Elemente  in  derselben  Form 
bis  so  oft  wiederholt  (mit  sich  selbst  verbunden)  werden  darf, 
als  der  Exponent  der  Olasse  Einheiten  hat.  Man  nennt  dies 
Combination  mit  Wiederholung  und  deutet  sie  durch  das  Zeichen 
C'  an.  Dies  ist  dann  ganz  dasselbe,  als  wenn  man  in  der 
Reihe  der  zu  combinirenden  Elemente  jedes  Element  so  oft 
vorhanden  denkt,  als  der  Classen-Exponent  Einheiten  hat,  so 

dass    also   C' (1,2,3,4)  =  C  (1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4),   mithin    nur 
eine  kürzere  Schreibart. 

15. 

Aufgabe.     Eine  Regel  anzugeben,  nach  welcher  man  die 

Combinationen  mit  Wiederholung,  z.  B.  C' (1,2,3,4,5)  darstellen 
kann.     ' 

Auflösung.  Die  Regel  ist  hier  ganz  dieselbe,  wie  bei  der 
Combination  ohne  Wiederholung.  Man  schreibt  nämlich  das 
niedrigste  Element  so  oft  hin,  als  der  Classen-Exponent  Ein- 
heiten hat;  setzt  dann  in  die  letzte  Stelle  successive  die  nächst 
höheren  Elemente  aus  der  gegebenen  Reihe.  Eben  so  verfährt 
man  mit  der  vorletzten,  vorvorletzten  Stelle  &c.,  indem  man 
aber  die  darauf  folgenden  Stellen  nicht  mit  den  nächst  höheren, 
sondern  mit  demselben  Element  (weil  es  wiederholt  werden 
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daiiQ  besetzt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  aus  der  niedrigsten 
Form  erst  die  nächst  höhere,  aus  dieser  wiederum  die  nächst 
höhere  &c.  bis  zur  höchsten  Form  und  mithin  alle  möglichen 
Formen  in  den  verschiedenen  Ordnungen  a,  i,  c,  d,  e.  (Die 
Bedeutung  der  mit  q^  /?,  y,  d,  e  bezeichneten  Columnen  wird 
der  folgende  §  geben.) 

&  (1,2,3,4,5) 


a 

a 

b 

ß 

C 

y 

d 

d 

e 

e 

IUI 

1234 

2222 

2345 

333:^;3«6 

4444 

4567 

5555 

5678 

1112 

1235 

2223 

2846 

3334  1  3457 

4445 

4568 

1 

1 

1113 

1236 

2224 

2347 

3335  3458 

4455 

4578 

1114 

1237 

2225 

2348 

3344  i  8467 

4555 

4678 

1115 

1288 

2233 

2856 

3345  '    .  . 

1122 

1245 

2234 

• 

3355 

• 

1123 

1246 

2235 

3444      . 

1124 

• 

2244 

3445     . 

1125 

2245 

3455      . 

1133 

2255 

3555  i  3678 

1134 

2333 

• 

1135 

2334 

1 

1144 

' 

• 

1145 

• 

1155 

• 

1222 

2555 

2678 

• 

1223 

1 

1555     i'iflTO 


16. 

Aufgabe.  Eine  allgemeine  Formel  zu  finden,  nach  welcher 
man  die  Anzahl  aller  Combinationen  mit  Wiederholung  aus  n 
Elementen  zur  mten  Classe  berechnen  kann« 

Auflösung.  Man  denke  sich  alle  Combinationen  mit  Wieder- 
holungen, z.  B.  C'  (1,2,3,4,5),  wirklich   hingeschrieben    und  fol- 
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gende  Veränderung  damit  vorgenommen :  Das  Anfangs-Element 
bleibe  in  jeder  Combination  unverändert,  die  zweite  Stelle 
aber  werde  um  eine  Einheit,  die  dritte  Stelle  um  zwei  Ein- 
heiten &c.  erhöht,  wie  in  §  15  durch  die  neben  a,  6,  c,  d,  e 
stehenden  Reihen  a,  ßy  y,  8,  e  angedeittet,  so  erhellet  leicht, 
dass  dadurch  aus  den  Combinationen  mit  Wiederholung  noth- 
wendig  just  so  viele  Combinationen  ohne  Wiederholung  zu 
derselben  Classe  hervorgehen  müssen,  jedoch  aus  so  vielen 
Elementen  mehr,  als  der  Exponent  der  Classe  Einheiten  hat^ 
weniger  eins.  So  geben  z.  B.  5  Elemente  zu»  vierten  Classe 
mit  Wiederholung  genau  so  viele  Combinationen,  als  5  +  3  =  8 
Elemente   zur    vierten   Classe    ohne   Wiederholung,   nämlich: 

Ferner  geben  20  Elemente  zur  fünften  Classe  mit  Wieder- 
holung so  viele  Combinationen,  als  20  -|-  4  =  24  Elemente  zu  der- 
selben Classe  ohne  Wiederholung,  nämlich :        '  - — '- — ' 

1.2.3.4.5 

Allgemein:  n  Elemente  zur  mten  Classe  mit  Wiederholung  geben 
so  viele  Combinationen,  alsw+m  —  1  Elemente  zur  mten  Classe 
ohne  Wiederholung.    Also  in  Zeichen: 


m  m 


C'n=C„^.m-i;    oder 
^,         (n-t-m— 1)  (n+m— -2)...n 
1  .  2  .  , ,m 

oder  so  geschrieben: 

Ä.   _  n.(n+  1)  .  (n  +  2)  .  .  .  (n  +  m-  1) 
-       1.2  3      m 


Variation. 
17. 

Sind  mehrere  verschiedene  Reihen  Elemente  gegeben 
und  sollen  aus  ihnen  alle  möglichen  verschiedenen  Verbindungen 
so  dargestellt  werden,  dass  jede  Verbindung  ein  Element  aus 
jeder  Reihe  enthält,  also  weder  Wiederholung  noch  Permutation 
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stattfinden  darf;  so  nennt  man^  wie  schon  in  der  Einleitung 
erwähnt;  eine  solche  Art  Combination  aus  mehreren  Reihen : 
Variation.  Der  Exponent  der  Classe  ist  also  hiebei  durch 
die  Anzahl  der  gegebenen  Reihen  im  Voraus  bestimmt. 

18. 

Aufgabe.  Ein  Verfahren,  anzugeben^  nach  welchem  man 
alle  möglichen  Variationen  aus  einer  gegebenen  Anzahl  Reihen^ 
z.  B.  aus  den  drei:  A,  B^  C,  D;  a,  b,  c,  d  und  a,  ß,  y,  d, 
darstellen  kann. 

Auflösung.  Man  stelle  die  gegebenen  Reihen  unter  einander : 

A,    B,    C,    D 
a,      bf      Cy      d 
a,     ß,     y,      d 
Die  AnfangS'Elemente  der  Reihen  zusammengestellt,  geben 
die  niedrigste  Form^  nämlich  Aaa.    Hieraus  folgen  nach  und 
nach  die  nächst  höheren  Formen^  indem  man  in  die  letzte  Stelle 
successive  die  nächst  hohem  Elemente  der  letzten  Reihe  setzt; 
bis  dieselbe  ganz   erschöpft  ist.    Hierauf  wird   die  vorletzte 
Stelle  durch  das  nächst  höhere  Element  der  bezüglichen  (vor- 
letzten) Reihe,  die  letzte  Stelle  aber  wieder  mit  dem  Anfangs- 
Element  der  letzten  Reihe  besetzt  &c.;  wie  nachfolgend  ange- 
deutet: 


Acta 

Boa 

Oaa 

Boa 

Aaß 

Baß 

Caß 

Daß 

Aay 

Bay 

Gay 

Day 

Aad 

Bad 

Ca3 

Dad 

Aba 

Bha 

Cba 

Dba 

Abß 

Bbß 

Cbß 

Bbß 

Add    Bdd    Cdd    Ddd 

Es  ist  klar,  dass  man  auf  diese  Weise  nothwendig  alle 
Variationsformen;  von  der  niedrigsten,  Aaa,  bis  zur  höchsten; 
Dddj  erhalten  muss. 
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Anmerkung,  Hätte  man  das  Product  aus  den  drei  vier- 
theiligen Factoren  A+B+CH-D  ;  a+b+c+  dund  a+ß-{-y-\-iS 
zu  entwickeln  gehabt,  so  ist  einleuchtend^  dass  die  Theile  des 
Products  mit  den  obigen,  durch  Variation  erhaltenen  Formen 
übereinstimmen  müssen;  kurzum,  dass  der  Mechanismus  der 
Multiplication/ durch  Variation  ersetzt  werden  kann.  Diese  Be- 
merkung ist  für  die  Folge  wichtig  und  deshalb  wohl  zu  beachten. 

19. 

Um  bei  der  wirklichen  Darstellung  der  Variation  durch 
Einführung  der  Ziffern,  als  Stellvertreter  der  Elemente,  eine 
bequemere  und  deutlichere  Schreibweise  zu  erhalten,  wollen 
wir  alle  Anfangs-Elemente  der  verschiedenen  Reihen  mit  1, 
alle  zweiten  mit  2  &c.  bezeichnen.  Setzen  wir  dann  noch  fest, 
dass  die  Stellenzahl  in  einer  Variationsform  zugleich  die- 
jenige (Iste^  2te  etc.)  Reihe  angiebt,  aus  welcher  das  bezüg- 
liche Element  genommen  werden  muss,  so  lassen  sich  alle 
Variationen  nach  der  vorhin  gegebenen  Regel  leicht  darstellen, 
wie  nachfolgendes  Beispiel  zeigt: 


A, 

B, 

c, 

D 

a, 

^ 

^•> 

d 

o, 

A 

r> 

6 

in 

211 

311 

411 

tl2 

212 

312 

412 

113 

213 

313 

413 

114 

214 

314 

414 

121 

221 

321 

421 

122 

222 

322 

422 

123 

223 

323 

423 

124 

224 

324 

424 

131 

231 

331 

431 

132 

232 

332 

432 

133 

233 

333 

433 

134 

234 

334 

434 

141 

241 

341 

441 

142 

242 

342 

442 

143 

243 

343 

443 

144 

244 

344 

444 

17_ 

Anmerkung.  Hier  Bcheint  es  zwar,  als  ob  die  Variations- 
formen^  z.  B.  112^  121^  211^  permutirte  Combinationen  mit 
Wiederholung  wären.  In  formeller  Hinsicht  sind  sie  es  auch^ 
allein  in  materieller  Hinsicht  sind  sie  an  Inhalt  wirklich  ver- 
schieden; denn  nach  verhergehender  Bestimmung  bedeutet  in 
112  die  erste  Stelle  das  erste  Element  der  ersten  Reihe;  die 
zweite  Stelle  das  erste  Element  der  zweiten  Reihe  und  die 
dritte  Stelle  das  zweite  Element  aus  der  dritten  Reihe.  Es  ist 
nämlich  112=Aaj^;  eben  seist  121  =  A6a;  211  =  Baa; 
142  =  Ad/9&c. 


20. 

Aufgabe.  Eine  allgemeine  Regel  anzugeben^  nach  welcher 
man  die  Anzahl  der  möglichen  Variationen  aus  einer  gegebenen 
Anzahl  Reihen  berechnen  kann. 

Aufl5Bung.  Hat  die  erste  der  verschiedenen  Reihen  n,  die 
zwei  Reihe  m  Elemente^  so  lässt  sich  offenbar  jedes  der  m  Ele- 
mente mit  jedem  der  n  Elememte  verbinden^  was  also  m .  n  Varia- 
tionen gäbe.  Hat  nun  die  dritte  Reihe  p  Elemente,  so  kann 
man  wieder  die  mn  Variationen  mit  jedem  der  p  Elemente  ver- 
bindeU;  was  dann  mnp  Variationen  giebt  &c.  Hat  man  also  m 
verschiedene  Reihen  von  je  n  Elementen^   so  ist  die  Anzahl 

12  m 

aller  Variationen  n,n n  =«*".    In  Zeichen 


m 


V  (1,2,8... n)=n"«. 

21. 

In  §  19  Anmerkung  ist  schon  bemerkt  worden,   dass  die 
Anzahl  aller  Variationen  aus  m  Reihen  von  je  n  Elementen 

m 

(was  wir  durch  V  (1,2,3. .  .n)  angedeutet)  gleich  ist  der  An- 
zahl der  permutirten  Combinationen  mit  Wiederholung  aus  n 

Elementen  zur  mten  Classe,  was  wir  durch  p  C  (1,2,3. . .  .n) 

Lübseii*8  Analjsis.    7.  Auflage.  2 
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andeuten  wollen«    Dies   giebt  uns  noch  folgenden  praktisch 
wichtigen  Satz: 


m  m 


V  (1,2,3.  ..n)  —  p  C  (1,2,3.  .  .  .n). 

mit  Wiederholung  su  einer 
bestimmten  Summe. 

22. 

unter  Combination  mit  Wiederholung   aus  n  Elementen 


m 


zur  wten  Classe  zur  Summe  8  (in  Zeichen  ®C'  [1,2,3. ..  .n]) 
versteht  man:  nur  diejenigen  dieser  Combinationen  zu  der 
geforderten  Classe  anzugeben,  worin  die  Quersumme  der  Ele- 
mente immer  =  «  ist.  Aus  ^^C'  (1,2,3.... 9)  hätte  man  z.  B. 
unter  andern:  1119,  1227,  1236  &c.  Um  alle  möglichen  dieser 
Combinationen  zu  finden  (eine  Aufgabe,  welche  zuweilen  in 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  vorkommt  und  Discerptions- 
problem  genannt  wird),  wird  man  folgendes  Verfahren  be- 
obachten: Man  schreibe  das  niedrigste  Element  der  Reihe  so 
oft  hin,  als  der  Exponent  der  Classe  Einheiten  hat,  setze  dann 
in  die  letzte  Stelle  von  den  übrigen  Elementen  ein  solches 
(nöthigenfalld  das  höchste),  welches,  zur  Quersumme  der  vor- 
hergehenden addirt,  die  verlangte  Summe  giebt.  Kann  selbst 
das  höchste  Element  der  Reihe  diese  Summe  nicht  hervor- 
bringen, so  muss  man  mit  der  vorletzten  und  wenn  nöthig  mit  der 
vorvorletzten  Stelle  &c.  so  verfahren.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  zuerst  die  niedrigste  Form.  Hieraus  folgen  dann  nach 
und  nach  die  nächst  höheren  bis  zur  höchsten,  mithin  alle 
mögUchen  Formen,  indem  man  (wie  folgende  Beispiele  zeigen) 
von  einem  höheren  Element  eine  Einheit  abnimmt  und  der  vor- 
hergehenden Stelle  hinzulegt  und  dann  die  rechts  folgenden 
Stellen,  so  weit  möglich,  mit  gleichen  Elementen  besetzt  und 
darauf  achtet,  dass  kein  niedrigeres  Element  auf  ein  höheres 
folgt.  Eben  so  ist  es  leicht,  die  Combinationen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  zu  einer  bestimmten  Summe  zu  bilden. 
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"C' (1,2,3,4,5,6,7,8, 

.9); 

"C'  (1 

,2,3,4,5,6) 

1119 

146 

1128 

155 

1137 

236 

1146 

245 

1155 

335 

1227 

344 

1236 

1245 

3 

1335 

"C  (1 

l,2,3,4,5;6) 

1344 

2226 

146 

2235 

236 

2244 

245 

2334 

• 

3333 

• 

• 

Variationen  zu 

bestirnt 

nten  Summen. 

23. 

Weil,  nach  §  19,  Anmerkung,  die  Variationen  aus  m  ver- 
schiedenen Reihen  von  je  n  Elementen  (wenn  man  sie  aus  den, 
allen  Reihen  gemeinschaftlichen  Zeigern  1,2, 3... n  bildet)  in 
formeller  Hinsicht  auch  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  aus 
den  gemeinschaftlichen  Zeigern  1,2,3. .  .n  alle  möglichen  Com- 
binationen  mit  Wiederholung  zur  mten  Classe  bildet  und  dann 
die  erhaltenen  Formen  permutirt,  so  erhält  man  oflfenbar  die 
Anzahl  aller  Variationen  zu  einer  bestimmten  Summe  be- 
quemer, indem  man  die  Combinationen  mit  Wiederholung  zu 
dieser  Summe  bildet  und  dann  die  Permutationszahlen  der  er- 
haltenen Formen  addirt.    In  Zeichen: 

m  m 

«V  (l,2,3....n)  =  p  »V  (1,2,  3.... n) 


2* 


20 


24. 


Aufgabe.  Wie  viele  verschiedene  Würfe  sind  mit  drei 
Würfeln  möglich  und  wie  viele  sind  darunter,  deren  Augen- 
zahl =  12  ist? 

Auflösung.  Denkt  man  sich  den  einen  Würfel  mit  weissen 
{w)y  den  zweiten  mit  rothen  (r)  und  den  dritten  mit  blauen 
(b)  Nummern  bezeichnet ^  so  erhellt  leicht,  dass  z.  B.  die 
Würfe  123;  123;  123  &c.  als  wirklich  verschiedene  betrachtet 

wrb       rwb       rbut 

werdep  müssen.    Wir  haben  hier  also  drei  verschiedene  Reihen 
von  je   6  Elementen.     Die  Anzahl  aller  verschiedenen  Würfe 

ist  also:  f  (1,2. .  .6)  =  68=216.    Weil  ferner 

"f  (1,2,3,4,5,6)  =»)    V  (1,2,3,4,56) 

ist,  so  giebt  es  hier  offenbar  25  verschiedene 
Würfe,  deren  Augenzahl  =  12  ist,  denn  die  drei 
Formen  156,  246,  345  lassen  jede  6,  die  Formen 
255,  336  jede  aber  nur  3  Permutationen  zu,  und 
444  kommt  nur  einmal  vor. 


156 

6 

246 

6 

255 

3 

336 

3 

345 

6 

444 

l 

25 
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Zweites  Buch. 

Binomischer  Lehrsatz  für 
ganze  Exponenten. 

25. 

Die  Bachstabenberechnung  lehrt  die  Regeln,  nach  welcher  man 
die  entwickelte  zweite  und  dritte  Potenz  von  einer  beliebigen 
'zweitheiligen  Grösse  (Binom)  gleich  aus  dem  Gedächtniss 
hinschreiben  kann,  nämlich: 

(a+6)  «=a«  +  2a6  +  6« 

Es  kommt  nun  aber  auch  häufig  vor,  dass  man  eine  viel 
höhere  Potenz  von  einem  Binom  zu  entwickeln  hat;  was  durch 
unmittelbare  wiederholte  Multiplication  offenbar  sehr  mühsam 
und  langwierig  sein  würde.  Da  nun  aber  die  entwickelte 
Potenz  z.  B.  von  (a  +  b)^^  gewiss  nicht  willkürlich,  sondern 
durch  den  Potenzexponenten  im  Voraus  bestimmt  ist,  so  muss 
offenbar  auch  ein  allgemeines  Gesetz  (Formel)  existiren,  nach 
welchem  man  die  Entwickelung  gleich  fertig  hinschreiben 
kann.  Es  entsteht  deshalb  die  Aufgabe,  dieses  Gesetz  zu  ent- 
decken und  aufzustellen. 

26. 

Nehmen  wir  zuerst  an,    es  solle    aus   verschiedenen 

zweitheiligen  Factoren,  z.  B.  aus  sechs:  (cr+i),  (c  +  d); 

das  Product  entwickelt  werden.  Schreibt  man  diese  sechs 
Factoren  unter  einander  und  setzt  darüber  den  gemeinschaft- 


1     ^ 

7+b 

c+d 

e+f 

9+h 

i+k 

l  +  m 

111111 

111112 

111121 

111122 

111211 

111212 

111221 

• 

• 

222222 

22 

liehen  Zeiger  1  ,  2  so  könnte  man  das  verlangte 
Product,  zufolge  §  18,  Anmerkung,  durch  Variation 
finden.  Es  wäre  dann,  indem  man  in  den  erhaltenen 
Variationen ;  statt  der  Zeiger  1,  2,  die  ihnen  und 
ihren  Plätzen  entsprechenden  Elemente  setzt:  111111 
so  viel  als  acegä ;  ferner  1 1 1 1 12  »s  acegim ;  111121 
=  acegkl&c.  Es  ist  hier  nämlich  111121  nicht 
als  Permutation  von  111112  anzusehen,  indem  die 
Zeiger  1  und  2  an  verschiedenen  Plätzen  verschie- 
dene Bedeutung  haben.  Wären  aber,  worauf  es 
hier  nur  ankommt,  die  6  zweitheiligen  Factoren 
einander  gleich  (a+fr),  so  würde  der  Zeiger  1,  an 
welchem  Platze  in  einer  Variationsform  er  auch 
stehen  möge,  immer  a  und  eben  so  der  Zeiger  2 
immer  b  bedeuten  und  die  Variationsformen  111112, 
111121,  111211  &c.  wären  dann  an  Inhalt  gleich 
(nämlich  jede=a^6)  und  als  wirkliche  Permutation 
der  Combination  111112  anzusehen.  Eben  so  wären 
dann  111122,  111212,  111221,  112112  &c.  jede  =  a*6«.  In 
diesem  Falle  also,  wo  die  sechs  zweitheiligen  Factoren  alle 
gleich  sind,  erhält  man  das  Product  derselben, 
d.  i.  (a+6)*  weit  kürzer,  wenn  man,   wie  w    "^ 

nebenstehend   angedeutet,    die  Zeiger   1,2  a+ö 

zur  sechsten  Classe  mit  Wiederholung  com-  a+  o 

binirt   und  jede  Form  so  oft    nimmt,    als  a-f-o 

ihre  leicht  zu  berechnende  Permutationszahl  a-t-o 

angiebt  «+* 

Die  Form  111111   oder  a«  enthält  sechs  ^  +  ^ 

gleiche  Elemente   und  kommt  also  nur  ein-       111111=  a« 
mal  vor.  Dasselbe  gilt  von  der  Form  222222       111112  =  a^b 
oder  6*.    Die  Formen  111112,  122222  oder       iiii22  =  a*6* 
a^by  ab^  enthalten  jede   unter   ihren  sechs       iii222  =  a'6* 
Elementen   fünf  gleiche,  jede  Form  kommt       ii2222  =  a*6* 

also  i^^^M-M  =  6mal  vor  (§  10).  122222  =  «^^ 

Die  beiden  Formen  111122  und  112222 
oder  a*Ä*,  a*Ä*,  enthalten  jede   einmal  vier 
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und   einmal   zwei    gleiche   Elemente   und    jede  kommt   also 

1.2.3.4.5.6       6.5       , 

— zt-t: 7— ii  =  7— ;rnial  vor. 

1  2,3.4.1.2       1.2 

^.    ^  •,.!  1.2.3.4.5.6       6.5.4       , 

Die  Form  1 1 1 222  =  a»ft»  kommt  YYTTYJ  "^  ^~2l 

YOr^  daher: 
(a+6)«— a»+6a«6+15a*6«+20a»6»+15a«6*  +  6a6*+&* 


27. 

Aus  vorstehendem  §  ist  nun  wohl 
klar  geworden^  dass;  wenn  man  all- 
gemein das  Producty  aus  n  gleichen 
zweitheiligen  Factoren^  d.  i.  die  nte 
Potenz  eines  Binoms,  (a  +  ^)",  «^  ent- 
wickeln haty  darin  die  nebenstehend  an- 
gedeuteten Formen  a";  a*'~*6;  a^^^i*; 
^n-sjs.  .afc**"^;  6"  zum  Vorschein 
kommen  müssen  und  von  welchen  die 
erste  und  letzte  Form  nur  einmal  vor- 
kommt.   Bezeichnen   wir  die   Coeffi- 

cienten  der  übrigen  Formen  vorläufig 

1     »     j 
mit  B,  B;  B . . . ,  so  hat  man 

(a  +  i)«=a"+B.a— i6+B.a'»-26«+...+B.a"-^6»'+ ...  -hB.a6"-'+6" 

Die  noch  zu  bestimmenden  Coefficienten  B,  d,  . . ,,  welche 
die  Binomial-Coefficienten  heissen,  sind,  wie  schon  bemerkt, 
nichts  Anderes,  als  die  Permutationszahlen  der  Formen,  vor 
welchen  sie  stehen,  und  deshalb  leicht  zu  berechnen. 

Jede  Form  a**,  a'*'~^6  &c.  enthält  n  Elemente,  indem  jede 


X     sL 

a  +  b 

a  +  b 

a+b 

m 

m 

a+b 

Uli. 

..111— a" 

Uli. 

.  .112  — a"-i6 

1111. 

.  .122=a«-2fta 

• 

1122. 

• 

.  .222=a«6»-a 

1222. 

..222— a6»-^ 

2222. 

..222— fr« 
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folgende  Form  ein  a  verliert  und  dafür  ein  b  wieder  auf- 
nimmt. 

Die  Form  a"  kommt  nur  einmal  vor. 

Die  Fonn  a"""'6  enthält  n  Elemente^  worunter  n—  1  gleiche, 
daher  (§  10) 

^^1.2.3.4...(n— 2)  (n— 1)  n_ 
~1.2.3.4...(n— 2)  (n— 1)      ""  ''* 

Die  folgende  Form,  a^-^b^  ,  enthält  wieder  n  Elemente, 
worunter  einmal  n — 2  gleiche  und  einmal  2  gleiche,  daher 

•     2^1.2.3...(n— 2)  (n--l)  n^n  (n— 1) 
1.2.3;..(w-2)   .    1    .  2  ~1     .     2  " 

Allgemein  ist  der  rte  Binomial-Coefficient 

^  ^  1.2.3  ..  .{n—r)  (n—r+l)  (n— r+2)  .  .  .  (n— 1)  n 
1.2.3  ..  .(n—r)      .1         .2  ...  r' 

^^n.(n— l).(n— 2)...(n--r+  1) 
1.2.3...         r 

Folglich  auch 

jL^n  (n— l)...(n— r+1)    (n— r)  (n— r  —  1 ) . . . . (r+2)  (r+1) 
1  .2     ...      r  (V+l)  (H-2)  . . . .  (n— r— 1)  (n—r) 

_n  (n— 1) (r+1) 

~  l  .  2 (n — r) 

^^^^  B=B;  z.  B.  B=B,  B  =  B. 

Die  Coefficienten,  welche  von  Anfang  und  Ende  gleich 
weit  abstehen,  sind  also  einander  gleich  und  man  braucht  des- 
halb dieselben  nur  bis  zum  mittelsten  Gliede  zu  berechnen 
und  die  folgenden  in  umgekehrter  Ordnung  nur  wieder  ab- 
zuschreiben.    (Vergl.  die  Anmerk.  zu  §  13.) 

Daher  ist  nun,  weil  n  eine  ganze  Zahl  ist,  ganz  alige- 
mein*) 


*)  Diese  zuerst  von  Newton  gefundene  Binomialformel,  von  der 
wir  in  der  Folge  zeigen  werden,  dass  sie  unter  Umständen  auch  für  ge- 
brochene und  negative  Exponenten  gültig  ist,  soll  Newton  eu  Ehren 
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28. 

Wir  fugen  vorstehender  wichtigen  Formel  noch  ein  paar 
sich  von  selbst  aufdringende  Bemerkungen  hinzu: 

1.  Die  nte  Potenz  eines  Binoms  hat  allemal  n  +  1  Glieder. 

2.  Ist  der  eine  Theil  des  Binoms,  z.  B.  b,  negativ,  so  sind 
natürlich  alle  diejenigen  Glieder  in  der  Entwickelung  negativ, 
in  welchen  b  in  einer  ungeraden  Potenz  erscheint.  So 
ist  z.  B. 

(a--6)ß=a*  — 5a**  +  10a»6«— 10a«6«  +  5a6*  — 6». 

29. 

Aufgabe.  Man  entwickele  nach  der  Binomialformel  folgende 
Potenzen:  (a+i)^;  (l+d?)»»;  {x+\Y\  (a-|-Ä)"+i. 

Auflösung.    Man  hat 

(«+fc)7=a7+7a«Ä+2loöÄ«+35a*634-35a«iH21a*6*+7a6«+^>^ 

30. 

Da  die  Binomialformel 

{a+bY  =  «»•  +  na'"-^b  +  ^'^""^  a— «6>+ . . .  +  *" 


auf  seinem  Denkmal,  in  der  Westminster- Abtei,  eingegraben  sein;  sie 
ist  in  der  That  so  wichtig,  dass  man  sie  mit  Recht  das  Fundament  der 
ganzen  höhern  Mathematik  nennt. 
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för  jeden  Werth  von  a  und  b  gültig  ist,  so  kommt^  wenn  man 
a  =  1  und  b=\  setzt,  (1  +  1)»,  nämlich : 

n       n,n — 1       n,n — l.n — 2 

^''=^  +  T+TT2-+i  .2.3      +--+^ 

und  hieraus 

Zufolge  §  12  drückt  das  Glied  y  die  Anzahl  aller  mög- 
lichen Combinationen  aus  n  Elementen  zur  ersten  Classe  aus, 
das  folgende  Glied  — ^  die  Anzahl  der  Combinationen  zur 

zweiten  Classe  &c.  Es  ist  mithin  die  Anzahl  aller  Combina- 
tionen  aus  n  Elementen  zu  allen  möglichen:  ersten,  zweiten, 
dritten  &c.  bis  nten  Classe  =2"  -  1. 


31. 

Setzt  man  in  der  Binomialformel  a  =  l  und  b  =  — 1,  so 
kommt  (1  —  !)♦•,  nämlich: 

^       ^       n    ,   n,n — 1       n.n — l.n — 2   ,  ,    ^ 

«  =  ^-T  +  ^-2- 1.2.3      +---±} 

und  hieraus 

n n.n — 1       n.n  —  l.n  —  2  — 

T         F-T"^        1.2.3  r...+  l. 

Hier  drückt  die  Summe  der  positiven  Glieder  der  rechten 
Seite  die  Anzahl  der  Combinationen  zu  allen  möglichen  un- 
geraden und  die  Summe  der  negativen  Glieder  die  Anzahl 
der  Combinationen  aller  geraden  Classen  aus  n  Elementen 
aus.  Die  Anzahl  aller  ungeraden  Combinationen  aus  n  Ele- 
menten ist  also  immer  .um  eine  Einheit  grösser,  als  die  An- 
zahl aller  geraden  Combinationen.  Dies  ist  ein  merkwürdiges 
Factum  der  Rechnung.  Greift  man  blindlings  in  einen  be- 
liebigen Haufen  gleicher  Elemente  (z.  B.  gleicher  Geldstücke, 
Kugeln  &c.),  so  ist  es  nach  den  Regeln  der  Wahrscheinlich- 
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keitsrechnimg  wahrscheinlicher^  eine  ungerade  als  eine  gerade 
Anzahl  in  der  Hand  zu  haben. 


32. 

Addirt  man  die  beiden  gefundenen  Gleichungen 
ft^       .       n    ,   n.n — 1    ,   n,n — l.n  —  2  ,  ,    ^ 

n       n,n — 1       n.n — l.n  —  2  -r- 

T         r~2      '         1.2.3  *-...+  !; 

so  erhält  man 

2**       «^1        n    ,  n.n — l.n  — 2  , 

2  1^1.2.3     ^ ' 


folglich  ist  die  Anzahl  der  Combinationen  aller  ungeraden  Classen 
aus  n  Elementen  =  2**--^  und  mithin  die  aller  geraden  Classen 
=  2*-i —  1  (weil  ja,  §  31,  die  Anzahl  aller  ungeraden  Classen  um 
eine  Einheit  grösser  ist,  als  die  der  geraden). 

33. 

Unter  den  Binomial-Coefficienten  unmittelbar  auf  einander 
folgender  Potenzen  finden  hinsichtlich  ihrer  Summen,  Producte  &c. 
mehrere  merkwürdige  Sätze  statt,  wovon  wir  jedoch  nur  einen, 
weil  für  die  Folge  wichtig,  hier  aufnehmen. 

Entwickelt  man  nämlich  mehrere  auf  einander  folgende 
Potenzen  eines  Binoms,  z.  B. : 

(a+6)«=a«  +  2a6  +  6« 
(a4-6)8=a«+3a«6+3o«>«  +  Ä5 

(a  +.  b)^  =  a^+  5a*6  +  \Oa^b^+  10a*Ä»  +  5a6*+  b^, 

so  zeigt  sich,  dass  allgemein  die  Summe  des  rten  und  r  -f-  Iten 
Coefficienten  irgend  einer  Potenz  gleich  ist  dem  r+  Iten  Co- 
efficienten  der  nächst  folgenden  Potenz.     Deutet  man  den 

rten  Coefficienten  der  nten   Potenz  durch  "B,   den  r  +  Iten 
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CoefiBcienten  derselben  Potenz  durch  "B  und  durch  "+^B  den 
r+lten  Coefficienten  der  n+lten  Potenz  an,  so  ist 


r-fl  r         r±l 

"+iB="B  +  «B. 


Es  ist  nämlich  nach  §  27 

,.^^n.(n— l).(w~2).(n-3). .  .(n— r+l) 
1    .   2      .      3      .     4      ...     r  ' 

:-g^n.(n-l)  (n-2)  (n-^3) (n-r+l)  (n^)  , 

~1.2  3      .      4      r  (H-1) 

Addirt  man  diese  beiden  Coef&cienten,  indem  man  gleich  den 
ersten  als  gemeinschaftlichen  Factor  heraussetzt;  so  ist 

n . n —  1 .  n — 2 . . .  (n — r*+ 1) .  (n+l) 

~1  .  2    .    3      ...         r  (r+l) 

w+1  .n,n — i.n — 2. .  .(» — r+l) 

1.2.3.4      TT        (r+l) 

Letzterer  Ausdruck  ist  offenbar  der  (r+l)te    Coefficient 
von  (a+6)**+^,  mithin  der  behauptete  Lehrsatz  bewiesen. 

SohluBsbemerkung.    Hier  mag  noch  eine  elementare  Ab- 
leitung des  binomischen  Lehrsatzes  Raum  finden. 

Man    entwickele   aus    (a+6)*   durch  Multiplication    mit 
a  +  &:  (a+Ä)'  u.  s.  w.    So  ergeben  sich  als  Coefficienten 
für  die  10.  Potenz:  1,  10,  45,  120,  210,... 
„      „     12.         „        1,  12,  66,  220,  495,... 
Zunächst  ist  ersichtlich,  dass 

(a  +  *)^  =  a**  +  na'»-i6  + 

Nach  dem  Satze  A  =  B.:ö-  ist  femer 

der  3.  Coefficient  =■  2.  Coefficient  X  -'-^.^ — >c  ~- — i? 

2.  Coefficient' 

45  9 

für  die  10.  Potenz  =  10.  — =10.-- 

10  2 

12  -  12  ^-12  n.         • 


29 

4.  Coefficient 


Der  4,  Coefficient  =  3.  Coefficient  X 


3.  Coefficient^ 


fiir  die   10.  Potenz  =  45.  — -=10.-^7-.-^  u.  s.  w. 

45  2      3 

Mithin  sind  die  Coefficienten 

n       .^    T»  X  .     .^    10.9    10.9.8    10.9.8.7 

der  10.  Potenz  =  1,  10,  -^,  -^^^,  TJJa-  ' ' ' 

j       4o    T^  X  -     .«    12.11    12.11.10 

der  12.  Potenz  =  1,  12,  -j-^,--^^— ,. . . . 

und    durch    Induction    ergeben    sich    die    Coefficienten    der 

^  .  ,         n(n— 1)   n(n— l){n— 2) 

fi. Potenz:  1,  n,  — -g— ;  ^  2.3 — ' ' ' ' 
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a        * 


Dritt.es  Buch. 

Arithmetische  Reihen  hohem 

Banges. 

34. 

In  der  Einleitung  zur  hohem  Geometrie  ist  der  hier  als  be- 
kannt vorauszusetzende  Begriff  einer  veränderlichen  Grösse, 
.80  wie  auch  der  Begriff  Function  einer  veränderlichen  Grösse 
gegeben  und  durch  Beispiele  erläutert  worden  (pag.  14).  Auch 
ist  daselbst  schon  die  Eintheilung  aller  Functionen  in  transscen- 
dente  und  algebraische  erwähnt  Wenn  nämhch  in  einer 
Function  von  x  die  veränderliche  Grösse  x  als  Exponent, 
L  o  ga  r  i  t  hm  u  s  oder  auch  als  Bo  g  e  n  oder  Winkel  vorkonunt, 
z.  B.  o*,  log  Xj  sin  x  &c.,  so  heissen  solche  Functionen  trans- 
Bcendente,  alle  übrigen  dagegen  heissen  algebraische.*) 
Die  algebraischen  Functionen  heissen  rational,  wenn  die 
veränderliche  Grösse  mit  keinem  Wurzelzeichen  oder  gebro- 
chenen Exponenten  behaftet  ist.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so 
heissen  sie  irrational. 


*)  Diese  bisher  allgemein  gültigen,  aber  unlogischen  Definitionen 
für  ,,  algebraische  und  transscendente  Functionen  und  Gleichungen^' 
glaubt  der  Bearbeiter  dieser  Auflage  durch  die  nachstehenden  er- 
setzen zu  müssen. 

Ein  aus  einer   endlichen   Anzahl   von  Gliedern    der  Form  ax^ 
bestehender  Ausdruck  ist  ein  algebraischer;  ein  transscendenter  dagegen, 
wenn  sich    derselbe   nur   als  eine  unendliche  Reihe    von    Gliedern 
jener  Form   darstellen  lässt,    wie   es  bei  o'  ,   lg  x,  sin  x  n.  s.  w.  der 
Fall  ist. 


als  im  Zähler.     So  ist  z.  B.  — ^_lx?^«     ®^°®  ^^^^  gebrochene, 
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Die  algebraiBchen  rationalen  Functionen  heissen  kurzweg: 
ganze  Functionen,  wenn  die  veränderliche  Grosse  darin  nicht 
als  Divisor  vorkommt;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  heissen  sie 
gebrochene  Functionen  und  zwar  echt  gebrochen,  wenn  die 
veränderliche  Grösse  im  Nenner  einen  hohem  Exponenten  hat 

— —i—z 5  dagegen  eine  unecht  gebrochene  Function. 

Die  ganzen  Functionen  unterscheidet  man  femer  nach 
Graden,  welche  der  höchste  Exponent  angiebt,  a+i^j  +  ca?*; 
a+ca;*;  cx^  sind  z.  B.  alle  drei  vom  zweiten  Grade. 

Eine  Function  heisst  eine  gerade  Function,  wenn  sie  für 
gleiche  entgegengesetzte  Werthe  der  veränderlichen 
Grösse  vollkommen  gleiche  Resultate  giebt.  Solciie  sind  z.  B. 
a  +  ba^  +  ca^  cos  a:,  c**,  r^ — a:^  &c.,  denn  ob  hierin  a;  =  h 
oder  a  =  —  h  genommen  wird,  man  erhält  doch  dasselbe  Re- 
sultat. Diejenigen  Functionen  dagegen,  welche  fii  r  gleiche  ent- 
gegengesetzte Werthe  der  veränderlichen  Grösse  gleich  grosse, 
aber  entgegengesetzte  Resultate  geben,  heissen  ungerade 
Functionen.     Solche  sind  z.  B.  aa+ba^+ca^^  sin  x  &c. 

Wenn  schliesslich  flir  keinen  endlichen  Werth  einer  ver- 
änderlichen Grösse  der  Betrag  der  daraus  gebildeten  Function 
weder  unendlich  noch  imaginär  wird,  so  heisst  die  Function 
stetig  (continuirlich),  sonst  unstetig  (discontinuirlich).  Un- 
stetig sind  z.  B.  y^äZI^  — g-,  ^,    weil    erstere    für   alle 

Werthe  von  a?,  die  kleiner  als  a  sind,  also  zwischen  den 
Grenzen  von^  =  0  bis  a?=-ha  imaginär,  die  zweite  für  a=0 
und  die  dritte  für  a!=b  unendlich  wird. 


35. 


Sei  nun  t/  irgend  eine  Function  von  X]  in  Zeichen  y=(p  (a), 
so  ist  in  der  höhern  Geometrie  gezeigt,  dass  eine  Function 
zweier  veränderlicher  Grössen,  wenn  man  darin  die  absolut 
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veränderliche  sich  stetig  ändern  lässt,  eine  geometrische  Bedeu- 
tung hat,  nämlich  (im  Allgemeinen)  irgend  eine  Linie  darstellt. 
Lassen  wir  nun  aber  in  der  Function,  y^^^g)  (a),  die 
absolut  yeränderliche  Grösse  a  nicht  stetig  sich  ändern,  sondern 
sprungweise  und  zwar  immer  um  gleiche  Intervalle^  z.  B. 
d:=l,2,3, 4. . .  und  berechnen  den  jedesmaligen  Betrag  der 
Function^  so  erhält  dieselbe  eine  rein  arithmetische  Bedeutung. 
Sie  stellt  dann  keine  Linie,  sondern  eine  Keihe  von  Zahlen 
dar,  die  wie  die  entsprechende  Linie  begrenzt  sein^  oder  auch 
in's  Unendliche  fortlaufen^  so  wie  auch  ßir  gewisse  Werthe 
von  js  unterbrochen  sein  kann. 

86. 

In  geometrischer  Hinsicht  heisst  q)  (x)  das  Gesetz^  nach 
welchem  die  räumliche  Grösse  sich  bildet,  und  wir  wissen,  dass 
diese  an  Gestalt  und  Eigenschaften  dadurch  vollkommen  be- 
stimmt ist.  Eben  so  kann  man  in  arithmetischer  Hinsicht  sagen^ 
dass  durch  qp  (a)  die  daraus  entspringende  Beihe  von  Zahlen 
im  Voraus  sammt  allen  ihren  etwaigen  Merkwürdigkeiten  voll- 
kommen bestimmt  ist  und  die  (p  (a)  .  deshalb  das  Gesetz  (all- 
gemeine Glied)  der  daraus  entspringenden  Zahlenreihe  nennen^ 
und  es  ist  klar,  dass  jede  andere  Function  von  a  (im  Allge- 
meinen) eine  andere  Reihe  von  Zahlen  giebt,  und  q)  (x)  also 
auch  eine  unerschöpfliche  Quelle  von   Zahlenreihen   darstellt. 

87. 

Wir  können  diese  Yergleichung  der  Arithmetik  mit  der 
Geometrie  noch  weiter  fortsetzen,  denn  so  unähnlich  sie  in 
jeder  aiidem  Hinsicht  sind,  so  haben  sie'floch  in  ihrem  Zweck 
und  Wesen  eine  gewisse  Aehnlichkeit. 

So  wie  nämlich  die  höhere  Geometrie  aus  der  willkürlich 
aufgeworfenen  Function  i/=<p  (x)  das  darin  enthaltene  Bild  und 
dessen  Merkwürdigkeiten  darzustellen  sucht,  so  wie  auch  aus 
einer  mechanischen  Entstehungsweise  oder  gegebenen  Eigen- 
schaften einer  räumlichen  Grösse  ihr  eigentliches  (arithmetisches) 
Gesetz  aufsucht,   aus  welchem  alle  übrigen  Eigenschaften,  so 
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wie  die  Rectification  und  Quadratur  derselben  gefunden  werden 
kann^  so  soll  dagegen  die  Analysis  in  ähnlicher  Weise  die  in 
der  willkürlich  aufgeworfenen  Function^  y=^  (a;),  enthaltene 
2jahlenreihe,  so  wie  alle  ihre  Merkwürdigkeiten  darstellen  iind 
umgekehrt,  wenn  eine  auf  andere  Weise  gebildete  Zahlenreihe 
gegeben  ist^  z.  B.  die  mittleren  täglichen  .Thermometer-  oder 
Barometerstände  &c.,  das  darin  herrschende  allgemeine  Gesetz 
aufsuchen,  nach  welchem  jedes  beliebige  Glied  der  Reihe  be- 
stimmt^ so  wie  auch  die  etwaigen  Eigenschaften  der  Reihe, 
die  Summe  einer  bestimmten  Anzahl  Glieder  &c.,  gefunden 
werden  kann. 

88. 

» 

Nichts  in  der  Natur  ist  gesetzlos,  und  um  die  mannich- 
fachen  Erscheinungen  erklären  iind  voraussagen  zu  können, 
kommt  es  nur  darauf  an^  die  Gesetze«  nach  welchen  die  Natur 
wirkt,  zu  entdecken.  Die  Forschungen  nach  Naturgesetzen 
führen  aber  fast  immer  auf  räumliche  Gestalten  oder  auf 
Zahlenreihen,  in  welchen  sie  liegen.  Deshalb  gewährt  auch 
die  Speculation  über  räumliche  Grössen  und  Zahlenreihen  nicht 
allein  wissenschaftliches,  sondern  auch  praktisches  Interesse. 
Die  Zahlenreihen  sind  besonders  für  die  Experimental-Physik 
von  grosser  Wichtigkeit,  weil  man  durch  dieselben  eine  ver- 
änderliche, aber  deshalb  nicht  zufällige  Erscheinung  unter 
einem  sich  immer  gleich  bleibenden  Gesetze  aufzufassen  sucht. 

Die  Betrachtung  der  Zahlenreihe  hat  auf  manche  glück- 
liche Entdeckung  in  der  Mathematik  selbst  geführt.  Leibnitz 
und  Newton  sind  dadurch  auf  die  Erfindung  und  Begründung 
der  Differential-  und  Integralrechnung  gekommen.  Ohne 
Kenntniss  der  Zahlenreihen  würde  Babbage  seine  merkwürdige 
Rechenmaschine  nicht  erfunden  haben. 

89. 

Da  es  unzählige  verschiedene  Functionen  von  einer  ver- 
änderlichen Grösse  und  mithin  auch  unzählig  viele  Zahlen- 
reihen  giebt^   so  ist  es  offenbar  unthunlich,  jede  besondere 

LftbBen*8  Analysis.    7.  Aaflage-  3 
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Zahlenreihe  mit  einem  besonderen  Namen  zu  benennen.  Wir 
müssen  deshalb;  um  Ordnung  zu  erhalten,  die  verschiedenen 
Zahlenreihen  in  Classen  zu  bringen  suchen^  wovon  jede  eine 
ganze  Sippschaf);  begreift;^  und  hiezu  verhilft;  uns  die  §  34  er- 
wähnte £intheilung  der  verschiedenartigen  Functionen.  Denn 
es  lässt  sich  muthmasseu;  dass  Reihen^  welche  aus  einerlei  Art 
Functionen  entspringen^  bei  all  ihrer  sonstigen  Verschiedenheit; 
dennoch  ähnliche  Merkmale  besitzen  werden. 

Wir  betrachten  deshalb  zuerst  die  einfachste  Art  Beihen, 
deren  Bildungsgesetz  eine  ganze  Function  ist  und  mithin  die 

Form:  y^^a-{'ba  +  ca^-\-da:^-\- hat  (§  34),   So  wie  man 

nun  übereingekommen  ist;  alle  Linien;  die  aus  einer  ganzen 
Function  entspringen,  kurzweg  parabolische  Linien  zu  nen- 
nen*) und  sie  nur  nach  dem  durch  den  höchsten  Exponenten 
von  x  bestimmten  Grade  zu  unterscheiden,  so  ist  man  ebenfalls 
übereingekommen;  alle  aus  solchen  ganzen  Functionen  her- 
vorgehende Reihen  kurzweg  arithmetische  Reihen  zu 
nennen  und  sie  bloss  nach  dem  Range  ihrer  Function  zu  unter- 
scheiden. 

40. 

Um  das  Vorhergehende  zuerst  durch  ein  einfaches  Beispiel 
zu  erläutern;  sei 

Setzen  wir  für   die  absolut  veränderliche   Grösse  x  nach 

und  nach  die  auf  einander  folgenden  Zahlen  0,  1;  2;  3 ; 

welche  zugleich  die  Zeiger  (Stellenzahlen;  Indices)  der  ent- 
sprechenden Glieder  andeuten,  so  erhalten  wir  folgende  Reihe, 
welche  der  gegebenen  Erklärung  zufolge  eine  arithmetische 
Reihe  dritten  Ranges  ist: 

0  12  3  4  6    •••• 

1,  2;         15;         52,         125;         246.... 

Betrachten  wir  nun  diese  Reihe,  so  scheint  auf  den  ersten 
Blick  die  grösste  Unregelmässigkeit  darin  zu  herrschen.   Gleich- 


*)  Die  gewöhnliche  Parabel  ist  als  specieller  Fall  darin  enthalten. 
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wohl  wissen  wir,  dass  kein  blinder  Zufall  die  Glieder  derselben 
zusammengewürfelt  hat,  vielmehr  jedes  derselben  nach  einem 
und  demselben  Gesetze  qp  {a)  =  2a^  —  a-\-\  entsprungen  ist  und 
dass  Jeder^  der  dieses  Gesetz  kennt,  im  Stande  ist,  jedes  an- 
dere Glied  sofort  zu  bestimmen.  Wollen  wir  z.  B.  das  zehnte 
Glied,  so  ist  dieses  =  2. 10»— 10  + 1  =  1991.  Dieser  Reihe, 
so  wie  allen  übrigen  arithmetischen  Reihen  sind  offenbar  nur 
willkürliche  Grenzen  zu  setzen,  d.  h.  wir  können  sie  beliebig 
weit  fortsetzen  und  zwar  nach  beiden  Seiten,  denn  setzen  wir 
statt  x  auch  nach  und  nach  —  1,  — 2...  so  erhält  man: 


•  •  •  •     —8 

-8 

—1 

0 

1 

8 

s 

A          .  •  •    • 

....-50, 

-13, 

0, 

1, 

2, 

15, 

52, 

125.... 

Und  eine  solche  nach  beiden  Seiten  unbegrenzte  Zahlenreihe 
könnte,  im  Fall  sie  das  Gesetz  irgend  einer  veränderlichen 
Naturerscheinung  darstellte,  ein  Bild  der  Zeit  sein.  Von  einer 
bestimmten  Epoche  aus  könnte  man  sowohl  vorwärts  als  rück- 
wärts schauen  und  sehen,  was  war,  ist  und  sein  wird. 

41. 

Man  kann  aus  dem  bekannten  Gesetze  einer  arithmetischen 
Reihe  durch  eine  leichte  Umformung  ein  anderes  von  gleichem 
Range  für  dieselbe  Reihe  ableiten,  nach  welchem  jedes  beliebige 
Glied  derselben  zum  ersten  wird.    Die  Function 

^=2.«»  — ^+-1 (i) 

giebt  die  Reihe: 

—«—10188  4 

...-13,       0,       1,       2,      15,      52,      125... 

in  welcher  2  das  erste  Glied  ist,  indem  fiir  a?=l :  3^=2  wird. 

Um  nun  für  dieselbe  Reihe  das  Gesetz  zu  erhalten,  nach 

welchem  nicht  2,  sondern  15  als  erstes  Glied  erscheint,  braucht 

man  nur  in  Gleichung  (1)  j;+ 1  statt  a  zu  setzen,  so  erhält  man: 

y=2(^+l)»-(^+l)-hl (2) 

denn  setzt  man  in  (s)  ^9=3=^1,  so  kommt  offenbar  dasselbe,  als 

3* 
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wenn  man  in  (i)  .«=»2  setzt  &c.  Die  Gleichung  (t)  oder,  in* 
dem  man  die  Klammern  auflöst,  die  Gleichung: 

.'     y=2a:8+6Ä«+5a:+ 2 

giebt  nun  für  .r  =  0,  l,  2...,  y  =  2,  15,  52,..  Soll  in  obiger 
Reihe  52  das  erste  Glied  sein /so  würde  man  in  (i)  ä  +  2 
statt  Xy  und  wenn  1  das  erste  Glied  sein  soll,  x—  1  statt  x 
setzen  &c.     (Vergl.:  Höhere  Geometrie  §  68.) 

42. 

Liegt  nun  irgend  eine  gesetzmässige  Reihe  von  Zahlen  vor 
uns,  so  können  wir  aus  derselben  sogenannte  Differenzreihen 
bilden,  indem  wir  jedes  Glied  von  dem  nächstfolgenden  ab- 
ziehen. Die  auf  einander  folgenden  Differenzen  bilden  dann 
eine  andere  Zahlenreihe,  welche  die  erste  Differenzreihe  heisst. 
Mit  dieser  können  wir  dann  eben  so,  wie  mit  der  gegebenen 
oder  sogenannten  Hauptreihe  verfahren  und  erhalten  dann 
die  zweite  Differenzreihe  &c. 

Sei  z.  B.  das  Gesetz  oder  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe 

y^=2x^ — X  -h  1, 
so  ist  die 

1  8  8  4  $  6 

Hauptreihe 2,  15,     52,  125,  246,  427 . . 

I.  Differenzreihe..  13,     37,  73,  121,  181,. 

n.              „             ..  24,  36,  48,  60.. 

m.             „             ..  12,  12,  12.. 

43. 

Es  ist  klar,  dass  alle  Differenzreihen  durch  die  Hauptreihe 
im  Voraus  bestimmt,  und  wenn  auch  nach  andern  Gesetzen 
gebildet,  so  doch  gesetzmässig  sein  werden  und  dass  die 
Gesetze  (allgemeinen  Glieder),  nach  welchen  sie  entspringen, 
aus  dem  Gesetze  für  die  Hauptreihe  sich  müssen  ableiten  lassen. 
Um  z.  B.  aus  dem  allgemeinen  Gliede,  der  Hauptreihe  des 
vorigen  §,  nämlich 

y=2««  — a?+l, 
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das  allgemeine  Olied  der  ersten  Differenzrei^e ,  lyelches  wir 
mit  Ay  bez^iclmen  wollen^  zu  finden,  überlege  man  die  Sache 
so:  Subtrahirt  man  das  erste  Glied  der  Hauptreihe  von  dem 
zweiten,  so  erhält  man  das  erste  Glied  der  ersten  Differenz- 
reihe. Subtrahirt  man  das  zehnte  Glied  der  Hauptreihe  vom 
elften,  so  erhält  man  das  zehnte  Glied  der  ersten  Diff'erenz* 
reihe  &c.  Setzt  man  also  in  dem  allgemeinen  Gliede  der 
Hauptreihe  2ä* — ^-|-l  einmal  j?=  100  und  dann  .2?=  101  und 
subtrahirt  das  erste  Resultat  voih  zweiten,  so  erhält  man  offen- 
bar das  hundertste  Glied  der  ersten  Differenzreihe 

=  2.1018—101  +  1  —(2.100»  — 100+  1) 

und  wenn  man  statt  100  und  101  ganz  aUgemöin  ^  und  ^+1 

setzt,  so  erhält  man  offenbar  das  ^e  (allgemeine)  Glied  der 

Iten  Differenzreihe,  welches  wir  mit  Ay  bezeichnen,  so 
dass  also 

Ay  =  2(ar+l)»-(«+-l)  +  l-(2Ä»-  a  +  i) 

oder,  die  Klammern  aufgelöst, 

Ay=6««-|-6;r  +  l 

das  allgemeine  Glied  der  ersten  Differenzreihe.  Diese  ist  also 
wieder  eine  arithmetische  Reihe  und  zwar  von  einem  Ra.nge 
niedriger.  Setzt  man  hierin  ^=1,2,3...,  so  kommt  die  Reihe: 
13,  37,  73... 

Da  man  nun  offenbar  auch  allgemein  das  ^e.  Glied  der 
zweiten  Differenzreihe  erhält,  wenn  man  das  ^i;te  Glied  der 
ersten  Differenzreihe  vom  a;+lten  subtrahirt,  so  ist,  indem 
wir  das  Resultat  mit  A^  bezeichnen: 

AV=6(«+-  l)»+6(ar+- 1)+- 1  — (6Ä«+6fl?+  1). 

Es  ist  also 

A*y=l2Ä+-12 

das  aUgemeine  Glied  der  zweiten  Differenzreihe,  welche  also 
wiederum  von  einem  Range  niedriger,  hämlich  vom  ersten 
Range,  also  die  gewöhnliche  (gemeine)  arithmetische  Pro- 
gression ist.    Setzt  man  ^»  1»2,3...,  so  kommt  die  Reihe: 
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24;  36,  4S . . .  Subtrahirt  man  wieder  das  '  xte  Griied  der 
zweiten  Differenzreihe  vom  x  +  Iten,  so  erhält  man  das  all- 
gemeine Glied  der  dritten  Differenzreihe,  nämlich 

A«i^  =  0.«-+-12==f2. 

Diese  Betrachtungen  fuhren  uns  auf  folgenden  merkwür- 
digen Satz: 

44. 

Lehrsatz.  Jede  arithmetische  Reihe  vom  j^ten  Range 
(oder  von  der  n. Ordnung)  giebt  immer  n  und  nur  n  Diffe- 
renzreihen. Unter  den  Gliedern  der  «ten  Differenzreihe  giebt 
es  nämlich  keine  Differenzen  mehr^  sie  sind  alle  einander 
gleich  und  zwar  gleich  der  vollen  Permutationszahl  aus  dem 
höchsten  Exponenten  der  veränderlichen  Grösse,  multiplidrt 
mit  dem  constanten  Coeffidenten,  womit  die  höchste  Potenz 
im  Allgemeinen  Gliede  behaftet  ist    In  Zeichen:  wenn 

y=rA^  +  Ba;P  +  ....+T.... 

das  allgemeine  Glied  der  Hauptreihe  und  n  der  grösste  Ex- 
ponent istj  so  hat  diese  Reihe,  was  auch  die  übrigen  auf  das 
höchste  Glied  Aa**  folgenden  niedrigeren  Glieder  sein  mögen^ 
immer  n  Differenzreihen  und  in  der  nten  (letzten)  Differenz- 
reihe ist  jedes  Glied  =  1.2.3.4  ....n.A. 

Beweis.  Subtrahirt  man  das  ^e  Glied  vom  ^  -f-  Iten,  so 
erhält  man  das  ate  (allgemeine)  Glied  der  Iten  Differenzreihe, 
nämlich 

Ay=A(ar+l)"-t-B(j?-H)P+....  +  T-(A^  +  Ba:P+...+T) 
oder  entwickelt  (weil  [§  29]  (aH-l)*=a?"+nj:"-*-*-f-....  kürzer: 

Ay=nAa?"-i-f-Bi«"-«+....  +  Ti. 

Die  hier  auf  das  höchste  Glied,  n.Aa**"^,  folgenden  nied- 
rigem Glieder  Bja^-*  &c.  brauchen  wir  ftlr  die  Beweisfüh- 
rung nicht  zu  kennen,  indem  sie  (weil  zuerst  herausfallend) 
auf  die  fragliche  allerletzte  Differenzreihe  keinen  EinflusB 
haben  können. 

Aus  dem  gefundenen. höchsten  Gliede  n . Aj^"^  des  Gesetases 
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fiir  die  erste  Differenzreihe  könnte  man  nun  auf  dieselbe  Weise 
das  höchste  Glied  des  Gesetzes  für  die  zweite  Differenzreihe 
ableiten.  Man  sieht  aber  leicht^  dass  man  dies  viel  kürzer 
erhalten  kann.  Denn  so  wie  aus  dem  höchsten  Gliede  für  die 
Hauptreihe;  Aa*^  + +  T,  das  höchste  Glied  der  ersten  Dif- 
ferenzreihe entspringt;  indem  man  den  Coefficienten  A  mit  dem 
Exponenten  der  veränderlichen  Potenz  multiplicirt  und  diese 
Potenz  um  eine  Einheit  verringert,  nämlich:  nAaf"^^  so  muss 
offenbar  aus  diesem  höchsten  Gliede  für  die  erste  Differenzreihe; 
indem  wir  nur  diesen  Schluss  wiederholen,  das  höchste  Glied  fiir 
die  zweite  Differenzreihe  entspringen,  nämlich :  (n —  \).nAx**^^&c. 
Mithin  ist 

A^y = (ii— 1) .  fiAjc^-M-BjO?»»-»-!- . . . . 
A  3y  =  (n— 2) .  (n— - 1 ) .  nA«»»-»-!- . . . . 

Aio^==(n— 9)(n— 8)....(n— l)nA.2:*»-io^....  d.  i. 
A^^y=[n—{iO-  l)][n— (10— 2)] (n-l)nAÄ»-io^ , folglich 

A~-iy=[n— (w-  1—  0]  [n— (n— 1— 2)] ...  .(n— l)wA^'»-(»-i),  öder 

m 
m 

A—iy  =  2.3.4...  (n—  l)nA.r+T„_i. 

Es  ist  also  2.3.4 (n — l)nAyH-Tn-i  das  allgemeine  Glied 

der  (w — l)ten  Differenzreihe;  indem  wir  mit  Th-i  den  etwaigen 
Constanten  Theil  bezeichnen. 

Subtrahirt  man  nun  schliesslich  das  xte  Glied  der(n — l)ten 
Differenzreihe  vom  a-^-  IteU;  so  erhalten  wir  das  ;fte  Glied  der 
nten  Differenzreihe;  nämlich 

-A"y=2.3.4....«A(.r+l)  +  Tn_i  — (2.3.4....wAä4-T„.i) 

oder 

A"y=0.Ä+1.2.3....(n— l)fiA. 

Da  nun  dieses  allgemeine  Glied  för  die  nte  Differenzreihe 
kein  x  mehr  enthält;  indem  för  jeden  Werth  von  ^=  l;  2, 3 . . . . 
doch  immer  0.x=0  ist;  so  ist  klar,  dass  jedes  Glied  der  nten 
Differenzreihe  =  1.2.3 nA  ist,  wie  der  Lehrsatz  behauptet- 
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Der  vorstehende  Lehrsatz  lässt  sich  noch  allgemeiner  so 
aussprechen :  *) 

Setzt  man  in  einer  ganzen  Function  y=A.r'»+  —  -l-T,  für 
die  veränderliche  Grösse  x  erst  einen  ganz  beliebigen  Werth, 
den  wir  mit  Xq  bezeichnen  wollen  und  dann  immer  um  eine 
ganz  beliebige  Grösse,  h^  mehr,  d.  h.  setzen  wir  statt  x  nach 
und  nach  Xq,  ^o  +  ä,  aro4-2Ä,  aro-|-3Ä....  (so  wie  auch  ab- 
nehmend fl?o — A;  ^0 — 2/i ),  so  erhält  man  eine  arithmetische 

Reihe,  welche  n  Diflferenzreihen  giebt.  In  der  nten  (letzten) 
Differenzreihe  ist  dann  jedes  Glied  =  1 . 2 . 3 . . .'.  7/ A .  ä**.  **J 

Nennen  wir  hier  die  Glieder  der  Hauptreihe,  welche  fiir 
ar  =  ,ro  -f  O.A,=a:o  -l"Ä,  =  j?o  -I-2Ä....  entspringen,  das  Ote,  Iste, 
2te  Glied  &c.,  so  erhält  man  offenbar  das  rte  Glied  der  ersten 
Differenzreihe,  wenn  man  das  rte  Glied  der  Hauptreihe  vom 
r-h  tten  subtrahirt.  Um  nun  die  allgemeine  Richtigkeit  des 
behaupteten  Satzes  einzusehen,  setzen  wir  in  das  allgeineine 
Glied  der  Hauptreihe 

y=Aa?"  +  B^+....  +  T 

statt  X  einmal  x  +  h  und  einmal  x,  und  subtrahiren  das  letztere 
Resultat  vom  ersteren,  so  hat  man  für  das  xiQ  (allgemeine) 
Glied  der  tsten  Differenzreihe  den  Ausdruck 

Ay—  A(a?+Ä)-+B(ar+Ä>'+....+T— (Aa?«+B«P+....+T) (1) , 


*)  Dieser  und  der  folgende  468te  %  hSngen  mit  dem  Folgenden 
nicht  znsammen  und  können  deshalb  auch  überschlagen  werden. 

*^)  Sei  zur  Erläuterung  x*  das  allgemeine   Glied  und  fl?o""S»  li=^t, 

setzen  wir  also  statt  x  nach  und  nach  8,  5,  7,  9 ,  so  kommt: 

-8     -2      -1 
Hanptreihe . . . . — 27,  — 1,      1, 

Differenzreihen:  J  — 24, 

und  in  der  dritten  (letzten)  Differenzreihe  ist  jedes  Glied,  wie  behauptet, 
— 1.2.3. 2»«48. 


0 
27^ 

i 
125, 

2 
343, 

729. 

4 

mi . . . . 

26, 

98. 

218, 

386. 

602 

24, 

72, 

120, 

168, 

216.... 

48, 

48, 

48, 

48  . 
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denn  setzt  man  hierin  nach  und  nach  Xq  i-h,  ^o  +  2^ ^^^  ^; 

80  ist  das  so  viel,  als  wenn  man  das  erste  Glied  der  Hauptreihe 
vom  zweiten,  das  zweite  vom  dritten,  ....  subtrahirt  und  man 

erhält  also  das  erste,   zweite  Glied  der  ersten  Differenz- 

reihe,  welche  man  mit  Ayi,  A^a....  bezeichnet.    Der  Aus- 
druck (i)  giebt  nämlich  für  x=^Xq  -i-A: 

Ayi=A(^o+2Ä)-4-B(aro-h2Ä)P+ . . .  .4-T-[A(j?o-*;A)«+B(ro+A)/'  -f . . .  +T] 
und  für  x=XQ-\-2hi 

Ay8=A(A'b-f  3A)"+B(a?o+3Ä)P-h.  .4-T-[A(aroH-2Ä)"-hB(«o-f-2A)P-H.  .+T] 

Reduciren  wir  den  obigen  Ausdruck  (i)  auf  seine  kürzere 
Form,  indem  wir  die  Klammern  auflösen,  so  ist: 

Ay=A(^"+war"  V*+.4-A")+B(a:P+pa?P-iA+..+AP  )+•+ T-(Aa:"-hBjf +..+T) 

Ay==nAA.ar-i+Bij:-«+  ....Ti. 


Man  sieht  also,  dass  das  al^emeine  Glied  für  die  erste 
Differenzreihe  von  einem  Range  niedriger  ist,  ab  das  der 
Hauptreihe.  Wollte  man  dies  allgemeine  Glied  genau  kennen, 
so  müsste  man  alle  auf  das  höchste  Glied  nAA .  a^"^  folgenden 
niedrigeren,  hier  nur  angedeuteten  Glieder  wirklich  berechnen. 
Für  die  Beweisführung  unseres  Satzes  ist  dies  aber  nicht 
ndthig,  weil  sie  auf  die  nte  (letzte)  Differenzreihe  keinen  Ein- 
fluss  haben. 

Durch  ein  ähnliches  Raisonnement,  wie  in  §  44;  ergeben 
sich  nun  die  allgemeinen  Glieder  der  2ten,  3ten  ....  nten  Dif- 
ferenzreiheh,  nämlich : ' 

A*y=»(n— l)nAA«.«"-2+.... 
A»y =(n -2)(n— 1)  nAA»aj"-8  H- . . . . 

A"-V=2.3.4...!nAA"-^fl?^  +  T,.«i 
A»»y=1.2.3....nAA". 

46. 

Aus  vorstehendem  Satze  folgt,  dass,  wenn  man  aus  einer 
arithmetischen  Reihe  beliebig  viele  Glieder  in  gleichen  Inter- 
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yallen  herauswirft,  die  übrigen  Glieder  dennoch  eine  arith- 
metische Reihe  von  demselben  Bange  büden. 

Denn  denkt  man  sich  eine  arithmetische  Reihe  gebildet^ 
indem  man  in  ihrem  allgemeinen  Gliede  ^o;  ^o  +  hfXQ  +  2h  &c. 
statt  X  setzt  und  nimmt  aus  der  Reihe  zwischen  je  zwei  Glie- 
dern eins  weg;  so  kann  man  sich  die  restirende  Reihe  aus 
demselben  allgemeinen  Gliede  entstanden  denken^  indem  man 
statt  a  nach  und  nach  Xqj  äo+  1.2A,  «o+^-^A....  und  wenn 
man  in  gleichen  Intervallen  zwei  Glieder  weglässt,  Xq,  Xq  +  I.  3h, 
a?o  +  2  .  BA  . . . .  gesetzt  hat  &c. 

Ist  z.  B.  x^  das  allgemeine  Glied^  xq=Z  und  h=ly  so 
hat  man  die  Reihe: 

....9,     16,     2^,     36,     49,     64,     81,     100,     121,     144.... 

Lässt  man  vom  Oten  Gliede  an  zwei  Glieder  ausfallen, 
so  konmit  die  Reihe: 

9,     36,     81,     144.... 
27,     45,      63.... 

13,       18=1.2.3« 

47. 

Aufgabe*  Es  sind  so  viele  Glieder  einer  arithmeti- 
schen Reihe  gegeben,  dass  der  Rang  derselben  dadurch  be- 
stimmt werden  kann;  z.  B. 

....—13,     0,     1,     2,     15,     52,     125.... 

Man  soll  das  allgemeine  Glied  derselben  finden. 

Auflösung.  Die  Reihe  giebt  drei  Differenzreihen,  nämlich: 

13,       i,       1,       13,       37,       73,       121.... 

—  12,       0,       12,       24,       36,         48.... 

12,       12,       12,       12,         12.... 

und  da  nun  bestinmit  ist,  dass  die  fragliche  Reihe  eine  arith- 
metische sein  soll,  so  muss  das  allgemeine  Glied  derselben' 
nothwendig  eine  ganze  Function  vom  dritten  Grade  sein,  deren 
allgemeine  Form 
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y=aÄ»  +  ft^«  +  cj?  +  d (i) 

Zufolge  §  41  ist  es  gleichgültige  welches  Glied  in  der  Haupt- 
reihe als  das  erste  angenommen  wird.  Wir  wollen  deshalb 
das  Qlied  2  als  erstes  nehmen;  mithin  1  als  Otes  Glied.  Dann 
müssen  die  in  Gleichung  (i)  zu  bestimmenden  Coefficienten 

ay  by  c,  d  offenbar  so  beschaffen  sein^  dass  für  a  =  0,  \,2,S 

y  =  1, 2;  1 5;  52 . . . .  wird.  Dies  gäbe  dann  zur  Bestimmung  von 
a,  b,  Cy  d  vier  Bedingungsgleichungen.  Da  aber  jedes  Glied  der 
letzten  Differenzreihe  =12,  und;  zufolge  §  44,  1 . 2 .  3a=  12  ist; 

muBB;  so  ist  (weil  für  ^  =  0  die  drei  ersten  Glieder  in  (i)  auch 
=  0  sind)  c{=l;  und  wir  brauchen  alsO;  um  auch  noch  die 
Coef&cienten  b  und  c  in  dem  schon  näher  bestimmten  allge- 
meinen Gliede 

zu  finden;  nur  zwei  Bedingungsgleichungen  au&ustellen.  Nun 
muss  flir  «  =  1 ,  y  =  2,  daher:  2=2  +  ft  +  <j+l 
und  für  o?  =  2,  y  =  15;  daher  15  =  16  +  4&-|-2c  +  1  sein. 

Hieraus  folgt:  6  =  0  und  c  «=  —  1.    (Algebra  §  164.) 

Mithin  ist  das  gesuchte  allgemeine  Glied  der  vorgelegten 
Reihe: 

Soll  nicht  2;   sondern  1  das  erste  Glied  sein,  so  ist  das 
allgemeine  Glied  (§41) 

y=2(a?— 1)»-(^— 1)+1 
oder  y=2a?*  —  6«*-|-5a?. 

Aufgabe.    Man  sucht  das  allgemeine  Glied  der  arithmeti- 

"  sehen  Reihe:  |;  ^;  13;  73f,  243;  604} ;  in  welcher  |  das  OtO; 

\  das  erste  Glied  ist  &c. 

Antwort»  Man  findet  y=a?*— fa?*+-^. 
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Glieder  der  aritjimetischeii  Reihen :  9^  36;  8 1,  144  —  und  0,00 1 ; 
0,008;  0,027;  0,064;  0,125...,  worin  9  und  0,001  die  ersten 
Glieder  sind. 

48. 

Aufgabe.*)  Aus  dem  Anfangsgliede  der  Hauptreihe  und 
jeder  der  sämmtlichen  Differenzreihen  das  allgemeine  Glied 
der  Hauptreihe  zu  finden. 

Auflösung.  Um  eine  allgemeine  Formel  und  eine  bequeme 
Zeichensprache  zu  erhalten,  wollen  wir  die  den  Zeigern 
0 ,  1 ,  2 ....  ^  entsprechenden  Glieder  der  Hauptreihe  mit  yo, 

yi,  y^ yx  bezeichnen,  so  dass  yo;  Vu  .^%  •  -  •  *  ^^  ^^;  1*^  •  -  -  • 

Glied  bedeutet.     Eben  so  soll  Ayo,  Ai das  Ote,  Iste  — 

Glied  der  ersten  Difierenzreihe  und  A^yo,  AVi--««  ^^  öte, 
Iste....  Glied  der  zweiten  Differenzreihe  bedeuten  &c.,  so 
dass  also 

0  12  8  4  ff 


5^0      v^i       yt       ys       .y* y* 

\ 

Ayo  "  ^  Ayi      Ay,      Ay, 

A*yo    \A»yi      A^, 

\ 


.... 


.  •  •  • 


AVo   \AVi 


AV( 


0 


die  Hauptreihe  und  ihre  sän^mtlichen  Differenzreihen  bedeuten. 

*)  Dieser  und  der  folgende  498te  §,  so  wie  auch  §  50,  2,  können  so 
lange  angelesen  bleiben,  bis  darauf  surUckgewieBen  wird. 
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Nach  den  schon  oben  aufgeBtellten  Begriffen  ist  nun 

>L  i^  3^ 

^1— yo  =  Ayo  Ayi  -  Ayo  =  A*yo  A'yi— A  Vo  =  A  V 
yi-yi=^y%  Ay,  — A.yi  =  A«yi  A^,--AVi  =  A«yi 
yi—y^  =  ^y%        Ay,  — Ay,  =  A2y2        A^y»— A^,=A3y8 


Aus  dem  zweiten  und  dritten  System  vorstehender  Glei- 
chungen folgt: 

Ayi  =  Ayo  +  A«yo     A^i  =  AVo  +  A«//o 
Aya  =  Ay, +A«yi     AVa  =  A«yi  + A»yi 

Das  Zeichen  A  ist  nun  zwar  ein  blosses  Symbol  (keine 
Ghrösse);  wenn  man  es  aber  in  rein  formeller  Hinsicht  als  Factor 
betrachtet;  so  leuchtet  ein,  dass  man  letztere  Gleichungen  auch 
aus  folgenden: 

Ay,=A(yo  +  Ayo)     A^i  =  A(Ayo  + A^o) 
Ay,  =  A(yi+Ayi)    A^2  =  A(Ayi  + A«!/i) 

entstanden  denken  kann.  Denn  wird  das  Zeichen  A  formell 
ab  Factor  behandelt^  so  erhält  man^  nach  Auflösung  der  EJam- 
mem^  die  vorhergehenden  Formen  richtig  wieder.  Dies  fest« 
gehalten ;  folgt  nun  aus  dem  ersten  System  der  Gleichungen 
nach  und  nach: 

yi  =yo  +  Ayo 

»»=yiH-Ayi=yo  +  Ayo+A(yo  +  Ayo)*) 
oder:  y,  =  //o  + AyoH- Ayo  + A»yo 

yt=yo  +  2Ayo  +  A^o 
femer:y8=y,4-Ay,=^o-l-2Ayo+A«yo+A(yo+2Ayo+A«yo)*> 
ys=yo+3Ayo+3AVo+AVo 


*)  Es  wurde  nämlich  für  y^  Bein  Werth  aus  der  vorhergehenden« 
Gleichung  sabstituirt  und  für  A^i  derselbe  Werth  mit  dem  vorgesetzteni 
Zeichen  A  als  Factor  behandelt  &c. 
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Man  sieht  nun  leicht^  dass  man  jedes  folgende  Glied,  2.  B. 
^4,  erhält;  wenn  man  von  der  Entwickelung  des  nächst  vor- 
hergehenden das  erste  Glied  abschreibt ,  dann  nach  und  nach 
jedem  Qliede  das  Zeichen  A  (als  Factor  behandelt)  vorsetzt 
und  zum  folgenden  addirt^  wodurch  dann  in  der  Entwickelung 
irgend  eines  Gliedes ^  z.  B.  y«;  vermöge  §  33  die  Binomial- 
Coefficienten  der  ^ten  Potenz  eines  Binoms  zum  Vorschein 
konmien  müssen.    So  ist  z.  B. 

Vi  =yo  H-  ^Vo 
y8=yo+2Ayo+A^o 

yz  =yo+3  Ai^o+3A%+ A»yo 
y4=3/o+4Ayo+6A*i^o+4AVo+A^o 

49. 

Vorstehende  allgemeine  Formel  kann  vortheilhaft  benutzt 
werden ;  um  darnach  das  allgemeine  'Glied  einer  gegebenen 
arithmetischen  Reihe  ^  z.  B.  von 


2;     15;     52,     125;     246 


zu  finden,  indem  man  zuerst  die  Anfangsglieder  ihrer  Differenz* 
reihen  sucht: 

13,     37,     73,     121 

24,     36,       48 

12,       12 

Hier  hat  man  also  yo=2,  Ayo=13,  A*yo=24,  A'yo=^2, 
A*yo  =  0.    Daher  ist 

Setzt  man  hierin  ^=0,1,2,3....,  so  kommt  die  obige  Reihe. 

« 

Soll  nicht,  wie  nach  der  allgemeinen  Formel  hier  ange- 
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nommen  werden  muBste,  2  das  Ote^  sondern  das  Iste  Glied 
sein^  so  setze  mau  in  dem  gefundenen  allgemeinen  Gliede  nur 
a —  1  statt  Xy  so  ist: 

50. 

Aufgabe.     Es  ist  eine  arithmetische  Reihe,   z.  B.  diese: 

2,     15,  52,  125,  246.... 

gegeben,  man  sucht  eine  allgemeine  Formel^  nach  welcher  man 
die  Summe  beliebig  vieler  Glieder  bestimmen  kann. 

AuftÖBung.  Betrachtet  man  hier  2  als  das  erste  Glied  und 
denkt  man  sich,  wie  nachstehend  angedeutet,  die  Summe  von 
einem  (ersten)  Gliede  über  das  erste,  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  über  das  zweite,  die  Summe  der  drei  ersten 
Glieder  über  das  dritte  gesetzt  &c. 

Summenreihe ....  2,     17,     69,.   194,     440.... 

Hauptreihe 2,     15,     52,     125,     246.... 

80  erhält  man  eine  Reihe  von  Zjahlen  (die  sogenannte  Summen- 
reihe), welche  offenbar  wieder  eine  arithmetische  ist^  imd  zwar 
von  einem  Range  höher,  als  die,  deren  Summe  gesucht  wird. 
Denn  subtrahirt  man  die  auf  einander  folgenden  Glieder  der 
Summenreihe  2,  17,  69 . ...,  so  muss  offenbar  als  erste  Differens- 
reihe  die  gegebene  Reihe  2,  15,  52....  wieder  erscheinen, 
und  es  ist  ein  beliebiges  ^d;es  Glied  der  Summenreihe  =  der 
Sunmie  von  x  Gliedern  der  Hauptreihe.  Man  braucht  also  nur 
das  allgemeine  Glied  der  Summenreihe  zu  suchen.  Dies  kann 
nach  §  47  durch  die  Methode  der  unbestinunten  Goefiicienten 
oder  auch  nach  der  allgemeinen  Fotmel  §  48  geschehen. 

1)  Nach  der  ersten  Methode  schliessen  wir ''so:  Da  die 
gegebene  Reihe,  2,  15,  52....  vom  3ten,  also  die  Summenreihe 
2,  17,  69....  vom  4ten  Range  ist,  so  muss  ihr  allgemeines 
oder  das  sogenannte  summatorische  Glied  in  folgender  Form 
enthalten  sein: 


48 

Soll  nun  2  das  Iste  Glied  bedeuten;  so  müssen  die  Coefficienten 
dy  bf  €,  df  e  so  beschaffen  sein^  dass,  wenn  wir  in  vorstehender 

Form«=l,  2,  3 setzen^  y=2,  17,  69 wird.     Hieraus 

könnten  wir  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  o,  b,  c,  dj  e  fünf 
Bedingungs-Gleichungen  bilden.  Wir  haben  jedoch  an  drei 
genug,  indem  wir  a  und  e  kennen.  Weil  nämlich  jedes  der 
gleichen  Glieder  der  letzten  Differenzreihe  =12  ist,  und 
1 .2. 3. 4a  =  12,  so  ist  a=|,  und  weil  von  der  Summenreihe 
die  Iste  Differenzreihe  2,  15,  52....  sein  soll,  so  muss  noth- 
wendig  das  Ote  Glied  der  Summenreihe  =  0  sein.  Es  muss 
also  auch,  weil  das  allgemeine  Glied  fiir^  =  0,  ^  =  0  geben 
soll,  nothwendig  e  =  0  sein.  Das  gesuchte  allgemeine  Glied 
ist  also  näher  bestimmt 

y  =  ^a^  +  bjs^  +  cx^  +  dx. 

Da  nun,  wenn  wir  ^=  1,  2,  3  setzen,  y  =  2,  17,  69  sein  muss, 
so  ist 

17  =  V+86H-4c+2d 
69=V  +  27i  +  9c+3rf 

hieraus:  6=1,  c=0,  d==:^y  mithin  ist 

Setzt  man  hierin  a=  1,  2 ... .  1000  &c.,  so  hat  man  die  Summe 
von  ein,  zwei tausend  Gliedern  der  Reihe  2,    15,  52 

2)  Will  man  von  der  Summenreihe 

W  >i  n1/ 

0,     2,     17,     69.... 
das  allgemeine  Glied  nach  der  Formel 

bestimmen  (§  48),  so  ist  hier  yo  =  0,  Ayo==2,  AVo=13, 
A«yo  =  24,  AS— 12,  AVo  =  0,  mithin 

X^  ^         X 
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51. 

Um  anzudeuten,  dasB  die  Reihe,  welche  auB  einer  Function 
von  X  entspringt,  indem  man  darin  o?*«  1,2^3....  setzt,  smnmirt 
werden  soll,  setzt  man  vor  die  Function  das  Zeichen  2,  So 
ist  (siehe  das  Beispiel  in  §  50) 

-1(24?»  — a?+l)=|«*+Ä'+iÄ  — -|-(«'  +  24?»+l) 

In  gleicher  Weise  erhält  man 

^(ar»)==  1  +  2«+ 3»  +  . . . .  4-x»='^^|^^t^^?f+0 
J(ar»)- 1  +  2»  + 3»  +  .  ...  +  a,»=={^^^^y 


-5(^*)=l  +  2*+3*+....  +  ar*==^  +  ^  + 
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Von  den  drei  letzten  Formeln  wird  in  einigen  Lehrbüchern 
der  Mechanik  Anwendung  gemacht.  Eine  allgemeine  Formel 
für  2{/i^)  abzuleiten^  halten  wir  nicht  für  praktisch  wichtig. 


Lübten'8  Analyms.    7.  Auflage. 


m 


Viertes  Buch. 

Von  den  figurirten  Zahlen. 

52. 

JDÜdet  man  aus  der  Reihe  der  aufeinander  folgenden  natür- 
lichen Zahlen  t,  2,  3, n  die  Summenreihe,  nämlich: 

1,  3,  6,  10,  15-.  ^t'- 


n  0 

0                o"«  0  0 

00               000  00  0 

000  0000 


80  entstehen  die  sogenannten  dreieckigen  Zahlen,  weil^  wenn 
man  sich  Kugehi  von  gleichem  Durchmesser  denkt,  die  Anzahl, 
welche  jedes  Glied  der  Reihe  darstellt^  sich  in  einer  Ebene  so 
aneinander  legen  lassen^  dass  immer  ein  gleichseitiges  Dreieck 
entsteht.  Die  Richtigkeit  folgt  unmittelbar  aus  der  Reihe  t^  2, 3 . . . 
An  n  Kugeln  kann  man  n — 1  legen,  an  diese  wieder  n— 2  &c. 
Aus  demselben  Grunde  nennt  man  die  Quadratzahlen 
auch  wohl  viereckige  Zahlen.*) 

1,  4,  9,  16 w« 


00 
00 


000 
000 
000 


Beiderlei    vieleckige  Zahlen   sind  offenbar  arithmetische 
Reihen  zweiten  Ranges. 

*)  Es  giebt  übrigens  noch  viele  andere  Zahlenreihen,  welche,  jedoch 
unpassend,  figurirte  Zahlen  (Polygonalzahlen)  heissen,  aber  keinen  prak- 
tischen Nutzen  haben. 


53. 

Bildet  man  aua  den  Reihen  der  dreieckigen  and  viereckigen 
Zahlen  die  Summenreihen,  welche  abo  vom  dritten  Range  sein 
mfiBsen  und  deren  allgemeine  Glieder,  nacli  g  50,  leicht  zu 
finden  sind,  ao  erhält  man  die  sogenannten  dreieckigen  und 
viereckigen  Pyramldalzahlen,  nämlich: 

,,     ,,    ,0,     2„,     ,,...'JS±1US±^1 
«(n+l)  (2,1+1) 


1,   '5, 


H,_   30,     55....ji-Y^r- 


Der^Name  rührt  daher,  weil  sich  aus  Kugeln  von  gleichem 
Caliber  wirklich  regelmässige  Pyramiden  bild«n  lassen.  In  der 
Reihe  der  dreieckigen  Zahlen  z.  B.  findet  die  erste  Kugel  Platz 
und  kommt  fest  zu  liegen  auf  den  folgenden  drei.  Die  hier- 
durch erhaltene  dreieckige  Pyramide  von  vier  Kugeln  kann  man 
auf  die  folgende  Schicht  von  sechs  Kugeln  gesetzt  denken  &c. 
Ebenso  lassen  sich  offenbar  die  Kugeln,  welche  die  viereckigen 
Zahlen  darstellen,  zu  einer  viereckigen  Pyramide  aufschichten, 
wie  es  auch  in  den  Zeughäusern  wirklich  geschieht. 


54. 

Ks  ist  also  leicht,  die  Anzahl  Kugeln  in  einer  dreieckigen 
nnd  viereckigen  Pyramide  zu  berechnen. 


„(n+i)(2n  +  \) 
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So  viele  Kugeln  nämlich  in  der  untersten  Reihe  BC  liegen, 
eben  bo  viele  liegen  auch  in  der  schräg  auiateigenden  Reihe  BS 
und  eben  ao  viele  Schichten  liegen  folglich  aufeinander.  Liegen 
aleo  in  der  untersten  Reihe  n  Kugeln,  so  hat  man  nur  die 
Summe  von  n  Gliedern  der  dreieckigen  und  viereckigen  ZaJüea 
zu  nehmen.  Diese  ist,  wie  schon  angegeben,  flir  die  dreieckige 
Py™ide_!<rd±)ili^,„„a«rd«™re»kige_^fe±iX?i±i) 

Sind  die  Pyramiden  nicht  voll,  jedoch  parallel  zur  untersten 
Schicht  abgekürzt,  und  liegen  in  der  untersten  Reihe  n,  in  der 
obersten  Reihe  m  Kugeln,  so  ist  die  Zahl  der  Kugeln  in  der  abge- 

Lägen  z.  B.  in  der  untersten  Rühe  der  vollen  dreieckigen 

20   21    22 
Pyramide  20  Kugeln,  so  ist  die  Zahl  aller  = — '-^- — =  1540. 

55. 

Ausser  in  dreieckigen  und  viereckigen  Pyramiden,  yreräea 
die  Kugeln   auch  in  länglichM  Hauten   aufgerichtet,  und   es 
ist  auch  hier  leicht,  die  Anzahl  derselben  zu  berechnen.  Li^en 
nämlich  in  der  obersten  Reihe 
(Rückrai)  m  Kugeln,  so  liegt  diese 
DÖenbar  auf  einer  Schicht  von 
zwei  Reihen  von  je  m-\-l  Kugeln ; 
dieseSchicht  enthält  also  2(jn+l) 
Kugeln    und   liegt  wieder   auf 
einer  Schicht  von  drei  Reihen 
„(„_!_  1)(3„,_|_2b-2)  vonjeOT+2 Kugeln.  Diesedritte 

*~l""  "2    _    3 Schicht  enthält  also  3  (m-|- 2)  Ku- 

geln &c.  Liegen  also  in  einer 
Seite  eines  Seitendreiecks  (welches  offenbar  gleichseitig  ist)  n 
Kugeln,  so  besieht  der  ganze  Haufen  aus  n  Schichten  und  die 
unterste  Schicht  enthält  n  Reihen  von  je  m-\-n —  l  Kugeln. 
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Die  aufeinander  folgenden  Schichten  des  ganzen  Haufens 
sind  also: 

^^84  5  n 

iw,     2m+2,     3m+6,     4m-hI2,     5w-h20,...w(w+n— 1). 

Diese  Reihe  ist-  offenbar  eine  arithmetische  vom  2ten 
Range,  das  summatorische  Olied  also  Tom  3ten  Range.  Mithin; 
^■rsan*-|-^^«-f.(jn-f-d.  Weil  aber  l.2.3.a=2  und  zufolge 
des  §  50  erwähnten  Grundes  für  n«sO  auch  «=0  sein  muss, 
so  ist  a  =  ^  und  d=0,  folglich  näher  bestimmt: 

Die  noch  zu  bestimmenden  Coefficienten  b,  c  müssen  nun  so 
beschaffen  sein,  dassfiirn=  1,  8=m  und  flir  n==2,  «==3m+2 
wird.    Dies  giebt  uns  die  beiden  Bedingungsgleichungen: 

8m+2  =  f  +  *46H-2c 
woraus:  6  =  |m  und  c=|m— ^. 

Es  ist  mithin: 

8 = ^n'  +  i^nn*  +  i  wjn — \n 

oder:«=~f2(nH-l)(n— l)  +  3m(n+l)] 
n(n+l)  (3m+2//  — 2) 

8 " 


1.2.3 

Anmerkung.  Vega  giebt  für  diese  Formel  folgende  leichte 
Gedächtnissregel :  Man  addire  zu  dem  Rücken  des  Haufens  beide 
mit  ihm  gleichlaufenden  Grundlinien  und  multiplicire  den  dritten 
Theil  der  Summe  mit  der  Anzahl  Kugeln  eines  Seitendreiecks, 

welche  Anzahl  immer  =  -^ — —^  ist.  Diese  Gedächtnissregel  passt 

(wie  schon  Vega  bemerkt)  auch  für  die  dreieckige  und  vier- 
eckige Pyramide^  wo  dann  aber  bei  der  viereckigen  Pyramide 
der  Rücken  nur  eine,  und  bei  der  dreieckigen  sowohl  der 
Rücken,  als  auch  die  eine  Grundlinie,  jede  nur  eine  Kugel  hat 
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Fünftes  Buch. 

Convergenz  unendlicher 

Reihen. 

56. 

iliinen  Grössenausdruck  ^  welcher  nach  ganzen  und  positiven 
Potenzen    einer   veränderlichen    Grösse  a  fortschreitet,    wie 

a  +  Äia?+c^*4-da;*-J- nennt   man  die   Grundform   der 

Analjsis,  und  es  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  dieser 
Wissenschaft,  alle  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse^  welche 
diese  Form  nicht  haben,  wie  z.  B.  a',  sin x^  cos«  &c.,  in  die- 
selbe umzuschmelzen^  weil  man  aus  dieser  einfachem  Grundform 
das  Wesen  und  die  Eigenschaften  der  Functionen  oftmals 
deutlicher  erkennen,  so  wie  auch  den  Werth  der  Function  für 
ein  bestimmtes  a  darnach  leichter  berechnen  kann. 

Man  kann  die  Grundform  der  Analysis,  in  welcher  die 
beständigen  Coefficienten  Oy  by  c beliebige  ganze,  ge- 
brochene, positive  oder  negative  endliche  Zahlen,  Null  nicht 
ausgenommen,  sein  können,  gleichnissweise  ein  allgemeines 
Zahlensystem  nennen^  indem  in  der  That  jedes  besondere  darin 
enthalten  ist,  z.B.  das  dekadische,  ftir  welches  «=10  ist,  und 
die  Coefficienten  a,  6,  c . . . .  einen  der  Werthe  0,  1,2,  3  bis  9 
haben.    So  ist  z.  B. : 

57034  =  4  +  3.10  +  0. 10«  + 7. 10»  +  5. 10*. 

Femer  nennt  man  die  Grundform  der  Analysis  eine  Form 
Isten,  2ten ....  nten  Grades,  je  nachdem  der  höchste  Exponent 
der  veränderlichen  Grösse  l,  2,  3....n  ist  a+64:  oder  bas* 
ist  eine  Form  Isten  Grades,  a  +  J^  +  ca?*;  a+ba^  sind  Formen 
zweiten  Grades  &c. 
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57, 

lieh  eine  Function,  welche  die  Grundform  der 
cht  hat,  auf  dieselbe  bringen  lässt,  davon  bietet  schon 
i'sche  Formel  ein  vorläufiges  Beispiel.   So  ist  z.  £.: 

glücklichen  GManken  aber^  alle  Functionen  auf  die 

m  der  Änaljsis  zu  bringen^  mögen  wohl  zuerst  die 

nen  Functionen  geführt  haben  ,'*')   die  man  stets  als 

£ete  Divisionen  betrachten  und  durch  wirkliche  Division 

e  Reihen  verwandeln  kann^   welche  diese  Grundform 

hmen  wir  als  Erläuterungs- Beispiel  die   einfache  ge- 

1 

ne  Function  -; und  dividiren,  wie  es  in  der  Algebra 

1  —  x 

gelehrt  worden,  den  Zähler  (i)  durch  den  Nenner  (1— -«), 

der  Quotient  1 ,  und  nachdem  man  hiermit  den  Divisor 

»licirt  und  das  Product  vom  Dividend  (l)  subtrahirt,  bleibt 

Rest.     Dividirt  man  abermals  diesen  Rest  &c.,  so  kommt 

und  nach: 

^     1+  * 


1—4?  1  — a 

l  «* 


l  —  X  1  —  a? 

=  1+^4.^«+-  — 


1  —  a  1  —  a 

tklar,  dass  (die  Ausdrücke  rechter  Hand,  wenn  man  sie 

»,htet,  alle  auf  die  ursprüngliche  Form zurückitthren, 

1  —  X 

lass  folglich  die  Zulässigkeit  dieser  Art  Division  dadurch 


Nicol.  Kaaffmann,  auch  Mercator  genannt,  ein  Holsteiner, 
lerst  auf  die  Idee   der  unendlichen  Reihen  gekommen   sein,  in 
er  die  gebrochenen  Functionen  verwandelte,  um  sie    leichter 
ren  zu  können. 
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gerechtfertigt  ist,  und  dass  man  auf  beiden  Seiten  gleiche 
Werthe  erhalten  musB^  was  äir  eine  bestimmte  Zahl  man  auch 
statt  der  veränderlichen  Ghrösse  x  annehmen  mag. 


58. 

Bei  solchen  Umformungen  der  Functionen  konmit  man 
aber  in  der  Regel  auf  solche  gesetzmässig  fortschreitende 
Reihen^  die  kein  Ende  nehmen  und  deshalb  unendliche 
(transcendente)  Reihen  genannt  werden.  (Vergl.  die  Anmerkung 
in  §  34).  Es  fragt  sich  deshalb  ^  ob  in  materieller  Hinsicht, 
d.  h.  wenn  man  für  die  veränderliche  Grösse  eman  bestimmten 
Werth  setzt,  der  Betrag  (Sunmie)  der  unendlic&en  Reihe  oder 
vielleicht  auch  schon  ein  Stück  davon  dem  wirklichen  Betrage 
der  Function,  wenn  auch  nicht  vollkommen,  so  docli  näherungs- 
weise und  für  die  Praxis  genügend  gleich  ist,  oder  nicht.*) 
Dies  hängt  von  einem  wohl  zu  beachtenden  Umstände  ab, 
nämlich:  ob  die  unendliche  Reihe  convergent  oder  divergent  ist. 


59. 

Eine  gesetzmässige  unendliche  Reihe,  d.  h.  eine  solche, 
deren  Glieder  nach  einem  bestimmten  Gesetz  (allgemeines 
Glied)  entspringen,  heisst  convergent,  wenn,  wie  viel  Glie- 
der vom  Anfang  an  man  auch  summiren  wollte,  die  Summe 
derselben  eine  gewisse  bestimmte  Grenze  a  (endliche  Zahl!) 
nie  überschreiten,  sich  ihr  jedoch  immer  mehr  und  mehr  nähern 
kann.     Nehmen  wir  z.  B.  die  gesetzmässige  Reihe: 

i+i  +  i+TV+---  +-2;j-  +  ---in  infinitum, 

deren  allgemeines  Glied  — ,    so    wissen    wir   schon   aus    der 

2n 


*)  Unendliche  Reihen  kommen  schon  in  der  Arithmetik  Tor»  z.  B.: 
^2^-1,414....,  jedoch  kennt  man  hier  das  Gesetz  nicht,  nach  welchem 
die  Ziffern  der  Wurzel  aufeinander  folgen. 
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Algebra  §  329^  dasB  die  Summe  immer  grösser  wird,  je  mehr 
GHeder  man  zuB,ammen£E»8t;  dass  trotzdem  aber  die  Summe  die 
Zahl  1  nie  überschreiten  kann.  Die  fragliche  unendliche 
Reihe  ist  mithin  convergent  und  ihre  Summe  =  1. 

Divergent  ist  hingegen  eine  unendliche  Reihe,  wenn 
ihre  Summe  entweder  +oo   oder  — oo   ist 

60. 

Damit  eine  unendliche  Reihe  convergent  sei,  ist  ofifenbar 
nothwendig;  dass  ihre  Glieder,  bis  zum  Verschwinden, 
immer  kleiner  und  kleiner  werden.  Aber  dies  Merkmal  allein 
genügt  noch  nicht.    Denn  betrachten  wir  einmal  die  Reihe: 

deren  Glieder  bis  zum  Verschwinden  abnehmen.  Denken 
wir  uns  diese  Reihe,  wie  angedeutet  (von  den  beiden  ersten 
Gliedern  an,  in  Gruppen  von  3,  6,  12,  24,  48  &c.  Glieder  ge- 
theilt,  so  ist  klar,  dass,  wenn  jedes  Glied  in  einer  Gruppe  auch 
nur  den  Werth  des  letzten  darin  hätte,  dennoch  die  Summe 
einer  jeden  Gruppe  =  i  sein  würde.  Das  nun  die  Zahl  der 
Gruppen  unendlich  ist,  so  ist  auch  die  Summe  der  ganzen  Reihe 
(weil  00. 1=  od)  unendlich  gross,  und  also  die  Reihe  nicht 
convergent,  sondern  divergent  (s.  §  59) 

61. 

Ein  leichtes  Kennzeichen,  woran  man  in  den  meisten  Fällen 
die  Convergenz  einer  gesetzmässigen  unendlichen  Reihe  er- 
kennen kann,  giebt  uns  die  einfache  geometrische  Progression : 

a  +  öw?  4- a  jr  * -f- oaj  *  H- . . . .  +  OÄ** -* 

Denn  bezeichnen  wir  die  Summe  von  n  Gliedern  mit  ^f,  so  ist 
bekanntlich  (Algebra  §  266): 


oa** — a 


oder:  8  = 
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1-4? 


Ist  nun  der  Exponent  x=l,  so  ist  für  n=ao  die  Summe 
der  unendlichen  Progression  a  +  «4?  +  aa^ + .. •  +  ...a«"""^  =  oo  .  a, 
also  unendlich  (Algebra  §  328),   mithin  die  unendliche  Reihe 

a + öw?  +  öw:  *  + . .  •  + . . .  +  öw?"  ~  ^  4- • .  • 

für  Ä=l  divergent,  und  dies  ist  sie  offenbar  um  so  mehr, 
wenn  ^>>  1.  Ist  aber  der  Exponent  ein  echter  Bruch,  also 
a<C.i,  so  wird  für  n=:co  in  obiger  Gleichimg,  die  man  auch 
so  schreiben  kann: 


8 


a  oä" 


1 — a      1— Ä 

der  Factor  Ä*=0*)  und  Summe  der  unendlichen  Progression 

= .    Eine   unendliche   geometrische    Progression ,    deren 

Exponent  ein  echter'Bruchist,  ist  folglich  immer  convergent. 
Um  also  zu  erkennen,  ob  eine  gesetzmässig  fortschreitende 
unendliche  Reihe  convergent  ist,  dividire  man  nur  mit  einem 
Gliede  in  das  nächstfolgende;  ist  dann  der  Quotient  ein  echter 
Bruch  und  bleibt  für  die  ganze  Reihe  immer  derselbe,  so  ist 
diese  Reihe  offenbar  eine  geometrische  Progression  und,  wie 
eben  bewiesen,  convergent,  und  dies  um  so  mehr,  wenn  der 
fragliche  Quotient  immer  kleiner  wird.  Wird  aber  der  Quoti^it 
inmier  grösser  und  zuletzt  >  l ,  so  ist  die  Reihe  divergent**) 


**)  Die  Untersnchuogen  über  Convergenz  oder  Divergenz  solcher  un- 
endlichen Reihen^  bei  welchen  der  erwähnte  Quotient  immer  grösser  und 
zuletzt«»!  wird,  fuhren  auf  sehr  grosse  Weitläufigkeiten.  Da  aber  alle 
solche  Reihen  nur  rein  wissenschaftliches  und  kein  praktisches  Interesse 
haben,  indem  sie  in  den  Fällen,  wo  sie  convergent  sind ,  doch  immer  so 
schlecht  convergiren,  dass  man  mehrere  tausend,  ja  mehrere  Millionen 
Glieder  addiren  müsste,  um  die  Summe  nur  bis  auf  zehn  Decimalen  genau 
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SuBats.  Wenn  also  in  einer  unendlichen  Beihe  ao+a^a+afa*+ 
&c.,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  veränderlichen 
Grösse  a  fortschreitet,  —  und  mit  solchen  Reihen  haben  wir 
es  in  der  Folge  nur  zu  thuji  —  die  Coefficienten  ao,  «i,  aj..- 
endliche  Zahlen  sind,  so  ist  die  Reihe  fUr  jeden  Werth  von 
a<l  immer  convergent.  Denn  bezeichnen  wir  den  grössten 
Coefficienten  mit  a  und  legen  allen  Coefficienten  diesen  Werth 
bei,  so  ist,  wie  eben  gezeigt,  die  unendliche  geometrische  Pro- 
gression a  -|-  a^+  adj*+  &c.,  für  «<  1  convergent,  um  so  mehr 
also  die  fragliche  Reihe. 

62.       . 

In  §  57  erhielten  wir  durch  fortgesetzte  Division 


— a  l — X 

Setzen  wir  für  die  veränderliche  Grösse  x  einen  beliebigen 
echten  Bruch,   so  ist  für  n  =  Go^  das  sogenannte  Bestglied 

=0.  Die  dadurch  hervorgerufene  unendliche  Reihe  hat 

1 — X 

also  für  x<Ci  (weil  dann  convergent)  wirklich  Sinn,  d.  h.  wir 

können  das  Bestglied   weglassen,  die  unendliche  Beihe  statt 

ihrer  Quelle und  umgekehrt  setzen,  weil  fiir  x<C\  die 

Function wirklich  die  Summe  der  unendlichen  Beihe  ist. 

1 — X 

Setzt  man  z.  B.  ^s=|,  -1  &c.,  so  hat  man: 

2  =  14-1  +  1  +  ^4-..-  in  infinitum 

3  =  l  +  |4"t  +  /T  +  --»  in  infinitum. 

63. 

Jede   unendliche   Beihe    mit  regelmässig    abwechselnden 


zu  erhalteo,  so  können  wir  alle  diese  Reihen  ganz  unbeachtet  lassen. 
Von  praktisch  branchbaren  unendlichen  Reihen  verlangt  man  immer  eine 
so  starke  Conyergenz,  dass  in  der  Regel  schon  die  Zusammenfassung  der 
zwei,  drei  oder  vier  ersten  Glieder  genügt.    (§  170.) 


Vorzeichen,  und   deren  Glieder  bis   Äum   Verschwinden 
abn^men,  ist  immer  convei^eni,  so  s.  B  die  Reihe: 


l 


-i+i-|+i-+....±5;^- 


Denn  hier  ist  zuvor  klar,  dass  ihre  Summe  positiv  sein  muss, 
weil  die  Reihe  sich  so  schreiben  lässt:  (i— i)+(i — t)+ 

^-  '■  =^{r3  +  5!-7+OT+-+(4n-3)(4n-l)}-  ^«"^  »* 
klar,  dass  die  Summe  kleiner,  als  das  erste  Glied  ist,  weU 
immer  mehr  subtrahirt,  als  wieder  zugelegt  wird,  oder  weil 
die  als  positiv  erkannte  Reihe  sich  auch  so  schreiben  lässt: 
^ — (t  —  i)  —  (|  — b)-    Diese  Reihe   ist  mithin  convergent. 

64. 

Wenn  zwei  nach  ganzen  Potenzen  einer  veränderlichen 
Grösse  a  fortschreitende  endliche,  oder  auch  convergente 
unendliche  Reihen :  a4-&.r-H'Ä?*-Hi«'+..  und  a+/JiP+ya?*+d«*4-.. 
für  jeden  Werth  von  a  gleiche  Resultate  geben  sollen,  so 
müssen  nothw endig  .die  Coefficienten  von  gleich  hohen 
Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  einander  gleich  sein.  In 
Zeichen:  wenn  für  jeden  Werth  von  a 

sein  soll,  so  muss  noth wendig  sein: 

a=:a)  b  =  ß\  c=^y\  d'=^d  &c. 

Dieser  Satz,  der  in  der  That  an  sich  so  einfach  und  evident 
ist,  dass  man  ihn  wohl  nicht  mit  Unrecht  einen  Grundsatz 
nennt,  lässt  sich  doch  folgendermaassen  beweisen. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (1)  für  jeden  Werth  von  a 
bestehen  soll,  so  setze  man  a:  =  0,  alsdann  werden  alle  mit  je 
multiplicirten  Glieder  =0  und  es  bleibt  dann:  a=a. 

Gleichung  (t)  geht  damit  über  in 

a  +  6a?+c^*+-"  =  ö4-/^^-+-y-a?*-..;  d.  i. 
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oder^  indem  man  durch  x  dividirt,  wo  aber^  um  den  vieldeutigen 
Ausdruck  f  zu  vermeiden,  a  nicht  ==0  sein  darf: 

6  +  cä4- daj*  + . .  .a=/94- y« +  d«*+ .. . 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  wieder  a;»»0,  so  folgt:  b=ß. 
Auf  dieselbe  Weise  efgiebt  sich  c=y,  d=d  &c. 

Amnerkung.    Aus  der  Gleichung  (1)  folgt  noch: 

(a  — a)  +  (6— /J)a:+(c  — y)«*+...=  0. 

Wenn  also  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  einer  ver- 
änderlichen Grösse  x  fortschreitende  Reihe  für  jeden  Werth 
von  07  =  0  sein  soll^  in  Zeichen: 

A  +  Ba?4-Ca?«+Da?»  +  ...  =  0 (a) 

80  muss  nothwendig  jeder  Coefiicient  A^  B^  C....<»0  sein. 
Dieser  Satz  ist  im  Grunde  derselbe  wie  der  vorhergehende^  und 
kann  auch  eben  so  bewiesen  werden.  Denn  setzt  man  in  (2) 
x=(^j  so  folgt  A=0  und  es  bleibt: 

Ba?+Cfl?«  +  Da?»-f-...=0 

oder  durch  x  dividirt: 

B  +  Ca?+Da?»+...=0. 
Setzt  man  jetzt  wieder  x=Q,  so  ist  auch  B=0  &c.  C=0,  D=0... 

Zusatz.  £s  folgt  hieraus^  dass  eine  stetige  Function  einer 
veränderlichen  Grösse,  x,  jedenfalls  nur  auf  Eine  Art  in  eine 
nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  convergente  Reihe 
entwickelt  werden  kann.  Denn  angenommen,  man  habe  (p  {x) 
nach  zwei  durchaus  verschiedenen  Methoden  entwickelt,  und 
es  seien: 

a  +  Ä  j?  +  öÄ  *  +  da?  *  + . . . . 
a-r  ßx  +  yx^  +  dx^-^-.... 
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die  beiden  Reihen  und  deren  beiderseitige  Summen^  so  lange 
sie  convergiren,  einander  gleich,  so  muss  nach  dem  Vorher- 
gehenden noth wendig  a^^a,  b  =  ß  &c.  sein. 

Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  nun  zu  der  Ver- 
wandlung der  Functionen  in  Reihen  schreiten.  Man  merke 
sich  aber,  dass,  wenn  die  Reihen,  wie  fast  immer  der  Fall 
ist,  unendlich  (franscendent  —  s.  §  34)  werden,  dieselben  dann, 
wenn  sie  Sinn  haben  und  ihrer  Quelle  gleich  geachtet  werden 
sollen,  nothwendig  convergent  sein  müssen. 
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Sechstes  Buch. 

Verwandlung  der  Functionen 

in  Reihen. 

Becurrirende  Reihen. 

65. 

Mat  man  eine  gebrochene  Function^  deren  Zähler  und  Nenner 
nach  ganzen    steigenden   Potenzen    derselben    veränderlichen 

Gbösse  X  geordnet  sind,  z.  B.     .  ^ — ; ^  .  >  »nnd  wo  das  erste 

Glied  im  Nenner  constant  ist  (kein  x  enthält);  so  kann  man  eine 
solche  Function;  wie  schon  §  57  angedeutet,  durch  fortgesetzte 
Division  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende  Reihe    verwandeln.     So   giebt  z.  B.  ^ 

2  +  4a:  — 6a?» 

x^-lx^—Zx^ 

4««+ 8a?»— 12«* 


—  5a?»+12ar* 

Es  ist  mithin: 

2  +  5a? 


l+2.-3.»==^+^+*^*-^^'+- 
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Auf  diese  Weise,  nämlich  durch  gewöhnliches  Dividiren, 
erhält  man  die  Reihe  (Quotient)  am  leichtesten^  aber  es  tritt 
so  das  Gesetz  derselben  nicht  hervor^  nach  welchem  man  sie 
beliebig  weit  fortsetzen  kann.  Um  dieses  zur  vollständigen 
Kenntniss  der  Reihen  nothwendige  Gesetz  zu  erhalten,  wendet 
man  die  zuerst  von  Cartesius  angegebene,  sogenannte  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefificienten  an,  welche  man  wegen 
ihrer  grossen  Fruchtbarkeit  und  schöpferischen  Kraft  nicht 
mit  Unrecht  den  Geist  der  Analysis  genannt  hat 


00» 

Da   wir   nämlich  im   Voraus  überzeugt   sind,  dass  der 
2  +  5« 


Quotient  auß 


(wenn  man,  wie  angegeben,  mit  dem 


l  +  2a?— 3a?* 

Nenner  in  den  Zähler  dividirt)  nothwendig  eine  Reihe  geben 
muss,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x 
fortschreitet,  so  kann  man  sie  vorläufig  fingiren.  Wir  setzen 
nämlich 

2  +  5j? 


1  +  2ä?  — 3af* 


= Ao  +  Aia:+ A,«*  +  A3a?*H- . . . . 


Um  die  noch  unbestimmten  (unbekannten)  Coefificienten 
Aq,  Aj,  Aj...  zu  bestimmen,*)  multiplicire  man  auf  beiden 
Seiten  mit  dem  Nenner  der  gebrochenen  Function,  so  kommt 

2  +  5Ä=(l  +  2a?— 3a?«)(Ao+AfÄ  +  A2a?*+...) 

oder  die  nur  angedeutete  Multiplication  wirklich  ausgeführt, 


2  +  5j:  = 


Ao  +  Ai    \x-\-   A, 


2Ao 


+  2Ai 
—  3Ao 


x^+  A3 

+  2A8 
—  3Ai 


*^^+  A, 
+2A8 
— 3A8 


«*  +  ... 

-h... 
+  ... 


*)  .Weil  für  jeden  Werth  von  x  der  vorgegebene  Bruch  die  Summe 
der  ganzen  Reihe  sein  soll,  so  kann  man  den  ersten  Coefficienten  A« 
auch  dadurch  bestimmen,  indem  man  beiderseits  x=^^  setzt,  alsdann 
werden  alle  in  x  multiplicirten  Glieder  =0  und  es  bleibt  f =Ao. 
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Nehmen  wir  nun  vorläufig  an^  die  in's  Unendliche  fort- 
laufende Reihe  rechter  Hand  sei  convergent  (um  das  Restglied 
weglassen  zu  können)^  so  haben  wir  darauf  zu  bestehen,  dass 
für  jeden  Werth  von  x  die  rechte  Seite  dasselbe  Resultat  giebt, 
wie  die  linke.  Dann  müssen  aber  beiderseits  die  Coäfficienten 
von  gleich  hohen  Potenzen  von  x  gleich  sein  (§  64).  Mithin 
ist  (weil  man  statt  2  +  5^?:  2  +  54?+0.«*+0.a?*4-...  setzen 
kann): 

Ao  =  2 

Ai  +  2Ao  =  5 

A,  +  2Ai— 3Ao  =  0 

oder  so  geschrieben: 

Ao=2 

Ai  =  5  —  2  Ao  =  5  —  4  =  1 

A2  =  —  2Ai  +  3Ao  =  — 2  +  6  =  4 

A8  =  — 2A,  +  3Ai=— 8  +  3  =  — 5     . 

A4  =  —  2A3  +  3Aa=  10+ 12  =  22. 

Man  sieht  hieraus;  dasS;  nachdem  die  beiden  ersten 
Co^fficienten  Aq;  A^  gefunden  sind,  man  die  folgenden  alle 
nach  einer  und  derselben  Regel  (A„=8  —  2Aw-i  +  3Ah-2)  erhält 
indem  man  nämlich  den  nächstvorhergehenden  mit  — 2  und 
den  vorvorhergehenden  mit  +  3  multiplicirt.  Dies  ist  auch  der 
Ghrund;  weshalb  man  alle  durch  Division  entstehenden  Reihen 
recurrir ende  (zurücklaufende)  nennt,  obgleich  es  eigentlich 
nicht  die  Reihe,  sondern  der  Rechner  ist,  welcher  recurrirt.  Es 
erhellet  wohl  leicht,  dass  die  Recursiönsregel  mit  der  Anzahl 
der  Glieder  im  Nenner  der  gebrochenen  Fanction  wächst. 

67. 

Die  Hauptfragen  nun,  welche  bei  einer  recurrirenden 
Reihe  gestellt  werden  können,  sind  folgende  drei: 

1)  Aus  dem  erzeugenden  Bruch  der  recurrirenden  Reihe 
das  allgemeine  Glied  derselben  zu  finden,  nach  welchem  man 
jedes  beliebige  Glied  derselben  dir  ect  berechnen  kann,  d.  h. 
ohne  die  vorhergehenden  erst  zu  suchen. 

Lttbten^i  Analysia.    7.  Auflage.  5 
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2)  Die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern  zu  bestimmen. 

3)  Zu  finden;  ob  eine  vorliegende  unendliche  Reihe  eine 
reenrrirende  ist^  und  wenn  sie  als  solche  erkannt,  daraus  den 
erzeugenden  Bruch  zu  finden. 

Mit  den  recurrirenden  Reihen  haben  sich  besonders 
Bemouilli  und  Moivre  viel  beschäftigt. 

Ob  eine  recurrirende  Reihe  convergent  ist,  entscheidet 
man  nach  der  §  61  gegebenen  Regel.  Da  dies  aber  sehr  selten 
der  Fall  ist,  so  haben  die  recurrirenden  Reihen  fast  nur  ein 
rein  wissenschaftliches  Interesse,  weshalb  wir  auch  nicht  bei 
ihnen  verweilen  dürfen. 

Die  folgenden  fünf  Reihen  aber  sind  von  der  grössten 
Wichtigkeit,  theils  schon  an  sich  selbst,  theils  wegen  der  wich- 
tigen Forderungen  und  Hülfsmittel,  die  man  daraus  zieht, 
und  weil  auf  sie  die  ganze  Differentialrechnung  gegründet 
werden  kann. 

Anmerkung  1.  Bei  der  Entwickelung  der  Functionen  in 
unendliche  Reihen  nach  der  vorhin  gezeigten  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  wird  die  unendliche  Reihe  immer 
erst  fingirt,  und  der  Verlauf  der  Rechnung  muss  dann  zeigen, 
ob  eine  solche  Reihe,  welche  die  Grundform  der  Analysis  hat, 
möglich  ist.  Werden  dann  die  vorläufig  fingirten  Coefficienten 
dadurch  bestimmt,  dass  man,  wie  in  §  66,  zwei  Ghnndformen 
mit  einander  vergleicht  und  die  Coefficienten  von  gleich  hohen 
Potenzen  derselben  veränderlichen  Grösse  gleich  setzt,  so  ist, 
wenn  die  unendliche  Reihe  sich  als  convergent  ergiebt,  alles 
klar  und  bündig.  Bestimmt  man  aber  die  zu  findende  Reihe 
aus  gewissen  Eigenschaften  der  Function,  so  muss  man  sehr 
vorsichtig  und  jedenfalls  überzeugt  sein,  dass  die  fraglichen 
Eigenschaften  der  Function  eigenthümlich  sind. 

Anmerkung  2.  Es  kann  eine  Function  einer  veränder- 
lichen Grösse,  Xy  vieldeutig,  d.  h.  so  beschaffen  sein,  dass 
sie  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  verschiedene  Werthe 
annimmt.     So  ist  z.  B.  (Algebra  §  326,  b)    für  a;=15   die 

Function  (l-f-Ä)^==V16=2,  =  — 2,=  2.y— 1,=— 2.y— 1. 
Eben  so  (Trigonometrie  §  62,  a,  Note)  für  .ts=|  die  Function 
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arc.  Bin  x=  arc.  sin  |  =  30«,  =150^  =3900&c.  Wenn  also 
eine  solche  Function  sich  überhaupt  in  eine  convergente  Reihe 
von  der  Form  ao  +ai  ar  +  a,  a?*+&c.  verwandeln  lässt;  so  kann 
von  einer  solchen  Reihe  jene  Vieldeutigkeit  nicht  verlangt 
werden.  Denn  da  die  Coefficienten  Oo,  «i,  «s--,  constant  sind, 
so  kann  die  unendliche  Reihe  flir  einen  solchen  Werth  von  Xy 
für  welchen  sie  convergent  ist,  doch  nur  Eine  Summe  (nicht 
verschiedene)  haben,  und  deshalb  auch  nur  für  denjenigen  Werth 
der  Function  gelten,  welcher  mit  dieser  Summe  übereinstimmt. 

Binomischer  Lehrsatz  für  jeden  Exponenten. 

68. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Function  (i-^xy 
auch  für  d  e  n  Fall  in  eine  Reihe  zu  verwandeln,  wo  der  Ex- 
ponent keine  ganze  positive  Zahl  ist.  Wir  nehmen  das  Binom 

in  der  einfiwjhen  Form  1+^,  da  (a+6)''=»^n+~j  . 

Es  sei  nun  zuerst  p  ein  positiver  echter  oder  unechter  Bruch, 

den  wir  mit  —  bezeichnen  wollen.     Alsdann  ist,  weil  m  eine 

ganzeZahlund(l+a?)«=H-wiÄ+^^^^a;«+....+Ä«  ist  (§  29): 

1    •    iE 

Nehmen  wir  nun  an,  die  hier  geforderte  nte  Wurzel  aus 
l-H7'^+...+^  lasse  sich  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x 
fortschreitende  convergente  Reihe  *)  ausdrücken,  es  sei  nämlich : 


l  .  2 


*)  Dass  jedeofalls  nur  eine  solche  nach  gansen  positiven,  und  nicht 
nach  negativen  oder  gebrochenen  Exponenten  fortschreitende  Reihe  möglich 
sein  kann,  folgt  schon  aus  den  Regeln  der  Variation  (§  19,  2),  oder  der  ge- 
meinen Moltiplication,  indem  die  fingirte  Reihe  l+Aic-l-Ba;*...,  aaf  die 

fite  Potenz  erhoben,  mit  \-\-mx-{^—Y — 2~~2*+*«*  übereinstimmen  muss. 

6* 


68 

so  kommt  es  zunächst  nur  darauf  an,  den  ersten  Coefficienten 
A  zu  bestimmen  (^eil  sich  die  folgenden  daraus  ergeben).  Dass 
das  erste  Glied  rechter  Hand  nothwendig  =  1  sein  muss^  folgt 
daraus,  weil  für  x  ==  0  beiderseits  dasselbe  Resultat  kommen 

n 

muss,  nämlich  y  1  =  1.  (Vergl.  §  66,  Note,  und  §  67,  An- 
merkung 2.) 

Erhebt  man  beide  Seiten  auf  die  nte  Potenz,  so  ist: 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  ersten  Glieder 
von  der  Entwickelung  rechter  Hand  nothwendig  1  +  nAa  sein 
müssen;*)  denn  verwandelt  man  das  in  EJammem  stehende 
Polynom  in  ein  Binom,  indem  man  die  Sunmie  aller  auf  1 
folgenden  Glieder  =z  setzt,  so  ist,  weil  n  eine  ganze  Zahl: 

(^1+ Ax+Bx'+  ....Y'^(l-{-z)'=l  +nz  +  ~^ z*-\-  ... . 

oder,  für  z  wieder  seinen  Werth  gesetzt,  kommt: 

1        •        iM 

Es  ist  also: 

l+ma;+  "^"'~^ a!»+  .■.=l-H»AaH-(nB+  ''-f^ A«)j;«4-  •  • .. 

Da  nun  die  CoefEcienten  von  gleich  hohen  Potenzen  von 
a  gleich  sein  müssen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  frag- 
lichen ersten  Coefficienten  A  die  Gleichung  nA«=sm,  woraus: 


A=— ,  also  A  gleich  dem  Exponenten  p.  Wäre  in  (i+ay  der 
Exponent  p  eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so  ist 


*)  Dies  folgt  schon  aus  §  19,  Aiunerkung,  nach  welchem  man  auch  die 
übrigen  Glieder  auf  einem  etwas  langem  Wege  direct  bestimmen  könnte. 
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Die  wirkliche  Division  zeigt  nämlich^  dass  auch  für  diesen 
FaQ  der  fragliche  erste  Coefficient  A  in  der  Entwickelang  von 
(1-)-^)-^  gleich  dem  Exponenten  sein  muss.    (§  65.) 

69. 

Nehmen  wir  also  an^  es  gäbe  für  {l+ay  eine  nach  ganzen 
|)Ositiven  Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe  und  setzen: 

{{  ^ay  =i+Aa+Ba^+Cx^  +  Da^  + (1), 

so  wissen  wir  jetzt;  dass  unter  allen  Umständen ,  was  auch 
der  Exponent  p  sein  möge,  der  erste  Coefficient  A=p  sein 
muss.  Die  übrigen  Coefficienten  B,  C,  D...  bestimmt  man 
nun  leichter  nach  folgender  häufig  Anwendung  findenden 
firuchtbaren  Methode. 

Weil  die  Coefficienten  A,  B, . . .  nur  von  p  abhängen  und 
dieselben  bleiben  müssen ,  wenn  man  ftir  die  veränderliche 
Grösse  a  allerlei  Werthe  setzt,  so  setzen  wir,  um  auf  eine 
andere  Form  zu  kommen,  in  (1)  ^-f-t«  statt  as,*)  so  ist 


Entwickeln  wir  die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  u, 
jedoch  nur  so  weit,  dass  die  Cioefficienten  von  u  in  der  ersten 
Potenz  zusanunengefasst  werden  können,  indem  wir  die 
Coefficienten  von  w*,  «*,..,  die  wir  mit  M,  N...  bezeichnen 
wollen,  nicht  zu  kennen  brauchen,  so  kommt 

1    +   Ac  +   Bäj2  +   C^;»  +  Dd:*  +... 

(l+a+uy=l  -A.M  +2Baru+3Car«M+,.. 

Mti*+  Nm»  +... 


*)  Indem  man  statt  der  einfachen  veränderlichen  Grösse  x  ein  Binom 
x  +  u  setzt  (der  veränderlichen  x  einen  Zuwachs  beilegt),  kommt  au 
beiden  Seiten  statt  x  eine  zweitheilige  Grösse  X'\'U,  wodurch  eine 
weitere  Entwickelang  ermöglicht  wird,  die  man  nach  Potenzen  von  u 
fortschreiten  laseen  kann.  Durch  diesen  einfachen  Kanstgriff  erhält  man 
Bwei  verschieden  geformte,  nach  u  fortschreitende  Reihen,  die  einander 
gleich  sein  müssen  &c. 
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oder,  weil*{l+ai)f  statt  der  obersten  Reihe  1  +A«+Bj?*  +  .... 
gesetzt  werden  kann,  Gleichung  (1): 

Da  nun  aber  auch  1 +Ä?+t«=(l+«)l  1  +  — —  l  mithin 

und  also  auch,  indem  wir  in  die  angenommene  Form,  Gleichung 
(1),  — -—  statt  a  setzen  und  entwickeln, 

(l  +  :,+uy=^(i  +  ^)p[l+Aj^^+B^  oder 

Die  rechten  Seiten  in  (2)  und  (3)  sind  Ausdrücke  für  eine 
und  dieselbe  Grösse,  nur  in  verschiedener  Form,  was  gerade 
beabsichtigt  wurde.  Sie  müssen  also,  wenn  man  für  a  einen 
ganz  beliebigen  Werth  gesetzt  denkt,  immer  noch  für  jeden 
Werth  von  u  einander  gleich  sein,  daher  (§  64) 

A(l+a?y-i=A  +  2B;r+3C««+4D«»+.... 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  1-|-^;  bo  ist: 

A(l +«)i'=:(l  +  j?)(A+ 2Ba?+ 30««+...) 

oder  für  (i+a:)P  die  Reihe  aus  (1)  gesetzt  und  beiderseits  die 
Multiplicationen  ausgeführt,  kommt: 


A^-A»a^4-ABa:•+AC«•+ . . .  ==  A  +  2B 

+  A 


r4-3C 
+2B 


Ä*+4D 

+3C 


^•«+ 


Diese  Gleichung  muss  für  jeden  Werth  von  a  bestehen, 
mithin  ist  (weil  A=p): 


71 
3C+2B=AB      „      C=?^^)=£^-^-=2 

4D+3C=AC    „    D^C(A-3Ur-y-i-P-2.p-3 

Diese  leichte  Becursionsregel  epringt  in  die  Augen.    Daher 
endlich 
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Das  in  §  27  entdeckte  merkwürdige  Gesetz^  nach  welchem 
für  ganze  positive  Exponenten  die  Binomial-Coefficienten  sich 
bilden,  gilt  also  ganz  allgemein,  nämlich  auch  für  negative  und 
Bruchexponenten.  £s  leuchtet  aber  ein,  dass  für  solche  Ex- 
ponenten die  Reihe  nie  endlich  sein  kann,  vielmehr  eine  imend- 
liche  wird,  jedoch  für  jeden  Werth  von  l>.r> — 1  stets convergent, 
also  brauchbar  ist.    Denn,  dividirt  man  mit  jedem  Gliede  in  das 

nächstfolgende,  so  werden  die  Quotienten^Ä,^--T — .«, '^TT^ 

-n          «-' 
immer  kleiner  und  für  n=oo,  = — x,  weil  ^  .  ,  a?= rx 

n 

£-1 

und  — — -j!  =  — «  (§  61). 

00 

Aus  (1+ay  oder  (1-|-^)"  lässt  sich  nun  auch  leicht 
(a-\-xf  bilden;  denn  dieser  Ausdruck  ist 

=  [a(n-|)]-  =  a"(l  +  *)"ünd  also 
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(mm  '\ 

/..-j-   ^-        -  ,    w    ^-1        .  m-.(m— n)  ÜL«,   ,  , 

(a-t-a?)n  =  a«H an     .a?H — 7-^— 77—2««     «"4-... 

n  1  .  2.W* 

TL 

Aufgabe«    Man  entwickele  folgende  Potenzen  in  Reihen: 

(1+^)-;  (i+^f ;  (i+^p5  (1+^)";  (1-^)-';  (1+^)-". 

Auflösung.    Man  findet: 

(,+.)l=,+j^<^J..+LiJ.*_i^..+_+_........ 


)"~"y        ^  —  t       ,    1 .  «5    _  —  l.d.ö    u,    1.9.D.7     .""^ 


1 

/.  ,    y—    .  ,  1       w—l   _,  n — 1.2« — 1   „     n — l.2n— 1.3n — 1    .  . 

(l+«)**=-lH — 4: — ir-^-^  +-7; — ;; r^ s — ;; m r-**+- 

^        '^  n        2n«      ^  2  .  3  .  n»  2  .  3  .  4  .  n* 

(l — ^a?)"~^==  l  +  Ä+a:*+«'H-a?*+ÄJ*  +  a?'  + 

/1  I     \— n      «             I  «.«+1   9     n.n+l.nH-2  ,  , 
(H-«)-*=l— n;i?+-j 2"^ j[ — 2 — 3~*  +•••• 

72. 

Obgleich  die  Wichtigkeit  des  binomischen  Lehrsatzes  darin 

li^;  dass  er  zur  Begründung  anderer  wichtiger  Sätze  dient, 

so  wollen  wir  doch  beiläufig  noch  an  einem  Beispiel  zeigen, 

wie  man  ihn,  in  Ermangelung  von  Logarithmentafeln^  benutzen 

könnte^  um  aus  einer  gegebenen  Zahl  eine  beliebige  Wurzel 

3 
zu  ziehen.    Es  soll  z.  B.  y  10  geAinden  werden. 

Man  zerlege  die  gegebene  Zahl   in  zwei  solche  Theile, 

dass  aus  dem  grossem  Theil  die  Wurzel  rational  wird. 
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8  8         S 

Es  ist  Z5.B.  10=8+2=8 (1+i).  Also-/ 10=y8.y(l+iX 
mithin: 

;io=2(i+i)*=2(i+M-i^.^+;-^.i-+...) 

Je  mehr  GKeder  dieser  oonvergenten  Reihe  man  .ueammen- 

rechnet^  je  genauer  erhält  man  y  10.   Durch  kleine  Kunstgriffe 
könnte  man  die  Reihe  noch  viel  convergenter  machen.    Be- 

8 

stimmt  man  z.  B.  für  y  10  vorläufig  die  ersten  Stellen  s»  2,1544... 
imd  verwandelt  diesen  Werth  durch  die  Kettenbrüche  in  den 

Nähenmgswerth  f|,  so  ist  also  sehr  nahe  (f|)'=  10,    oder 

/28\*  18  * 

genau  (— j  +u=  10,  folglich  m  =  —         .     Jetzt  ist  yiO 

^  j//28y _    1 8~_  28  1/  9      ^28r  _9_ 

"  \13/        2197        13  ^  10976       13  L  ''  10976 

(lök) -^dwe) -•  • .  J«»desgenügendiese4ÖH^ 

8 

der,  umyiO  auf  14  Dedmalstellen  richtig  zu  erhalten. 

Der  binomische  Lehrsatz  hat  aber,  wie  gesagt,  einen  ganz 
andern  imd  wichtigem  Zweck,  als  die  Wurzeln  aus  Zahlen  zu 
ziehen,  was  viel  bequemer  vermittelst  der  Logarithmen  geschieht. 

EzponentialreUie. 
73. 

Die  Function  o*  heisst  Exponential-Function.  In  derselben 
ist  die  Basis  ap^\  eine  constante,  der  Exponent  x  aber  eine 
veränderliche  Grösse.  Es  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  auch 
diese  Function  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des 
Exponenten  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln. 

Ist  überhaupt  eine  solche  Reihe  möglich,  so  muss  (weil 
für  j?— 0,  a^=l  ist)  ihr  erstes  Glied  nothwendig  l  sein.  Wir 
setzen  ako 

a*=«l  +  A^+Ba:«+CÄr»+ (i) 
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Wenden  wir  jetzt  wieder  den  im  §  69  mitgetheilten  Kunst- 
griff an  und  setzen  x+u  statt  a,  so  ist: 

aP+*— l  +  A(ar+u)-t-B(«+M)»+C(a?+t«)«+.,. 

Entwickeln  wir  die  rechte  Seite  nur  so  weit,  dass  die 
Glieder  mit  u  in  der  ersten  Potenz  in  eins  znsammenge£ELSst 
werden  können  und  setzen  für  die  mit -erscheinende  Reihe 
1+Aä+B«*  +  ....  die  Ghrösse  o^  ans  (1),  so  ist: 

Nun    ist    aber    auch:    aH^=ii^.a*=ö«(l+Au+Btt*4-.-.) 
mithin  auch 

tf»+«=a«4-A4^tt+Brt»tt«+Ca«»»+ (0 

Die  rechten  Seiten  für  (2)  und  (3)  sind  Ausdrücke  fiir 
eine  und  dieselbe  Ghrösse  und  müssen  fiir  jedes  u  einander 
gleich  sein;  daher  (§  64) 

Aa«s=A+2B^+3CiJ«+... 

oder  linker  Hand  für  tf*  die  Reihe  aus  (1)  gesetzt  und  mit  A 
multipli^rty  ist  fUr  jedes  a: 

A+A*«+ABa:«  +  ACÄ>+..,=A+2B«  +  3C««+... 
hieraus  folgt: 


A=A 


2B=A« 


3C=AB 


4D=AC 


B= 


A« 

1.2 
AB 


mithin:    C=-r-  = 


A» 


1.2.3 
A* 


1.2.8.4 


&c. 
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Es  ist  also: 

Hätten  wir  den  ersten  ganz  unbestinunt  gebliebenen 
Coefficienten  A,  eo  hätten  wir  auch  die  übrigen.  Wie  aber 
diesen  finden?  Dass  er  von  der  Basis  abhängt  und  sich  mit 
dieser  ändert,  ist  klar;  auch  lässt  sich  leicht  eine  Beziehung 
zwischen  ihm  und  der  Basis  aufstellen.  Da  nämlich  die 
Ezponential-Reihe  (4)  für  jeden  Werth  von  a  gelten  muss,  so 
setze  man  0:^=^1^  dann  ist 

A8         AS              A^ 
^     ^1.2^1.2.3^1.2.3.4^ 1,5; 

Diese  Beziehung  ist  aber  offenbar  nicht  geeignet,  um  darnach 
A  aus  a  zu  berechnen.  Dies  kann  aber,  wie  wir  gleich  sehen 
werden,  mit  Hülfe  der  Logarithmen  geschehen.  Der  Coefficient 
A  ist  jedenfalls  durch  die  Basis  a  bestimmt  Aber  auch 
umgekehrt  ist  die  Basis  a  durch  A  bestimmt,  und  zufolge 
Gleichung  (5)  durch  eine  convergente  Reihe  zu  finden  (§  61). 
Unter  allen  Werthen  von  a  muss  es  einen  solchen  geben,  fUr 
welchen  der  dadurch  bestimmte  Coefficient  A  =»  1  wird.  Be- 
zeichnen wir  also  die  fUr  A=b  1  bestimmte  Basis  mit  e,  so  ist, 
indem  man  in  (5)  Assi  setzt: 

e«. 2,7 18281828459045 .... 

Setzen  wir  also  in  (4)  e  statt  a,  so  haben  wir  (weil  fUr 
diese  Basis  e  der  Coefficient  A=l  ist)  vorläufig  doch  eine 
Exponentialgrässe  in  eine  Reihe  verwandelt,  nämlich: 

e.=  i+.+  ^  +  ^  + (,) 

wo  nun  aber  die  Basis  e  die  bestimmte  Zahl  2,71828...  be- 
deutet. 
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Um  die  Exponentialgrösse  fUr  jede  andere  Basis  a  in 
eine  Reihe  verwandeln  zu  können,  bringen  wir  Qleichung  (7) 
in  folgende  Form: 


oder 


Setzt  xnBJie^  =  a,  so  ist;  wenn  die  Briggs'schen  Logarithmen 
mit  log.  bezeichnet  werden: 

u  log  €=Ioga  oder 

log  g 
log  e 

Mit  diesen  Ausdrücken  verwandelt  sich  (8)  in 

"■='  ^-]^ö(-!3-^)+TX3-(-^:)V- 

welche   Reihe  für  jedes  endliche  a  und  a  convergent^    und 
worin  log  «  =  log 2,7 1828 1828  =  0,43429448 19....  ist. 


74. 

Bei  allen  wirklichen  logarithmischen  Rechnungen  sind  die 
Briggs 'sehen  Logarithmen,  bei  welchen  bekanntlich  10  die 
Basis  ist,  wegen  der  leicht  zu  bestimmenden  Kennziffer,  die 
bequemsten  und  immer  ausreichend.  In  der  hohem  Mathe- 
matik aber,  jedoch  nur  in  der  Theorie,  stellen  sich  noch  andere 
Logarithmen  ein,  welche  die  vorhin  gefundene  Zahl  e 
(=2,71828...)  zur  Basis  haben,  und  zur  Unterscheidung  von 
den  Briggs^ sehen  die  natürlichen  Logarithmen  heissen  und 
durch  log.  nat.  oder  kürzer  mit  dem  einfachen  Buchstaben  / 
bezeichnet  werden. 

Weil  nun  in  jedem  Logarithmensystem  der  Logarithmus 
von  0=  — 00  ;  von  1=0,  und  von  der  Basis  =1  ist,   so  ist 
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auch;  wenn  man  sich  das  natürliche  Logarithmensysteni;  dessen 

Basis  e  ist,  berechnet  denkt,*)  log.  nat.  0  =  —  oo  oder  kürzer 

iO  =  — 00  ;  Zl=0;fe  =  l  (weile- *=0;e<>=l;  6^=e).  Nehmen 

wir  alsa  in  der  vorhin  gefundenen  Exponentialreihe   statt  der 

Briggs 'sehen  Logarithmen  die  natürlichen,  so  schreibt  man 

,.         T>  •!_      /     Mlog-öt     log. nat. a     la      Za\    .   «    , 

diese    Reihe    ( weilf-^ — =,— ^ 7— =,—=—-    emfacher  so : 

\        log.  e     log.  nat.  e     \e       1  / 

(.r./a)2     Cä?.W 


Logarithmisohe  Reihe. 
75. 

Obgleich  keine  Logarithmen-Systeme  mehr  zu  berechnen 
sind,  indem  die  Arbeit  schon  geschehen,  so  ist  es  doch  ftir  die 
Theorie  wichtig,  auch  die  logarithmischen  Functionen  log. 
(l+;r)  und  Z(1+ä)  in  Reihen  zu  entwickeln**)  Wir  nehmen 
zuerst  letztere  Function,  nämlich  den  natürlichen  Logarithmus, 
dessen  Basis  e.  Dem  Begriffe  der  Logarithmen  zufolge  ist 
nun:  (l+a-)"=6»'-^(i +»)***)  und,  indem  man  für  die  rechte 
Seite  die  entsprechende  Reihe  setzt  (Qleich.  7,  §  73): 

(i±^=ZO+x)+  ^^+^i  =  . . .  .(0 


*)  Wir  werden  in  §  77  zeigen,  wie  man  in  den  seltenen  Fällen,  wo 
man  von  einer  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  wirklich  haben  muss 
denselben  leicht  vermittelst  der  Briggs 'sehen  Logarithmen  finden  kann. 

**)  Der  Logarithmus  einer  eintheiligen  Grösse,  nämlich  Ix^  lässt  sich 
nicht  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 
entwickeln,  weil  eine  solche  Reihe  für  aj«»ü  und  für  x=^\  nicht  —  <» 
und  0  geben  kann. 

***)  Denn  nimmt  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  so  hat 
man:  n./(l+a;)««./(l+fl;).Zc==«.Z(l+a;),  weil  /««l.  Die  hier 
folgende  kurze  Ableitung  der  logarithm.  Reihe  hat  zuerst  Cauchy 
gegeben.  (Cours  d^aualjse.) 
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Femer  ist  auch  für  1>«> — 1,  fllr  jeden  Werth  von  n 
(§  70): 

(1  +.)»-l^n^-^)..-f''^;-f '7^n»+. .  ■ . 

(l+«)»--l  \**./i       \/'i      "\  '"'  .  /.\ 

' ^ =*-a-«).-2-  +  0-«)(^t- 2J-  3"  +  . . .  •(») 

Die  Reihen  (1)  und  (2)  sind  Ausdrücke  ftir  eine  und  dieselbe 
Grösse^  sie  müssen  also  ftlr  «<^1  fUr  jeden  positiven  Werth 
von  n  gleich  sein^  daher: 

Lässt  man  n  bis  zu  Null  abnehmen^  so  ist 

4»S  mS  «.4  mO 

Diese  sogenannte  logarithmische  Reihe  ist  aber;  wie  man  sieht, 
nur  convergent  für  a<C\,*) 


*)  Will  man  diese  logarithmische  Reihe  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmmten  Coefificienten  ableiten,  so  setze  man,  weil  das  erste  Glied 
den  Factor  x  enthalten  muss  (indem  für  «»»0  auch  Z(i-{-«)saiO): 

Die  Coef&cienten  a,  6,  c, . . . .  sind  durch  die  Basis  des  Logarithmen- 
Systems  bestimmt.  Nehmen  wir  das  sogenannte  natürliche  System,  dessen 
Basis  6 »»2,7 182...,  so  ist  auch,  weil  die  fingirte  Reihe  der  natürliche 
Logarithmus  von  der  Zahl  1+^  sein  soll: 

1+«— 6«+6x*+«>i+....  oder  [8  78,  (7)]: 
I -1-^=- 1  J-/,^-i-A^X       .  {ax+bx^-..,)^     (ax+bx^...y 
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Setzt  man  «=1,  so  ist: 


1.2  •   3.4  '   5.6  •   7.8 


(2n— l).2fi 


+ 


l-^-ax  +  b 


+ 


1  .2 


2ab 


+ 

+ 


1  .2 
1.2.8 


«•  +  ... 
+  ... 
+  ... 


Hieraus  ergiebt  sich  zuerst  a=l  (g  64).   Die  übrigen  Coefficienten 
bestimmt  man  nun  leichter  durch  den  §  69  gezeigten  KunstgrifF.   Aus: 

l(\+x)^x  +  bx^+cs^+dai^&c (i) 

folgt:  l(\+x+u)^{x+u)+h(xi^)^+.,. 

Z(l+a;+tt)=Z(l+a?)+(l+2Äir+3c««+...)t»+Ml»*+...(«) 
Nun  ist  auch :  l-f-«+t**^(l+^)(l+7T7~)>  °^^1^* 
l(l+X'\-u)^>l(i+x)+l(  1  +  rjT^)  ^^  indem  man  in(l)y-r--   statt 


«  setzt: 


h.u* 


za+.+«)=-/(i+.)+j^+^^,+ 


w 


Die  Beihen  (2)  und  (3)  müssen  für  jeden  Werih  von  u  ehiander 
gleich  sein,  daher: 


1 

1+a; 


»l  +  2&B+3csB«+4d^+... 


Multiplicirt  man  beiderseits  mit  l  +  ^i  so  ist: 


x+Ze 
+2h 


+30 


+  ... 


2^+1^0,  3e-|-25««0  &c.,  woraus:  ^s» — (,  ^""i>  d««— |  &c.  also: 

■irr  I     \  «•    ,     JB*         «*    , 

l(I+a;)«a; ^+— — — -| .. 
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Diese  Reihe  für  12  ist  ein  wahres  Muster  von  schlechter 
Convergenz.  Um  ihre  Summe  nur  his  auf  die  siebente 
Decimide  genau  zu  erhalten,  müsste  man  schon  mehr  als 
tausend  Glieder  zusammenfassen;    denn  das  tausendste  Glied 

1  -w^ 

ist=z:^ =0,0000002. ..  und   hat  also  noch  Ein- 

(2000—1)2000       v»""""""^---  ""^    "»*  ~o"   "v^"   *-•*** 

fluss  auf  die  siebente  Decimale. 


76. 

Beiläufig  wollen  wir  hier  noch  zeigen^  wie  sich  aus^der 
logarithmischen  Reihe  eine  sehr  conyergente  Reihe  ableiten 
lässt;  nach  welcher  man,  wenn  es  noch  erforderlich  wäre^  so- 
wohl die  natürlichen,  als  auch  die  Briggs 'sehen  Logarithmen 
ohne  Vergleich  leichter  berechnen  könnte,  als  nach  der,  in  der 
Algebra  gezeigten,  elementaren  Methode. 

Setzen  wir  in  der  Reihe 

i(H-*)=«-|V^'-^+ (1) 

—  a  statt  aj  so  ist  auch  (indem  man  in  (l),  (2),  (3)  §  75,  —  x 
statt  +  ^  gesetzt  denkt)  • 

i(l_;,)==_X_|_|_ (.) 

welche  ebenfalls  für  a?<ll  convergent  ist  und  ein  negatives 
Resultat  giebt,  weil  die  Logarithmen  von  echten  Brüchen 
negativ  sind. 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  und  beachtet,  dass 

l{i  +a)—l  {l'-a!)  =  l(^^\  (Algebra  §  278),  so  konunt    |i 

Setzen  wir  hierin- =^r,  so  ist  a  = — r-r  ^ind 

1 — X  z-i-l 

''=HS+*e-iT)*+*(-S)+-- }•■••<'> 
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Nach  dieser  zwar  sehr  langsam  convergirenden  Reihe 
könnte  man  den  natürlichen  Logarithmus  einer  beliebigen 
Zahl  z  berechnen.  Wollte  man  aber  das  ganze  natürliche 
Logariihmensystem  haben^  so  würde  es  angemein  viel  leichter 
sein,  die  Logarithmen  successive  für  die  unmittelbar  auf  einander 

folgenden  Zahlen  1^2,  8;4 zu  berechnen,   indem  man 

dann  vorhergegangene  Bechnungen  für  die  folgenden  benutzen 
kann.    Eine  fUr  diesen  Zweck  sehr  convergente  Reihe  ergiebt 

sich,  wenn  man  in  (3) ==C und  also  x  =  - — — -    setzt. " 

1  — X       p  2p-4- 1 

Dann  ist 

oder,  weU  l(^^\^l(p+l)  —  lp: 

i(p+i)=Zp+2  (^ +^^^j-j+^^^^,+. ..)...  (0 

Setzt  man  hierin  nach  und  nach />=  1,  2,  3. .  .und  berück- 
sichtigt, dass  Zl=0;  M=22+22;  Z6=Z2+Z3  ist  &c.,  so  hat  man: 

ß  =  a +  2  ^-i +  ^  +  ^+. .  .)  =  0,693U71806. 
/4=2{2»  1,3862943612. 

fö=/4+2(|  +  ^.+  ^...)=:  1,6094379124. 

210  =  22+25=2,3025850930. 

Die  Reihe  (5)  wird  offenbar  desto  convergenter,  je  grösser 
p  wird.  Wollte  man  z.  B.  die  Logarithmen  nur  bis  auf  fünf 
Decimalen  genau  haben,  so  würde  schon  von  der  Zahl  ps50 
an  das  zweite  Glied  nicht  mehr  in  Betracht  kommen. 

77. 

Obgleich  in  der  höheren  Mathematik  immer  nur  natürliche 
Logarithmen  vorkommen,  und  dieses  natürliche  System,   wie 

Lftbwii^  Analjsis.    7.  Avflag».  6 
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eben  gezeigt^  nach  der  Reihe  (5)  auch  wirklich  berechnet 
worden  (und  unter  andern  in  den  CaUet'schen  Tafehi  mit 
eingetragen  ist),  so  kann  man  dennoch  dieses  natürliche 
Logarithmensystem  recht  gat  entbehren,  indem  erstens  für 
wirkliche  logarithmische  Ziffernrechnungen  die  gewöhnlichen 
Briggs'schen  Logarithmen  viel  bequemer  sind^  und  ssweitens  in 
den  seltnem  Fällen^  wo  die  natürlichen  Logarithmen  wirklich 
selbst  erforderlich  sind,  dieselben  leicht  aus  den  Briggs'sehen, 
so  wie  auch  umgekehrt  die  Briggs'schen  Logarithmen  aus  den 
natürlichen  abgeleitet  werden  können  und  bei  der  neuem 
Berechnung  (von  Vega,  Callet)  auch  wirklich  abgeleitet  worden 
sind.  Dazu  ist  nur  die  Eenntniss  des  natürlichen  Logarithmus 
von  10  erforderlich;  den  wir  zu  diesem  Zweck  in  §  76  eigens 
berechnet  haben. 

Bedeutet  nämlich  n  den  natürlichen  und  b  den  Briggs'schen 
Logarithmus  einer  und  derselben  Zahl  N^  so  dass  also  10^  = 
N  und  auch  e"  -«  N,  mithin  tO^  :=  e^  ist;  so  kommt,  wenn  man 
beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen  nimmt  und  beachtet, 
dass  ^6=  1, 

hieraus:  ^=777^ •« 

d.  h.man  erhält  den  Briggs'schen  Logarithmus  b  einer  beliebigen 
Zahl  N,  indem  man  den  natürlichen  Logarithmus  n  derselben 

Zahl  mit  dem  sogenannten  Modulus  M  =  t|-=  0,434294482  .  . 

multiplicirt,  und  umgekehrt  erhält  man  den  natürlichen  Loga- 
rithmus n  einer  beliebigen  Zahl,  wenn  man  den  Briggs'schen 

dividirt,  oder  also  auch  mit  210=2,30258509299...  multi- 
plicirt. Wegen  ihrer  grossem  Basis  (10)  sind  die  Briggs'schen 
Logarithmen  offenbar  immer  kleiner,  als  die  natürlichen  (die 
Zahl  1  ausgenonmuen,  indem  sowohl  log  l==sO,  als  auch 
l\ »»  0). 
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78. 

Setzt  man  in  der  in  §  75  erhaltenen  Reihe  ;r>=l,  so  er- 
gibt sich 

Mittelst  dieser  Reihe  lässt  sich  unmittelbar  aus  einem 
gegebenen  Logarithmus  der  zugehörige  Numerus  finden.  Ist 
z.  B.  log  a=  0,0007,  so  ist  (§  77)  Za  =  2,302585 . 0,0007 
=  0,00161181  und 

.    .    nnA.^..04    ,    0,00161181«  , 

a=  1  +  0,00161181  +  -^— f- 

a—  1,00161311. 

.  Conyergirt  dagegen  für  ein  grösseres  la  die  Reihe  nicht 
flchnell  genug,  so  sucht  man  zunächst  mittelst  der  Ketten- 
brüche den  Näherungswerth— ,  der  in  gewünschter  Weise  zu 
dem  Numerus  a  führt,   wenn  die  Logarithmen  von  b  und  c 

schon  bekannt  sind.    Denn  setzt  man  a  =  — .y,  so  ist  y  sehr 

c 

wenig  von  1  verschieden,  Zy  mithin  sehr  klein  und  es  ist 

la=l. — h^y  oder 
li/=la  +  lc — Ib, 

Dieser  Werth  för  ly  fuhrt  mittelst  der  ungemein  schnell 
convergirenden  Reihe 

y=i+iy+^^V.... 

zu  dem  Numerus  y  und  es  ergibt  sich 


6 


I&eisftmotloiieii. 
79. 

Setzt  man  den  Radios  CM=1,  so  ist 
fllr  einen  BogenAM^«  Bcboa  die  auf 
CA  Benkrechte  Linie  MP  der  Sinus  und 
CP  der  CosiniiB  dieses  Bogens  x.  Die 
Frage  ist  nun,  ob  sowohl  sin  x  als  cos  x, 
beide  als  Functionen  des  veränderlichea 
Bogens  ^  gedacht,  sich  in  Reihen  «it- 
wickeln  lassen,  die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des  Bogens 
-e  fortschreiten.*) 

Fingiren  wir  Torl&ufig  diese  Reiben  und  setzen 
sin  x^At+AiX  +  A^x'-\-Agx'  +  ... 
cos  x  =  ao  +  a^x  +  a^x'+a^x*  +. . ., 
so  ist  zuvor  klar,  dasB,  wenn  beide  Reihen  Überhaupt  möglich 
sind,  Qothwendig  Ao  =  0  und  Oo^l  sein  muBB.     Denn  da  fUr 
jeden  Werth  von  x  rechter  Hand   dasselbe  Resultat   kommen 
moBs,  wie  linker  Hand,  so  setze  maji  x='0,  bo  kommt  (weil 
dann  alle  mit  x,  x*.. . mulüplicirten  Glieder  =  0  sind)  sinO  =  Ao 
und  cos 0  =  oo,  woraus,  weilflinO  =  Ound  cosO^t,  auchAo=0 
und  aa  =  l.     Beide  Reiben  wjLren  also  etwas  näher  beeümmt 

*)  Den  Bogen  x  niiua  man  sieb  bier  nicht  in  Graden,  aoadeni  in 
Theilen  dea  HalbmetMn  ausgedrückt  denken  (TrigoDOmetrie  g  6!«). 
Iit  der  Radiiu>— 1,  so  ist  der  Umfang  ^>  2 n,  weiche  Zahl  also  an  Stelle 

der  360*  SU  Mixen  ist    Der  Bogen  von  1*  bat  also  eine  Lfinge  von  ^ 

^-^  und  kSmen  t.B.  auf  den  Bogen   AM  13*,  so  wfin   die   L&nge 

desselben  18.-^-^^0,314159---.  Der  Omnd  das«  hier  «nch  der 
Bogen  X  in  Theilen  des  Halbmessen  ausgedrückt  werden  muss,  liegt 
darin,  weil  in  jeder  Gleichung  alle  Glieder  gleichartig  »ein  müuen 
und  die  trigono;netriBche  Function  eines  Bogena,  wie  sin  x,  coi  sc  &c.,  als 
unbenannte  Zahl  (Trigonometrie  S  ?)  »icht  gleich  einer  Summe  von 
Graden  sein  kann. 
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sin  Ä=AiÄ+A2Ä?*  +  A,«*H- (i) 

cos  Ä=l+ai«+a2«*H-a8«'+ 0) 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgt 

■ 

=Ai  +  Aj«+A3«*+. . . 

Nun  ist  sEwar  (weil  der  Sinus  kleiner  als  der  Bogen)  der 

sm  X 
Quotient inmier  ein  echter  Bruch^  der  aber  der  Einheit 

X 

desto  näher  kommt,  je  kleiner  der  Bogen  wird  (Trigon.  §  62b). 
Lässt  man  also  (in  Gedanken)  den  Bogen  x  bis  zum  Ver- 
schwinden immer  kleiner  werden  (bis  zu  Kuli  convergiren),  so 

sm  X 
wird  zu  gleicher  Zeit  auch  der  Bruch der  Einheit  immer 

X 

näher  und  näher  kommen  und  sie  zuletzt  (für  x=(!i)  wirklich 
erreichen.  Für  jr^sO  fallen  aber  rechter  Hand  alle  Glieder  in 
X  weg,  und  es  bleibt  noch  $«=  A^s=i.  Der  Coeffident  A^ 
mnss  also  nothwendig  «:  1  sein  und  Gleichung  (1)  ist 

faxixs=sx+A^x^'\-A^x^+Kix^  +  Xf^x^+,,,  (s). 

Setzt  man  hier  —x  statt  x^  so  entsteht 

—  sin  07= — «H-AjÄT* — A^«* 

Diese  Gleichung  von  (3)  subtrahirt: 

2sin«=2«+2A,«»+2A5«*+. . .  oder 
sin  jr=«-|-'^s*'4"'^6*^+*  •  •  •W« 
Substitnirt  man  in  gleicher  Weise  in  Gleichung  (2)  —  .i 
ftir  x^  so  erhält  man 

cos^ssl  — Oiar+Oi«*— as«*+ 

und  diese  Gleichung  zu  (2)  addirt: 

2cosx=2  +  2as«'+2a4«^+ oder 

80. 

Die  durch  (4)  und  (5)   noch  näher  bestimmte  Form  der 
Reihen  für  sin^  und  cos^  kann  also  einfacher 
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gesetzt  werden. 

Um  hier  die  Coefficienten  A^  B. . ,  a,  b. , ,  zu  bestimmen, 
operiren  wir  folgendermassen : 

■ 

Setzen  wir^  um  auf  eine  andere  Form  zu  kommen^  a-^-z 
statt  a,  so  ist  auch 

sin(a^+-;^)+C08(d?+-^)=l+(^-^-«)+a(«+-^)*4-A(^+^)'+ 

oder  auch  (Trigonometrie  §  100;  9  und  tO): 

(sin d?4-cosÄ)co8 2^+1     ,  .  /    ,    n  ,    /    .    x«  ,  a/    *   \^  t 
(cos^sin/)sin^    )-1+(ä+^)+«(^+^)»+A(^+.)3+ 


Substituiren  wir  linker  Hand  die  fingirten  Reiben  und 
entwickebi  rechter  Hand  die  Potenzen  von  X'\-z  nur  so  weit, 
dass  die  Glieder  mit  z  in  der  ersten  Potenz  zusanmiengefasst 
werden  können,  so  haben  wir 

Das  Product  linker  Hand  enthält  einen  Theil,  welcher  der 
obersten  Reihe  rechter  Hand  gleich  ist  Diese  können  wir 
also  gegen  die  unterstrichene  Einheit  (L)  weglassen.  Dividirt 
man  dann  beiderseits  durch  z,  so  hat  man 

Denkt  man  für  a  einen  beliebigen  Werth  gesetzt,  so 
müssen  noch  fiir  jeden  Werth  von  z  beiderseits  gleiche  Resultate 
kommen.  Setzen  wir  also  z=0,  so  muss  für  jeden  Werth 
von  a: 

1  — a?+aaj«— Aä'+Jo?*  -Bir*+ . . .  =-l+2aa?+3Aa:>+4te»+5Bx*+ . . 
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sein,  mithin  ist  (§  64) 

2a  =  —  1,  aA  =  a,4J  =  —  A,  5B  =  6,  6c=—  B  etc. 

Heraus:  a  =  -.^,A=-  ^,  6=  y^, 

B  = ? &c. 

1.2.3.4.5 

Die  Coe£G[cienten  ergeben  sich  also  nach  einer  deutlichen 
und  einfachen  Recursionsregel.    Es  ist  nämlich 

sin  ^=^_  -^  +  -^—--+.:  (0 

Nach  diesen  sehr  convergenten  Reihen*)  könnten  nun, 
wenn  es  noch  nöthig  wärC;  die  trigonometrischen  Functionen 
leicht  berechnet  werden.  Aus  den  Lehren  der  Trigonometrie 
ist  bekannt^  dass  dieses  nur  f&r  den  ersten  Quadranten  (eigent- 

TV 

lieh  nur   von  0  bis  — )   zu    geschehen    braucht,    indem    für 


*)  Die  Reihen  sind  für  ein  noch  so  grosses  x  doch  stets  convergent. 

Denn    wäre   070^100  (in    Th eilen   des    Halbmessers ,    in    Graden    also 

180 
=  100  .  — -  -■  5729,578  Grad),  so  würden  zwar  die  Glieder  der  Reihe 

sin  100«  100  —  166666?  +  83333S8J  — ... . 

zunächst  immer  grösser,  die  Summe  der  Reihe  müsste  aber  doch  bis  zu 

lOO*** 
einem  bestimmten  Gliede,  z.  B.  dem  Gliede  —  7-5 —      •, welches»— a 

gesetzt  werden  mag,  -eine   endliche  Zahl=>  S  sein.    Die  nun  folgenden 
Glieder  bilden  alsdann  die  unendliche  Reihe 

,  100* 100* , 

"^*' 200. 201      ""200.201.202.203**' 

deren  Glieder  offenbar  kleiner  als  die  Glieder  der  Reihe  a.—  —  a  .  •-• 

4  «4* 

4-a.-rj  — ...  sind  (s.  auch  §  63).    Die  Summe  der  gegebenen  Reihe  ist 
4 

mithin  eine  endliche  Zahl,  die  kleiner  als  S  +  —  (1  -  —- 1-  -71-  — ... .  )=-S  + 

4  4        4 

S  +  —  ist. 


4   •  1+i  '    5 


' 
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• 

grössere  Bögen  die  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen 
periodisch  wiederkehren«  Dass  nun  aber  die  f&r  sin  x  und 
cos  X  gefdndenen  Reihen  nicht  blos  für  den  ersten  Quadranten 
(was  f&r  den  rein  trigonometrischen  Zweck  genügend  wäre), 
sondern  auch  fUr  jeden  beliebig  grossen  Bogen  gültig  sind  und 
alle  Eigenschaften  der  trigonometrischen  fWctionen  sin  x  und 
cos  X  besitzen,  wodurch  zugleich  die  allgemeine  Richtigkeit 
der  Reihen  bewiesen  ist,  wird  sich  in  §  85  zeigen.*) 

Dividirt  man  die  Reihen  (6)  und  (7)  nach  den  Regeln  der 

Partialdivision,  so  ergebt  sich  aus ^  und  -; : 

'  ^  cos  X         sm  « 

«*-*+T+T5+"315-+ ('^ 

l         X         X        2x^  ,  V 

«.    3        45      315  ^  ^ 

Femer  ist  sin(a?+t«)=sin«cosu  +  cosa;sint« 

=sin«(l  — y+j^...)  +  co8«(w — 3I+ )  oder 

sin («+«<)«=' sin x+u cos« — ^  sin«  —  ^^cosÄ+j^sin«-!-..,.  (10) 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

cos  («+t*)  =  cos  «  — usin  x — s-cos«+^  sin  «  +  . .  . .  (11) 

tg  («  +  t<)  kann  wie  vorher  sin  («+t«)  durch  Zeriegung  oder 
durch  Division  der  Reihen  (10)  und  (it)  bestimmt  werden. 

Man  erhälttg(«+w)=te«+— V  +  ^^-^+  .-.(i«) 
^\  ^  j      ^    ^ cos  •«     cos •« ^        ^    ' 

u'  cot  X 
sm  *«  '    sin  '« 

Um  den  Bogen  aus  Sin.  zu  bestimmen,  setzt  man  zunächst 

«=a  sin«H-/J8in*ar4-y  sin*«-+-dsin*«+ 


Eben  so  cot(«+w)=  cot« ; — = — | — ; — = (i«) 


*)  Es  liesse  sich  dies  auf  ganz  elementare  Weise,  jedoch  weitl&afiger, 
aneh  schon  hier  zeigen.  Quadrirt  man  s.  B.  beide  Reihen,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Quadrate  für  jeden  Werth  von  x  immer  — t  1  &c. 
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Statt  a:  — a  gesetzt: 

— a= — a  Bma+ß  &in*x — y  Bm^4-  .... 

Die  Differenz  beider  Gleichungen  durch  2  diyidirt  giebt 
«=a  Bin«+y  sin'ar  +  fi  Bin*«+  ....  (14) 

Setzt,  man  nun  in  Gleichung  (6)  f&r  x  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (14),  so  ergiebt  sich 

1 
ain^ssa  Aax+y  an^x. . . r-(a8inaj+y«in*«+. .)'+ 

oder  sin«  =  o  ain^+fy — —j  «in'«+  . . . 

Folglich  ist  a=l  und  y — ä"""^  ^^^ 

y=-=y  U.S.W. 

Mit  diesen  Wertlien  geht  (14)  über  in: 

.   sin  *«     1  .  3  sin  ^«  ,  1  •  3 . 5  sin  ^«  .  .    v 

^'""°^+-2Tr+    2.4.5    +   2.4.6.7   +  '  "  <"> 

Für  x:  -r «  gesetzt  giebt 

n  ,   cos  'x  , 

-~ ^  =s  cos  ^  H — 5-5-  .  •  .  .  oder 

^  cos  •«  ,    . 

aj=  -;r cosj: ^- (in 

2  2.3  ^    ' 

Bogen  j;  könnte  zwar  durch  Umkehrung  der  Gleichung 
(8)  aus  tg  X  bestimmt  werden,  wir  geben  jedoch  in  §  87  eine 
andere  Ableitung. 
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Siebentes  BucL 

Gebrauch  der  sogenannten  imaginären 
Grössen  und  der  sich  daraus  ergebenden 
Consequenzen.  Zurückfuhrung  jeder  ima- 
ginären Function  auf  die  einfache  Form: 

a  +  ßi. 
81. 

ochon  in  der  Buchstabenrechnung  haben  sich  im  Laufe  der 
Rechnung  manchmal  die  sogenannten  imaginären  (oder  late- 
ralen) Gfrössen  eingestellt^  und  wir  haben  schon  dort  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  diese  Grössen  in  der  hohem  Mathe- 
matik eine  sehr  wichtige  Rolle  spielen,  indem  man  vermittelst 
derselben,  gleichnissweise,  aber  noch  viel  mehr,  wie  in  der 
Trigonometrie  vermittelst  eines  Hülfswinkels,  über  oftmals 
entgegentretende  grosse  Hindernisse  wegsetzen  und  damit  auf 
wichtige  Entdeckungen  kommen  kann.  Wir  haben  schon  dort 
gezeigt,  dass  man  mit  diesen  Grössen  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  der  Buchstabenrechnung  eben  so  gut  rechnen  kann, 
wie  mit  den  sogenannten  reellen  Grössen.  (Algebra  §§  325 
und  326.)  Hier  wird  es  nun  zum  weitem  Portkommen  noth- 
wendig,  diese  Sache  wieder  aufzunehmen.  Was  übrigens  die 
eigentliche  Metaphysik,  so  wie  die  reelle  Bedeutung  der  soge- 
nannten imaginären  Grössen,  welche  zuerst  Gaus  s  in  ein  helles 
Licht  gesetzt  hat,  betri£Ft,  so  müssen  wir  den  Leser,  um  hier  den 
ebenen  Gang  nicht  zu  unterbrechen,  auf  den  Anhang  §  176 
verweisen. 


Wir  bezeichnen  wieder  mit  Qauas  das  Symbol*)  y — 1 
Ktirze  halber  mit  i.  Um  eine  beatimmte  Voretetlung  mit  dieser 
Grösse  i  zu  verbinden,  wollen  wir  sie  als  Einheit  einer  neuen 
Zahlenreihe  betrachten. 

Alle  vier  Arten  Zahlen,  n£mlich  sowohl  die  sogenannten 
positiven  und  negativen  reellen,  als  die  sogenannten  positiven 
und  negativen  imaginären,  so  wie  auch  die  aus  reellen  und 
imaginären  Zahlen  zusammengesetzten  (com pl  exen)  Grössen, 
können  wir  nun,  wie  Qause  gezeigt,  folgendermasaea  bildlich 
darsteUen,  gleichsam  versinnlicfaen. 

Man  denke  sich  in  einer 

unbegrenzten  Ebene  zwei  auf 

einander    senkrechte    Linien 

XX  und  YY  und  trage  dann 

vom     Dorchschnittspunkt    0 

ausdie  positiven  reellen  Zahlen 

auf  0(4-X),  die  negativen  nach 

entgegengesetzter     Richtung, 

dann    seitwärts    (lateral)   die 

positiven    imaginären   Zahlen 

auf  0(4- Yi}  und  die  n^ativen 

wieder  nach  entgegengesetzter 

lüchtung  ab.     So  stellt  z.  B.  der  Punct  <i  (nämlich   die  Linie 

0  a)   die   Zahl  4 1   dar ,   und   in    dem    Punct  a'    findet   man 

die  Zahl  —  4^    die  Zahl  2|  fällt  in  die  Mitte  zwbcben  2  und 

3,  die  Zahl  y  &  [ßillt  ebenfalls   zwischen  2  und  3,   die  Zahl 

—  y2.i  =  —  1,4 14t  liegt  zwischen  —  iund  —  2i&c,  Umdiecom- 

plexen  Grössen  bildlich  darzustellen,  betrachte   man  die  reelle 

Grösse  als  Abscisse  und  den  reellen  Factorvon  t  als  Ordinate.  So 

stellen  z.  B,  die  beiden  Linien  04  und  4m  die  complexe  Grösse 

4  +  3i  dar.   In  dem  Punct  m'  findet  mau  die  Grösse— 4-H3i, 

in  m"  die  Grösse  —  4  —  3i,  in  m"'  die  Grösse  4  —  3(. 

*)  Die  Zticben  1,  2,  3...— I,  —3...  sind  ebensowobl  nur 
BechanngH/inbole,  irie  die  Zeichen  ■',  2i,  3t,  ...  —  i,  —ii. 
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88. 


Da  die  Zahlenebene  unbegrenzt  ist,  und  ihre  Puncte  stetig 
auf  einander  folgen^  so  giebt  es  keine  reelle^  imaginäre,  oder 
complexe  Grösse,  welche  sich  nicht  auf  die  eben  gezdgte  Weise 
darstellen  liesse.*)  Dasselbe  kann  aber  auch  durch  Polar- 
ooordinaten  geschehen.  Ist  allgemein  a  +  ßi  eine  beliebige 
complexe  Grösse,  so  ist  a  (z.  B.  die  Lii^ie  04)  die  Abscisse 
und  ß  (z.  B.  die  Linie  4m)  die  Ordinate  des  Punctes  in  der 
Ebene,  welche  diese  Grösse  darstellt  Femer  ist  der  soge- 
nannte Modulus  ^  dieser  complexen  Grösse,  welcher  nichts 
anderes,  als  der  Radius  vector  des  erwähnten  Punctes  ist, 
durcb  die  Gleichung  ^=ya*+/J*,  und  der  Winkel  %  den 
dieser  immer  absolut  (positiv)  zu  nehmende  Modulus  ^.mit  der 


hat  man  noch: 


Achse  OX  macht)  durch  die  Gleichung  tg  9)= —gegeben.  Ferner 


a=^  cos  q) 
ß^=Q  sin  q> 
Deshalb  kann  man  auch  immer  setzen: 

a+ßi^'^Q  (cos  (p  +  i  sin  qi) 

84. 

Aus  der  Algebra  (§  325)  ist  bekannt,  dass: 
t=y— 1  t4M-i=y_i=i 

t«  =  _l*»)  i4n+2  =  _l 

i«=  — y-i=— t  »*M^=— y— 1  =— t 


*)  Die  unbegrenzte  ZaUenlinie  hat  sich  also,  als  nothwendige  Folge 
unserer  Denkgesetze,  zu  einer  nnbegreuzteu  Zahlenebene  aasgedehnt. 
Man  kommt  deshalb  leicht  auf  den  Gedanken,  ob  es  nicht  auch  in 
nnsem  Denkgesetzen  liegen  und  die  Noth wendigkeit  eintreten  könnte, 
die  Zahlencbene  sich  in  einen  Zahlenraum  ausdehnen  zulassen.  Gauss 
ist  jedoch  nicht  dieser  Meinung.    (S.  Anhang  §  176  am  Ende.)  - 

•♦)  Denn  t*«(±f/'^)*— +(^^^)*— 1,  da  allgemein  (>/a)w-*.o. 


98 

Dies  yorausgeschickt;  gelangen  wir  nun  durch  Vermitte- 
lung  der  Grösse  i^  indem  wir  dieselbe,  sie  gleichsam  als  eine 
Hülfsgrösse  betrachtend,  mit  den  sogenannten  reellen  Grössen 
verbinden  und,  wie  in  der  Algebra  gezeigt,  den  einfachen 
R^eln  der  Arithmetik  consequent  unterwerfen,  zu  sehr  frucht- 
baren Resultaten,  welche  wir  ohne  Benutzung  dieser  Grösse  t 
theils  gar  nicht,  theils  nur  auf  sehr  grossen  Umwegen  erhalten 
könnten. 

86. 

Setzen  wir  in  der  Ezponentialreihe 

e.=  l+.+  ^+^_|l^  +  ....(§73,7) 
ix  statt  Xy  so  erhalten  wir 

**=^+^+T2 +0:3  +  1X3:4+1.2.3.4.5-*- •• 

oder: 

i,_/    x^  I     ^^        ^^1    \\  ix  ^^   \      ^^      I    ^ 

\     1.2  "^  1.2.3.4"l.2.3.4.6.6'*"'*7"^*V^''T23"^  1.2.3.4.5""^  *  7 

Mittelst  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  in  §  80  erhält  man 
dafür 

e^'^cos^+tsin^ (1)*) 

Setzen  wir  hierin  — i  statt +»9  so  ist: 

e-^=cosÄ — isin^ (a) 

Um  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Reihen  alle  Eigenschaften 
der  trigonometrischen  Functionen  cos  x  und  sin  x  besitzen, 
mithin  auch  für  jedes  x  gültig  sind,  und  statt  ihrer  wirklich 
die  Functionen  cos  x  und  sin  x  gesetzt  und  aus  den  fertigen 


e*» 


*)  Setzt  man  in  dieser  Formel  x*»-^^  so  ist  0^  ''^      <»}/ — 1.  Also 
«^  {^''V-^)y-^-(y-i)y-\     Mithin:   (,/_i)K-^-«-*"-jl 

Dieien  merkwürdigen  Auidruck  hatte  schon  Euler  gefunden. 
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trigonometrischen  Tafeln  entnommen  werden  dürfen^  multipli- 
cire  man  die  beiden  Oleichungen  (1)  und  (2)  mit  einander,  so 
kommt  erstlich 

cos*a?+sin*Ä=«"  e-^t=se^=l 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  Reihen  ist  für  jedes 
+  0?  immer  =1. 

Multiplidrt  man  die  beiden  Gleichungen 

e*^=  cos«  + 1  sin  a 

«~'^=  cosy  +  i  siny 

mit  einander;  so  kommt 

^'(«±if)  =  cos  «cosy  ip sin xsiny  +  i(Biu«cosy +C08  «siny) 

Nun  ist  aber  auch;  .r+y  als  einen  Bogen  gedacht: 

^•(«±y)=  cos  (x±y)  +  %  sin  (j?+y> 

Beide  fUr  ^^)  erhaltenen  complexen  Grössen  müssen  ein- 
ander gleich  sein.  Sollen  aber  zwei  complexe  Grössen  einander 
gleich  seiu;  mithin  ihre  bildliche  Darstellung  auf  einen  und 
denselben  Punct  in  der  Zahlen-Ebene  führen  (§  82)^  so  müssen 
nothwendig  die  reellen  und  die  imaginären  Theile  einzeln 
einander  gleich  sein,  daher  die  bekannten  Beziehungen: 

cos  (« +_y) = cos  «^cos  y  4^sin  x  sin  y, 
sin  («+j/)  =  sin  «  cos  «+cos  x  sin  y. 

Anmerkung«  Die  Moduli  der  beiden  complexen  Grössen 
(1)  und  (2)  sind  ^  =  ycos*«+flln*^=  !•  Der  Punct  in  der 
unbegrenzten  Ebene,  dessen  Lage  durch  die  (complexen) 
Grössen  «**  und  «~^,  nämlich  cos^+^tsin«,  bestimmt  ist,  liegt 
also  inuner  (wie  gross  auch  a  sein  möge)  auf  der  mit  dem 
Halbmesser  =  1  beschriebenen  Peripherie. 

86. 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben  sich  für  cos  a  und  sin  a  die 
nur  scheinbar  imaginären  Ausdrücke: 


C08^  = 


Bm^< 
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2 
2t 


87. 

Die  Division  der  beiden  Oleichungen  (l)  und  (2)  §85  giebt 

o^ cosor  +  tsin« 1  +  itgj? 

coBo?  — tsino?      1 — »tgo? 

Beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen  genommen  und 

l(- ^Y^)  iiach  Formel  3,  §  76,  entwickelt,  indem  man  dort 

t  tg  ^  statt  a  setzte  kommt  (weil  alle  geraden  Potenzen  von  i  reell): 

2M:=2(ttgfl?H ^ 1 ^ h ) 

2.>  =  2e(tg.  +  ^V^ ) 

._tg.-^+^-^ (0 

Diese  Reihe  ist  convergent  für  alle  Werthe  von  tg  a,  die 
nicht  grösser  als  1  sind.  Man  kann  also  darnach  Bögen 
berechnen,  deren  Tangenten  gegeben,  und  sie  deshalb,  wie 
Leibnitz  zuerst  gezeigt  hat,  zur  Berechnung  der  Zahl  tt 
(Kreisverhältniss)  benutzen.  Der  mit  der  Einheit  beschriebene 

Bogen,  dessen  Tangente  =  1  ist,  ist  ofifenbar  -.  Setzt  man  also 

4 

in  obige  Rdhe  tg^=t,  so  muss  man  —  statt  a  setzen,  und 

man  hat  dann 

f=l-i+i-++i-T»r+ 

Diese  L  e  i  b  n  i  t z'sche  Reihe  ist  zwar  convergirend,  jedoch 
80  ausserordentlich  langsam,  dass  man  an  tausend  Glieder 
zusammenrechnen  müsste,  um  die  Zahl  n  nur  so  genau  zu 
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erhalten^  als  Metius  sie  schon  hatte.  Es  lässt  sich  jedoch 
durch  einen  kleinen  Kunstgriff  eine  convergentere  Reihe  daraus 
ableiten. 

Euler  betrachtete  nämlich  den  halben  Quadranten  -r-ab 

4 

Summe  zweier  anderer  Bögen  a  und  ß^  deren  Tangenten  also 

echte  Brüche  sind,  für  welche  vorige  Beihe  stärker  conveigirt. 

Nimmt  man  nun  a  so,  dass  tga=|,  so  wird,  weil  a+ß^ss^-— 

4 

imd  also: 

tg(«+/j)-tg^-i 

^  ^    l— tg«     1—^    , 

woraus:  tg/>=«.   ,  ""     =».  .  :=i. 

Da  also  die  Sonune  zweier  BSgen  o  und  ß,  deren  Tangenten 
beziehlich  |  und  -^  sind,  =—  ^^  ^^  setze  man  in  die  Beihe 

(1)  einmal  \  und  einmal  \  statt  tgo;  und  addire  beide  Besultate^ 
so  hat  man: 

T=i+*-*(^+3^)+i(^+^)-+-  •  • 

Nach  dieser  Euler'schen  Beihe  liesse  sich  die  Zahl  7t  schon 
ohne  viele  Mühe  berechnen.    Um  jedoch  eine  noch  stärker 
convergirende  Beihe  zu  erhalten;  dachte  sich  Mach  in  einen 
Bogen  ti;  dessen  Tangente  =^  ist;   dann  folgt  aus  tgUB»^ 
dass  (Trig.  §  100,  19)  tg2tt=^y  und  tg  4u=|fJ.    Es  ist 

also  4u>  -r.    Setzen  wir  nun  4u — 7-=^*  ^  *** 
4  4 

Mithin  muss  man,  weil  —  =4u — v,  in  die  Beihe  (t)  \  statt 
tg  X  setzen  und  den  Betrag  4  mal  nehmen,  so  hat  man  den 


Bogen  4u,  setzt  man  dano  noch  ;^  statt  tg  ^r,  so  erhält  man 
den  Bogen  r.    Daher 


V^       3.5*      5.5"      7.5' 


^^(. 


Setzen  wir  in  e— ^'^cosjT+tBinj;  (§  85)  tue  statt  x,  so  iat: 
e  *"■=  cos  n;Ej+i  sin  nx ; 
da  mm  aber  auch  t-""=(c-^)"^={cosa:4^isinj;)",  aohatmandie 
folgende  höchst  merkwürdige  und  flir  die  Folge  sehr  wichtige 
Formel,  welche,  wie  Laplace  glaubt,  zuerst  von  Moivre 
gefunden  worden,   und  auch  dessen  Namen  geführt,  nän^Uch 

( cos  X +i  sin  x)"  =  cos  nx + i  sin  na: 
gültig  für  jeden  Werth  von  «. 

Femer  folgt  noch  leicht,  dass  (weil  e-''=~^\: 

1  -  .  . 

-     —  ,  .  .—    ^cosar+isinj! 
coa.i+isma:  ' 

,^—7-^.  — r;  =  (co8Jt4^isinj;y'=eoBnir4rteinna!. 
(cos  a;i;ii  sin  j;)"       ^  1  /  1 

Die    nachfolgenden  Beispiele   werden   zeigen,,  wie    man 

ausser  e-*^  und  (coBx+iäax)"  aflch  jeden  andern  imaginären 

Ausdruck   auf  die  einfache  Form  0:  +  ßi  zurückführen  kann, 

wo  aber  auch  a  oder  ß^O  sein  kann.*) 

89  a. 

Hat  man  zwei  complexe  Ghrössen 
a+bi  und  a'+b'i  zu  addiren,  so  ist  die 
Summe  offenbar  =(a+a')  f  (i+6').t. 
Diese  Addition  läast  sich  auch  gra- 
phisch bewirken.  Stellt  nämlich  der 
Punct  m  in  der  Zahlenebene  die 
Grösse  a  f  bi  dar,  so  dass  also  os^a 

*)  Ueber  die  geometriBche  ConstractioD   der  imaginSren  Oiöesen 
■iehe  Anbang  i  ITT. 

LttbKn'i  Aulfiia.    T.  Anflig«.  7 
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und  ms=^b  ist^  und  man  trägt  nun,  vom  Puncte  m  ausgehend^ 
noch  die  Grösse  a'  +  6'i  auf,  so  dass  mv^=8t=a*  und  HV^=^b* 
ist,  so  stellt  der  Punct  n  die  Summe  beider  dar.  Die  Linie 
om=r  stellt  den  Modulus  der  ersten,  mn=^r*  den  der  zweiten 
complexen  Grösse  und  on  =  Q  den  Modulus  ihrer  Summe  dar, 
nämlich 


r  =  ya^  +  b^^  r'=ya'«+6'^  und   Q  =  y^{a  +  a'y+{b  +  b')K 

Hierbei  fällt  auf,  dass  der  Modulus  von  der  Summe  zweier 
complexen  Grössen,  a-\-bi  und  a'-{-b'i,  entweder  unter  oder 
doch  höchstens  nur  gleich  der  Summe  beider  Moduli  ist.  In 
Zeichen: 


Bilden  die  beiden  Moduli  r,  r*  eine  gerade  Linie,  dann 
wäre  ^  =  r+r'. 

ZuaatB  L  Es  folgt  hieraus,  dafls  auch  der  Modulus  von 
der  Summe  beUebig  vieler  complexen  Grössen  entweder  unter 
oder  doch  höchstens  nur  gleich  der  Summe  aller  Moduli  ist, 
indem  man  von  zwei  auf  drei,  von  drei  auf  vier  complexe 
Grössen  schliesst  &c. 

ZiisatE  2.  Dass  sich  auch  die  Subtraction  einer  complexen 
Grösse  von  einer  andern  graphisch  bewirken  und  dadurch  auch 
die  Ausführung  dieser  Operation  sich  versinnlichen  lässt,  ist 
für  sich  klar. 

88  b. 

Aufgabe.  Den  Ausdruck  (a+6t).(<?-t-Ä)  a^  die  ein- 
fachere Form  a  +  ßi  zu  reduciren. 

AnflösiiAg*  Durch  unmittelbare  Multiplicalion  erhält  man 

.     (a  +  W)(^"+"^0  =  (^^  —  bd)'\'{ad'\-be),i. 

Bei  dieser  Reduction  fällt  auf,  dass  der  Modulus  des  Products 
aus  zwei  (oder  auch  beliebig  vielen)  complexen  Factoren  gleich 
ist  dem  Product  aus  den  Moduln  der  einzelnen  Factoren. 
Denn 


99 
mithin :  y{ae  —  bd)^+^äd+l>cy= yä*+6* . ■(/<?»+ rf« 


90. 

■ 

Aufgabe.  Den  Ausdruck  -— — z-.  auf  die  Form  a+ßi  zu 
reduciren. 

Auflösung.  Man  multiplicire  Zähler  und  Nenner  mit  c — di 
80  erhält  man 

a-fW dc  +  bd     hc  —  ad  . 

Hierbei  fällt  auf;  dass  der  Modulus  des  Quotienten  zweier 
imaginären  Orössen  gleich  ist  dem  Quotienten  aus  ihren 
Moduln.    Denn 

{ac  +  bd)^      {bc  —  ady  ^a'^  +  b^    . 


91. 

Aufgabe.  Den  Ausdruck  {x+yiY  auf  die  Form  a  +  ßi 
zu  reduciren. 

Auflösung.  Man  könnte  hier  den  binomischen  Lehrsatz 
anwenden,  wenn^  für  den  Fall^  dass  n  ein  Bruch  oder  negativ 
wäro;  die  Reihen  fiir  die  reelle  Grösse  a  und  für  den  Factor  ß 
convergirten.  Bequemer  ist  aber  jedenfalls,  hier  die  Moivre'- 
sche  Formel  anzuwenden.  Setzen  wir  nämlich  nach  §  83 
j?+yt=^  (cosy+tBiny)^  so  ist: 

(^+yi)**=  Q^  (cos  y+t  sin  y  )*•  =  q^  cos  n<jp+^**  sin  nif .  i 


*)  Nebenbei  bemerkt  ist  also  das  Product  zweier  Zahlen,  wovon  jede 
die  Summe  zweier  Quadrate  ist,  immer  gleich  der  Summe  zweier  Qnadrate; 
a.  B.  (l>+2")(S»+4»)— (t.3  — 2.4)»+(l.4+2.3)«,  d.  i.  6.26=»6«+10'. 

7* 
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worin  ?=yÄ*+y*  tind  (weil  tg^=^]:  qp=Arctg— ,  mit- 
hin  auch;  wenn  man  will,  so  geschrieben 

m 

92. 

Aufgabe.    Den  Ausdruck  2(^  +  yt)  zu  reduciren. 

Auflösung.     Es  ist  (j? + yt)  =  o?  f  1  + — 1\   Daher 

l{x-j'yt)=la!+l(l+^i\ 
mithin  (§  76  [3]) 

«..,.w^,-i(i)".-+i(x)',._i(i):...+i(|)'i._.,. 

'<'+^i='»+«  fö)-i  (f )'+*  (f )*-  j  (f )V-. . .] 

.V*) 


U^4-y*)='y^*+y*  +»Arctg 


93. 

Aufgabe.    Den  Ausdruck  6*^  zu  reduciren. 
Auflösung.     Es  ist 

e*i<^=  6* .  e^^=  ^ .  (cos  y +_«  sin  y)  =  6*cosy  nh«*  siny .  i. 


')ii^+t)M^y''^'^^  -'y^^-'- 
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94. 

Aufgabe.  Die  Ausdrücke  sin  (xt)  und  cos  {an)  zu  reduciren. 

Auflösung.  Setzt  man  in  den  Formeln  §  86  ^'  statt  Xy 
flo  hat  man: 

8infj?i)  =  — ^' —  = Ti, —  •*  (hier  ist  a=0) 

^    ^  -2«  2 

<K)8(«)  =  ?:^^=l  +  j^  +  j^^  +  ...(hier  ist  /?=0) 

Aufgabe.  In  Cauchy's  Calcul  diffSrentiel  findet  sich  auch 
die  Aufgabe:  Die  Ausdrücke  sin  (j/+xt)  und  cob  (y+ai)  zu 
reduciren. 

Auflösung.    Es  ist 

sin  (y  +  a?t) = siny .  cos  {a!t)  +  cos  y .  sin  {xi) 

sm(y  +  ^)=^ — .smyH — cosy.» (i) 

co8(y  +  Ät)=coBy.cos(a:t)  —  siny.sin(a?t) 
cos(y-+-Ä?t)= ^ .cosy — siny.t.    ..(2) 


98, 

Vermittelst  der  Moivre'schen  Formel  ist  es  nun  leicht^ 
die  Potenzen  von  sin  a,  cos  a:  durch  dieselben  trigonometri- 
schen Functionen  vom  Vielfachen  des  Bogens  oder  Winkels  x 
auszudrücken. 

Setzen  wir^  Kürze  halber: 

cos  ^+ 1  sin^  sBU^ 

COSÄ  —  iBma=^v,  so  ist 

tt-f.t;=:=2.COS4r,  UV    =1, 

u — t;=2z8in  x^  u^^=l, 
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und  weil  (§  88) 

(cos  ^+  i  sin  a)"*=  cos  mx  +  «sin  mx = w*", 
(cos  X  —  i  sin  x)^  =  cos  mx — i  sin  mx = t?"*, 

so  ist  auch 

m"'4-v*"=2  cosTn^; 
^m  —  t>"»=2isinf7M?. 

Dies  vorausgeschickt;  hat  man  nun  aus  der  Gleichung 
2coBx=U'\'V  oder  2"*cos'"a?=(t*-Ht;)'*,  wenn  man  das  Binom 
entwickelt,  indem  hier  der  Exponent  m  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet 

2"*co8"<a;=tim.f-ii»u*"- 1  ,v  \  t*"»-  \v*+- — - — — u»^.t7*+ -|-mitü»»-l+'»"* 

1«A  laZ*0 

2'**co8*"ir=M"*+m.w"*"  *.uvH — ^^ — i^-  .  w"*'* .  tt*t?*+...+m .  wr .  v^^-^-tf^ 

2"'cos'»i? = (u'^+v'")  +  miu*^^  +  ü"-») H — ^ ^(t*'"*+t^-*)+ . .  • 

7n,'m—'  1 
2"^QOü^x=2 .  cos  ww?H-  m .  2  cos(7n — 2)a;H — - — ^ .  2  cos(m — 4)«  + .  • 

Da  die  Coefficienten  der  BinomialreihO;  die  von  Anfang  und 
Ende  gleich  weit  abstehen,  gleich  sind,  und  (wie  nöthigenfalls 
durch  ein  bestinmites  Beispiel  klar  wird)  *)  für  eine  gerade  An- 
zahl Glieder  (also  m  ungerade)  jeder  der  beiden  mittlem  mit  u 

/m-hl  ,  A 
m.m — l.jn— 2...(— ^ — |-l  l 

und  V  multiplidrten  Coefficienten  = -^ -J- 

'•»•» ^ 

und  fiir  eine  ungerade  Anzahl  Glieder  (also  m  gerade)  das  mittlere 


♦)  2*co8*a;«M»+5tt*f?+10M>o>+10ttV+5Mt7*+v» 

2»C08*aj=-(tt*+«»)  + 5. («•+«•)+ |^(m+») 

1  ■  ^ 

5   4 
2*  cos*  a:  =a  2 .  cos  5« + 5 . 2  cos  3a;4- — ^ .  2  cos  ar 
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OT.wi^l..yy  +  lj    „    ^  m.m-l...(Y+lj 

Glied  = -^ .»^.»^=2.4.-; 

1      2  —  1       2  — 

ist;  so  hat  man 

1)  wenn  m  gerade 

2»<-^e08ma>»co8m:i;-|~V<^^(''^''^)^~l — J  cos  (m-4)aj-|-..4-i. 

1  .  2...  - 

2)  wenn  m  ungerade 

2w-*co8"»x=coBma;-H-.co8(wi-2)x+  - — jr-  coB(m-i)x^,^ ^^ =-  .cosa? 

1  1.2  1       o  ^~"* 

Die  andere  Gleichung  2/ sin  x=u — v,  oder  2"^"»  8in*'*^p=(u — v)"* 
giebt 

2"'i*"8in*"Ä=u"'  —  mu^'-^vH — ^ — - — u"*-*v* h-  •  .+»^ 

2«  t*»  sin«  0?  =  u*"  —  mtt"»-2  _| : ti"«-4 1_       +  ^m 

Da  die  Vorzeichen  regelmässig  abwechseln;  und  das  letzte 
Glied  für   ein  gerades   m  positiv   und  für  ein   ungerades   m 

negativ  ist,  so  hat  man  (weil  ir*={i*y={ — \y) 

1)  für  m  gerade 


m 

— ■  mm 

(— 1 )   2»»-Uiiiwa;=  cos  mar-r-C08( m-2)r-h-^^-— -  C08(m — 4)«-.. +.' 

1  1  •  ^ 


-'("+■) 


1     2        - 


2)  für  wi  ungerade*) 


*)  Für  ein  ungerades  m  ist  nämlich  das  letste  Glied  negativ,  und 
da  dann  allgemein  .«»»—»'»»= 2i  sin  mx;  «»»-* — ©»•-» »  2 .  t sin  (m — 2)«  &c., 
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ro-l  TO.m-l.l—    4-1  j 

(.l)^2«-l.8in♦«x=8inTOx.-Bm(m-2)a;+'^-^- 8in(m-4)j:-..± — eiuz 

1.2  m— 1  • 

^•^ "T" 

97  a. 

Da  vorstehende  vier  Formeln  für  die  Integralrechnung 
wichtig  sind,  so  wollen  wir  hier  gleich  einige  specielle  Fälle 
zum  vorkommenden  Gebrauch  und  zum  Nachschlagen  daraus 
ableiten.     Setzt  man  w  =  2,  3,  4, . . . ,  so  erhält  man 

2cos*a:=cos2j?H-l 

4  cos*a? = cos  3  j?  -f-  3  cos^ 

8cos*Ä  =  co8  4a?4-4  cos2ä+  3 
16co8*^=cos5ar+5cos3ar4-  IOcosa* 
32cos«a:=cos6Ä  +  6cos4A-+15cos2;a?+10 
64  cos^a;  =  cos  7^+  7  cos  5«+  2 1  cos  3^+  35cos;r 


2sin*a?= — cos2ä+  l 

4  sin'a?3=  —  sin  3^+  3  sin^ 

8  sin*A* = cos  4x  —  4  cos  2ar  +  3 
16sin^;a?  =  sin5«  —  5sin3«r+  lOsinor 
32sin®a?= — cos6^  +  6cos4^ —  15cos2«+  10 
64  sin^^=  —  sin  7^  +  7  sin  5ar — 21  sin  3,r  +  35  sin  x. 


97  b. 

Vermittelst    der    beiden    §   96    gefundenen    Gleichungen, 
nämlich 


cos  mx + i  sin  mx = (cos  a-\-i  sin  a) 
cos  ma  —  isin  ma;  ==  (cos  x  —  i  sin  x) 


m 
»1 


80  bleibt  in  jedem  Gliede  der  Factor  t,  und  indem   man   auf   beiden 
Seiten    durch    t    dividirt,    kommt    auf    der   linken    Seite   der    Factor 

m— 1  m— 1 
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erhält  man  auch  leicht  Formeln^  nach  welchen  man  umgekehrt 
die  sinuB  und  cosinus  vom  Vielfachen  eines  Bogens  oder 
Winkels  durch  Potenzen  dieser  trigonometrischen  Functionen 
vom  einfachen  Bogen  oder  Winkel  ausdrücken  kann.  Man 
hat  nämlich  zuerst 

2  cos  mx  =  (cos  «  +  i  sin  xY*  +  (cos  x  —  i  sin  a)^ , 
2e  sin  mx = (cos  x  + 1  sin  x)"*  —  (cos  x  —  /sin  x)^ . 

Betrachten  wir  hier  nur  den  Fall,  wo  m  eine  ganze  Zahl 
ist,  und  entwickeln  die  rechten  Seiten  nach  der  Binomialformel, 
indem. man  auf  die  sich  tilgenden  Glieder  und  gemeinschaft- 
lichen Factoren  achtet,  so  verschwindet  alles  scheinbar  Imagi- 
näre und  man  erhält  folgende  beide  endliche  Reihen,  deren 
einfaches  Bildungsgesetz  in  die  Augen  springt: 

^        m.m —  l       ,„,       ., 
cos  mx = cos'"  X r  — ~—  cos"*""  *  X,  Bin^x 

.m.TTi— "l.m  —  2.m  —  3       ,^    .     ..  , 

H i-  -  TT      -i^ -^ cos"*"*«  sin*^ h  • . . 

i    .2.3.4 

m       ^  .       .           m.m—  \  ,m. —  2       ^  «       .   , 
smTn.'C^— cos"'~*^.sinÄ :j — —  -    —cos^^^x.Bin^x 

.  m,,fn — l.m — 2.m. —  3,m — 4       ^   «        .    .  , 

H cos"*""^  X .  sin*a: h- . . . 

^1.2.3.4.5  u-      -r.    . 

Hiernach  ist  z.  B.  für  m=2,  3,  4,. . . 

cos  2x = cos  *dr  —  sin '  0? 

cos3ä;=cos^a? — 3cos.r.s]n^^ 

cos  4.«  =  cos*Ä  —  6  cos*^.  sin^a?  +  sin*« 

cos5«  =  cos^« — 10cos*a?sin*«-f-5cosÄsin*a: 

cos6ar  =  cos*«—  löcos^^sin^arH-  l5cos*Äsin*Ä  —  sin^x 


sin  2x=  2  cos  «.  sin  x 

sin  3«=  3  cos*ar .  sin  «  —  sin'« 

sin  4« = 4  cos-*« .  sin  «  —  4 .  cos  x .  sin'«. 

sin  5«=  5  cos^xsin  x  —  10  cos*«  sin  '«-{-  sin^« 

8in6«=5cos^«sin« — 20  cos '«sin*« +6  cos  «sin*« 
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Zusats.  Aus  dem  Anblick  der  allgemeinen  Formeln  ergiebt 
sich  die  Möglichkeit,  dass  man,  wenn  m  gerade^  cos  mx  auch 
durch  lauter  Potenzen  von  sin  x  (oder  cos  x)  und,  wenn  m 
ungerade,  sin  mx  durch  Potenzen  von  sin  x  ausdrücken  könnte. 
Setzt  man  nämlich   1 — sin^^  statt  cos^.r,  so  hat  man  z.  B.: 

cos  2ar=  1  —  2sin2^=— 1  +  2  cos^x 

c6s3^=4cos^^ —  3cos^ 

cos4a;=l  —  8sin^Är-H8sin'*d'  =  l  —  8co8*^a'  +  8cos*a? 

cos  5iir=  16  cos^o?  —  20  cos^^;  +  5  cos  x 

cos6ä?=1  —  18sin*a?4-48sin*^ — 32  8in®jr 

■ 

sin  3d;=  3  sin  o;  —  4  sin^j? 

sin  5^  s=  5  sin  «  —  20  sin*^  +  1 6  sin^^. 

Ferner  erhält  man 

sin  4ir = cos  x  (4  sin  x  —  8  sin^a:) 

sin  4« = sin  x  (8  cos'^  —  4  cos  x) 

sin  6^  =  cos  o;  (6  sin  ^ — 328in3Ä+328in*Ä) 

sin  6^= sin  07(32  008^  —  32cos^.7:+6cosa:) 


107 


Achtes  Buch. 

Von  den  algebraischen 
Gleichungen. 

1.   Hülfssätze. 
98. 

-tlat  man  irgend  eine  ganze  Function  von  a?,  z.  B.: 

wo  also  die  Exponenten  n,  n— 1,...  ganze  positive  Zahlen, 
die  CoefGcienten  A,  B,  C . . .  bis  M  aber  ganz  beliebige  positive, 
negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen,  0  nicht  ausgenommen, 
sind,  N  aber  nicht  0  und  von  a  befreit  (N  also  das  sogenannte 
absolute  Glied  der  Gleichung)  ist,  so  ist  klar,  dass  ftir  jeden 
endlichen  positiven  oder  negativen  reellen  Werth  von  x  auch 
der  Betrag  der  ganzen  Function  einen  endlichen  reellen  Werth 
giebt,  weil  nämlich  jedes  Glied,  also  auch  die  Summe  aller, 
einen  reellen  Werth  giebt.  Denkt  man  sich  ferner  einen  flir 
x  angenommenen  reellen  Werth  (xq)  durch  ein  proportionirtes 
Stück  auf  einer  Abcissenlinie  abgesteckt  und  den  zugehörigen 
Betrag  der  ganzen  Function  durch  eine  entsprechende  Ordi- 
nate dargestellt,  so  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Werthe 
von  a,  die  Abscissen,  stetig  auf  einander  folgen,  auch  die  ent~ 
sprechenden  Beträge  der  Function,  die  Ordinaten,  also  auch 
ihre  Endpuncte  stetig  auf  einander  folgen  und  eine  einzige 
stetige  Linie  bilden.  Wegen  dieser  Eigenschaft  ist  also  eine 
ganze  Function  von  x  noth wendig  immer  eine  stetige  (con- 
tinuirliche). 
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99. 

Die  erwähnte  LiDie,  welche  aus  einer  solchen  Function 
hervorgehen  würde,  kann  den  Umständen  nach  ganz  oberhalb 
oder  ganz  unterhalb  der  Abscissenlinie  oder  auch  zu  beiden 
Seiten  liegen ,  mithin  dieselbe  ein-  oder  auch  mehreremal 
schneiden. 

Die  aus  x^  —  2a? +5  entspringende  Linie  z.  B.  bleibt  in 
ihrer  unendlichen  Ausdehnung  naöh  rechts  und  links  stets  ober- 
halb der  Abscissenlinie,  weil  es  keinen  reellen  Werth  yon^ 
giebt,  für  welchen  die  Function  x^  —  2x-\-h  gleich  Null  wird, 
denn  setzen  wir  x^ — 2a?  +  5  =  0,  so  folgt  daraus  .r=  l_+2y — l ; 
diese  complexen  Werthe  von*  x  lassen  sich  aber  nicht  durch 
eine  Abscisse  darstellen,  obgleich  der  Betrag  der  Function  für 
diese  complexen  Werthe  =0  wird.  Die  aus  der  Function 
x*—,c — 6  entspringende  Linie  hingegen  schneidet  die  Abscissen- 
linie zweimal  und  liegt  also  zu  beiden  Seiten  derselben.   Denn 

1+5 
setzen  wir  x^ — x  —  6  =  0,  so  folgt  daraus:  x=-"7^&c. 

100. 

Aus  dem  vorstehenden  §  folgt  nun,  dass,  wenn  eine  ganze 
Function. 

d?»'  -h  A^""^  +  Ba?**-^  + . . .  -f-  Ma?-f-  N 

für  zwei  reelle  Werthe  von  x  (xq  und  x^)  Resultate  von  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  giebt,  d.  h.  eine  positive  und  eine 
negative  Ordinate,  es  dann  nothwendig  auch  (wenigstens)  einen 
reellen  Werth  von  x  geben  muss,  für  welchen  die  Function 
=  0  wird.  Denn  die  stetige  Linie,  welche  die  Function, 
wirklich  constniirt,  geben,  und  welche  durch  die  Endpuncte 
der  positiven  und  negativen  Ordinaten  gehen  würde,  liegt 
theils  oberhalb,  theils  unterhalb  der  Abscissenlinie  und  muss 
dieselbe  also  wenigstens  einmal  schneiden. 

101. 

LehrsatB.    In  jeder  ganzen  Function 

j?"  + Aa:'-i  +  BÄ—2  +  . .  .-+-Mj?-f-N 
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kann  man  statt  x  immer  einen  so  grossen  Werth  setzen,  dass 
das  höchste  Glied  (a?*)  grösser  wird,  als  die  Summe  aller 
folgenden. 

1.  Beweis.     Diese  Function  lässt  sich  so  schreiben: 

Nun  kann  man  aber  x  so  gross  werden  lassen^  dass  die 

AB       N 
auf  1  folgenden  Brüche: — ;^2v~n    *^   klein   werden,  dass 

XX  X 

ihre  Summe  kleiner  als  1  wird ;  alsdann  ist  aber  offenbar  auch 

^»•>  A;c«- 1  +  B^»» -2  -i- . . .  +M«  +  N. 

2.  Beweis.  Legt  man  in  «»•  +  AÄ*'~^-f-. .  .  +  M«-i-N  allen 
Coefficienten  A,  B,...N  den  Werth  des  grössten,  den  wir  mit 
6  bezeichnen  wollen,  bei,  so  kann  man  fbr  x  einen  solchen 
Werth  angeben,  dass,  selbst  alle  Vorzeichen  als  gleich  ange- 
nommen, doch  noch 

;c^>G(ä**-^4-ä'*-2  +  ...  +  J7-I-1)  oder:  (Algebra  §  254) 

.-»"^G. 7-  oder 

X —  1 

und  dies  offenbar  um  so  mehr,  wenn 

x^ 

d:">G. 7  oder 

X —  1 

a:— 1>G,  also:  a?>G-fl. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  o;  in  (1),  so  wird  die  linke 
Seite  grösser  als  die  rechte. 


102. 

laehrsatz.    In  jeder  ganzen  Function  von  der  Form 
af"  +  Aoj"-!  +  Bi"-2  +  Cä"-3— D«"  *— Kc"-5 ... — Mx— N, 
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in  welcher  nämlich  ein  oder  mehrere  unmittelbar  auf  einander 
folgende  Anfangsglieder  alle  positiv,  die  darauf  folgenden  aber 
alle  negativ  sind,  giebt  es  unter  den  unzähligen  positiven 
Werthen,  welche  für  x  gesetzt  werden  können,  nur  einen 
einzigen,  fiir  welchen  die  Function  =0  wird. 

Beweis.  Für  j;=0  giebt  die  Function  ein  negatives 
Resultat  ( — N).  Lassen  wir  nun  x  von  0  an  im  positiven  Sinne 
immerfort  wachsen,  sO  wird  zuletzt  ^r'*  allein  schon  grösser,  als 
die  Summe  aller  folgenden  (§  101),  mithin  muss  x  vorher 
schon  einen  solchen  positiven  Werth  gehabt  haben,  für  welchen 
die  Function  =0  wurde  (§  100).  Von  da  an  aber  bleibt  bei 
wachsendem  positiven  x  die  Function  immer  positiv.  Es  giebt 
also  nur  einen  positiven  Werth  von  ar,  für  welchen  obige 
Function  =0  wird. 

103. 

Lehrsatz.    Wenn  es  in  der  ganzen  Function 

fUr  die  unbestimmte  Grösse  x  irgend  einen  Werth  a  giebt  (er 
möge  direct,  invers,  lateral  oder  complex  sein),  welcher  die 
Function  zu  Null  macht,  so  ist  die  Function  nothwendig  durch 
X — a  ohne  Rest  theilbar. 

Nehmen  wir  des  leichtern  Verständnisses  halber  erst  einen 
speciellen  Fall. 

Die  Function  «*  — 4j?"— 7ä*+22«+24  z.  B.  wird  =0, 
wenn  man  +  3  statt  x  setzt ;  dass  sie  nun  wirklich  durch  x — 3 
ohne  Rest  theilbar  ist,  zeigt  zuerst  die  wirklich  ausgeführte 
Division,  indem  (Algebra  §  321) 

a7*_4.r«— 7ir«+22*+24 


X — 3 


=x^  —  x^  —  \^x—%. 


Die  Function  ar*  — 44?»— 7a:*  +  22a: +26  wird  für  x  =  \\ 
nicht  =0  und  deshalb  muss  auch  bei  der  Division  derselben 
durch  X  —  3  ein  Rest  bleiben.     £s  ist  nämlich 

^4 _ 4^8 _ 7^1^ 22a: +26        ,         ,       ,^        ^  .       2 

-=  j;8  —  o;«  —  10.r— 8 + 


a:— 3  '  X — 3' 
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1.  Beweis.    Sei  allgemein 

j?«  +  Aä"-i -+- Bä«-2  + . . . -f- M^ -h  N (i) 

eine  beliebige  ganze  Function  und  a  der  Werth,  welcher,  statt 
X  gesetzt^  dieselbe  zu  Null  macht,  so  dass  also 

so  wird  offenbar,  wenn  man,  wie  in  vorstehendem  Zahlen- 
beispiel, mit  X  —  a  in  ^+ Aa:"""^  +  . .  .  +  M^  +  N  dividirt,  der 
Quotient  mit  ä**"^  anheben.  Bezeichnen  wir  die  Coefficienten 
des  Quotienten  mit  A^ :  B^ . . . ,  so  hat  man : 

X —  a  11*111^  —  ^ 

Dass  nun  aber  der  hier  fingirte  und  jedenfalls  von  x  befreite 
Rest  R  nicht  existirt  oder  R==0  ist,  folgt,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten  mit  x — a  multiplicirt.    Dann  ist: 

af'+Aa^-^^'Bx''-^+..+mc^^^x-a)\a^^^ 

Da  nun  beide  Seiten  dieser  Gleichung  flir  jeden  Werth 
von  X  gleiche  Resultate  geben  müssen,  zufolge  der  Voraus- 
setzung aber  für  x^=^a  die  Unke  Seite  =0^  und  rechter  Hand 
der  Factor  x  —  a,  als  auch  das  Product  aus  ihm  und  dem 
andern  eingeklammerten  Factor  «»0  wird;  so  hat  man^  a  statt 
X  gesetzt: 

0  =  04-R,  mithin  R  =  0. 
Dieser  Beweis  ist  von  d' A 1  e  m  b  e  r  t,  der  folgende  von  Lagrange. 

2.  Beweis.    Aus  der  Voraussetzung: 

a"  +  Aa"~i  +  Ba'«"8  +  . .  .  +  Ma  +  N=0 
folgt:  N=— a«— Aa—i  — Ba»-«— ...  — Mo. 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  für  N  in  die  Function  (1); 
so  wird  sie 

«"4-Aa:"-i+'...  +  M«— a"— Aa*-i— .  .  .— Ma 
oder:  j?"~a?»+A(j:"-i  -a«-i)+B(ar"-»— a— «)+. .  .^-M(Ä^— a), 
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und  es  ist  aus  dieser  Form  nun  klar^  daes  di^  fragliche 
Funddon  (1)»  was  auch  a  zein  möge,  durch  x^a  ohne  Rest 
theilbar  ist.    (Algebra  §  321^  2.) 

104. 

Bildet  man  durch  gewöhnliche  Multiplication  aus  einfachen 
zweitheiligen  Factoren  (Formen  ersten  Grades)  ein  Product, 
so  is  klar,  dass  das  Product  durch  jeden  der  Factoren  ohne 
Rest  theilbar  sein  muss.    Es  ist  z.  B. 

(^— l)(d?— 3)(^4-2)=Ä«  — 2^«— 5a?+6 (i) 

und  das  Product  rechter  Hand  muss  durch  x —  1 ,  durch  x  —  3 
und  durch  ^+2  ohne  Rest  theilbar  sein. 

Weil  ferner,  wenn  man  in  die  Gleichung  (l)  für  x  be- 
liebige Werthe  setzt,  auf  beiden  Seiten  geiche  Resultate 
kommen  müssen^  linker  Hand  aber  jedesmal  einer  der  Faktoren 
=  0  wird;  wenn  man  statt  x  die  Zahlen  1,  3  und  —  2  setzte  so 
muss  für  jeden  dieser  drei  Werthe  von  x  auch  das  Product 
rechter  Hand  =  o  werden^  und  es  ist  klar,  dass  iür  jeden 
andern  Werth  von  x  keiner  der  drei  Factoren,  also  auch 
nicht  das  Product,  =  0  wird. 

105. 

Aus  Formen  ersten  Grades,  x  —  a,  x  —  b,  x  —  c  &c.,  lässt 
sich  durch  gemeine  Multiplication  oder  durch  Variation  das 
entsprechende  Product  entwickeln,  und  es  ist  einleuchtend, 
dass,  wenn  man  n  einfache  Factoren,  x — ö,  x — b  &c  hat,  das 
Product  eine  ganze  Function  vom  nten  Grade  sein  wird; 
wichtiger  ist  nun  aber  die  umgekehrte  Frage:  ob  man  wohl 
jede  ganze  Function  vom  nten  Grade  als  ein  aus  Formen 
ersten  Grades  gebildetes  Product  betrachten  darf  und  in  solche 
zerlegen  kafti,  .  Die  Beantwortung  dieser  Frage  hängt  von  der 
Theorie  der  höheren  algebraischen  Gleichungen  ab. 

106. 

Schon  in  der  Algebra  (S  218)  ist  erklärt,  dass  in  einer 
Gleichung  mit  nur  einer  unbekannten  Grösse  jede  statt  der 
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unbekannten  gesetzte  positive,  negative,  laterale  oder  complexe 
Grösse,  welche  der  Gleichung  Genüge  leistet  (d.  h.  die  linke 
Seite  gleich  der  rechten  macht),  eine  Wurzel  derselben  ge- 
nannt wird.  Kommen  in  einer  Gleichung  nur  ganze  positive 
Potenzen  der  unbekannten  Grösse  vor  und  ist  die  endliche 
Zahl  n  der  höchste  Exponent,  so  heisst  sie  eine  alge- 
braische Gleichung  vom  nten  Grade  (s.  die  Anmerkung 
zu  §  34)  und  lässt  sich,  wenn  man  alle  Glieder  auf  die  linke 
Seite  bringt,  immer  so  formen: 

Ä»*+Aa?»-i+ ^^'-^^ + Mo? + N = 0, 

so  dass  nämlich  die  linke  Seite  immer  eine  ganze  Function  ist. 
Sind  alle  Potenzen  der  unbekannten  Grösse  von  der  nten 
bis  zur    Iten  darin   enthalten,   so  heisst  die   Gleichung  voll- 
ständig, sonst  unvollständig. 

107. 

Die  vorhin  aufgeworfene  Frage,  ob  sich  jede  ganze 
Function  vom  nten  Grade,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  linke 
Seite  einer  geordneten  algebraischen  Gleichung  nten  Grades 
von  obiger  Form  immer  in  n  einfache  Factoren  auflösen  lässt, 
kommt  darauf  zurück,  ob  es  für  jede  algebraische  Gleichung 
immer  einen  Werthagiebt,  welcher,  statt  der  unbestimmten 
Grösse  a  gesetzt,  derselben  Genüge  leistet;  denn  wäre  dies  der 
Fall,  so  könnte  man,  wie  in  §  103  bewiesen,  die  linke  Seite 
ä"+Ajj**"*+ .  ..  +  M«  +  N  durch  x  —  a  ohne  Best  dividiren 
und  mithin  dieselbe  in  zwei  Factoren  auflösen,  wovon  der 
eine  einfach  (a — a)  und  der  andere  ein  Quotient  von  der  Form 

ä"-i  +  Aiä~-»+  .  . .  H-MiÄ  +  Ni 

wäre.  Von  dem  erhaltenen,  um  einen  Grad  niedrigem 
Quotienten  gälte  dann  dasselbe  wieder.  Denn  wäre  b  die 
Grösse^  welche,  statt  a;  gesetzt,  den  Quotienten  zu  Null  macht, 
so  könnte  man  ihn  wieder  durch  a — b  ohne  Rest  dividiren  und 
mithin  in  das  Product  («— 6)  (^-2  + Aj«"""'+... +Mja?+N2) 
auflösen  &c. 

Liesse  sich  also  beweisen,  dass  für  jede  (geordDcte) 
algebraische  Gleichung   immer   ein   Werth  existirt,   welcher, 

LftbMn*!  AnalymB.    7.  Auflage.  8 
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Btatt  der  Unbekannten  x  gesetzt^  derselben  Genüge  leistet,  so 
wäre  man  auch  zu  dem  Schlüsse  berechtigt ,  jede  Gleichung 
vom  nten  Grade  als  ein  Product  aus  n  einfachen  Factoren 
und  zwar  als  das  Product  der  sämmtlichen  n  annullirten 
Wurzelgleichungen  betrachten  zu  dürfen. 

Diese  n  einfachen  Factoren  könnten  dann^  den  Umständen 
nach,  zum  Theil  oder  auch  alle  reelle,  imaginäre  oder  complexe 
Größsen,  zum  Theil  oder  auch  alle  verschieden  oder  auch 
gleich  sein;  im  letztern  Falle  sagt  man^  die  Gleichung  habe  n 
gleiche  Wurzeln. 

So  hat  z.B.  die  Gleichung  dritten  Gradesa:' — 2x^ — 5a'-1-6=0 
drei  reelle  Wurzeln,  zwei  positive,  l  und  3,  und  eine  negative, 
—  2,  denn  sie  ist  das  Product  aus  {x — 1)  {x  —  3).  («+2),  und 
die  drei  Werthe  1,  3,  — 2  leisten  ihre  Genüge. 

Die  Gleichung  x^  —  3ä*+4  =  0  hat  drei  reelle  Wurzeln, 
worunter  zwei  gleiche.  Sie  ist  das  Product  aus  {x—  2)  {x — 2)  (a:-f  1 ). 

Die  Gleichung:  x^ — 2.r-f5=0  hat  zwei  complexe  Wurzeln, 
sie  ist  das  Product  aus  {x  —  1  +  2  y  —  1)  (.r  —  l  —  2  y —  1). 

108. 

*Dass  nun  aber  jede  idgebraische  Gleichung  nten  Ghrades 
wirklich  eine  und  folglich  n  Wurzeln  habe  (sich  in  n  Factoren 
ersten  Ghrades  zerlegen  lässt),  dafür  giebt  es  verschiedene  Be- 
weise, von  welchen  wir  hier  den  einfachsten  Uli  herrischen 
(im  Grelle'  sehen  Journal)  erläutern  wollen.  Dieser  Beweis  zeigt 
nämlich,  dass  es  für  jede  ganze,  in  Bezug  auf  x  rationale  Function 

a7"  +  Aa?"-i  +  Ba;"-2+. .  .+Mjr+N (i) 

immer   einen  Werth  p  +  qi  giebt,  welcher  statt  x  gesetzt  die 
Function  (l)  annuUirt*) 

Was  auch  p  und  q  fUr  Werthe  haben  mögen  (Null  nicht 
ausgenommen),  so  können  wir  doch,  zufolge  §  83,  immer 
p=Q,cx>%  ^undj=  ß.sing),  mithin /?  +  3i=ß  (cos9)-f-tBin<]p) 
setzen. 


♦)  Wir  nehmen  hier  die  Coefficienten  A,  B, . . .  N  alle  als  reelle  Grossen 
an,  weil  dies  vermöge  §  112,  Beweis  2,  genügt.  Vermöge  §§113  und 
114  brauchte  dieser  Beweis  nur  für  den  speciellen  Fall  geführt  zn 
werden,  wo  n  eine  gerade  Zahl  und  N  positiv  ist. 
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Substituiren  wir  nun  diesen  bequemern  Ausdruck  statt  .v 
in  (1),  so  verwandelt  sich  die  Function  in: 


ß"  (cos  fp+i  sin  9))"+  < 


A^"— ^(cos  q>  4- 1  sin  qp)*"^  + 
B^**~*(cos  cp+i  sin  qp)**~^  + 


>  +  N 


+  Mß  (cos  q>  +  i  sin  cp) 

mithin  auch,  zufolge   der  Moi  vre 'sehen  Formel   (§  88),  in 

A^'*~^[cos(n —  1  )^ +fsin(n —  1  )(p] 
Bß**~2fcos(n — 2)(p+mn{n — 2)^] 


^"(coswqp-f-i  sinwg))+ ^ 


>+N....(a) 


Mq  (cos  qp  + 1  sin  q) 

Um  nun  anschaulich  zu  machen^  dass  es  für  q  und  <)p 
Werthe  geben  muss,  welche  den  Ausdruck  (2)  annulliren,  wollen 
wir  denselben,  wie  in  §  82  gezeigt,  bildlich  darstellen,  indem 
wir  Q  und  q>  als  veränderlich  annehmen.  Aus  der  unbegrenzten 
Zahlenebene,  in  welcher  wir  die  fraglichen  Werthe  von  .r, 
nämlich  p  +  qi  oder^  (cos  q)  +  i&mq>)  zu  suchen  haben,  können 
wir  nun  ein  endliches  begrenztes  Stück  ausscheiden,  über 
welches  hinaus  sich  q*^  jedenfalls  nicht  erstrecken  kann^  indem 
wir  nämlich  für  q^  zuerst  einen  so  grossen  Werth  annehmen,  dass 

p«>Aß*-i  +  Bß"-2  +  . .  .  +  M^  +  N (3) 

was  nach  §  101  immer  möglich  ist. 

Beschreiben  wir  nun  mit  ^"=0A  einen  Kreis  um  den 
Nullpunct  O,  so  muss  die  erste  complexe  Grösse  in  (2), 
nämlich:  q*^  (cos  ncp  +  i  sin  ng)),  für  sich  allein  dargestellt,  für 
jeden  Werth  von  g),  Puncto  der  Zahlenebene  geben,  welche 
alle  auf  die  Peripherie  dieses  Kreises  fallen,  weil  ja  der  Modulus 
dieser  complexen  Grösse  für  jedes  g>  inmier  =  q^  ist,  nämlich 
y  (ß*"  cos^ng)  +  p*"sin*wg))  =  ^"  (§  85,  Anmerkung). 

■  Denken  wir  uns  für  xp  alle  stetig  auf  einander  folgenden 

Werthe  von  0®  bis gesetzt,   so  ist  zuerst  für  g)=0,  der 

n 

Betrag   der  ersten   complexen  Grösse  in  (2),  =  ^  (Punct  A). 

8* 


Bezeichnen  wir  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  mit  a  +  ßt, 
indem  wir  der  Kürze  halber: 

Aß"-'.cofl(n — l)qn+B^"-*.coa(n — 2)y+..,4-Mf  cosq[i+N:=a.,(*) 
Aß"-',Bin(n — l)y-t-Bß"~'.Bin(n — 2)qp+...+M^8in5p=/? (») 

setzen,  so  ist  für  ^^0,  der  ganze  Betrag  der  Function  (2), 
^g"+a  (indem  nach  (5)  für  9=0  auch  ß^O).  Weil  nun 
f''>a,*)  Bo  ist  auch,  selbst  wenn  a  negativ  wäre,  p"-|-c(]>0. 
Der  Punct  t(,  der  Zahlenebene,  welcher,  für  ^  =  0,  den  ganzen 
Betrag  der  Fanetion  (2)  darstellt,  fSllt  nothwendig  rechts  von 
DE  und  zwar  zwischen  O  und  Ä,  wenn  a  negativ,  und  über  A 
hinaus,  wenn,  wie  in  der  Figur  angenommen,  a(^Ai^)  positiv  ist. 

Fiir(p=— ,alBOn^=90"=..iDOA,  ist  in  (2)  der  Betrag 

des  ersten  complexen  Glledes=p".i  (Punkt  D)  und,  indem  wir 
die  Summe   aller  folgenden  Glieder  für  diesen  Werth   von  ip 
wieder  mit  a+ßi  bezeichnen  und,  wie  in  §  89  a  gezeigt,  dem 
ersten  Gliede  hinzufügen,  ist  der  ganze  Betrag  der  Function  (2) 
^a+(p"-|-/3) t,   mithin,  wenn  ß 
auch  negativ  wäre,  doch  ß"+j?]>0 
und  der  fragliche  Punct  der  Zahlen- 
ebene fUUt  nothwendig  oberhalb 
des  DurchmesBerB  AB   (und,  je 
nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist, 
rechts  oder  links  von  DE). 

Für  9^1= -,  al8on9!=180'', 

ist   der  Betrag    des    ersten   com- 
plexen Gliedes  =9"  coa  180<*^ — Q" 
(Punet  6)  und,  indem  wir  die  Summe  der   folgenden  Glieder 
wieder  mit  a  +  ßi  bezeichnen,  der  ganze  Betrag  der  Function(2) 


•)  Wenn  man  Glieder  rechter  Hand  in  der  Ungleichung  (8)  mit 
dsD  coeiauB  oder  einus  beliebiger  Winkel  multiplicirt,  ao  muiB  die 
Ungleichang  beateben  bleiben,  ireil  ja  alle  coaiuoa  und  Binus  eohle 
Brüche  oder  böchaten»  =  1  sind. 
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s-=( — Qn^a)  +  ßi,  Der  ihn  darstellende  Punct  der  Zahlenebene 

feilt  nun  links  von   D  E,  weil  die  reelle  Grösse  ( — ^**  +  a), 

wegen  ß»*>a,  jedenfalls  negativ  ist. 

270® 
Für  (p= ,  al8ony  =  2700istt>"8in2700=  — ß*».i.  Der 

fragliche  Punct  feilt  unterhalb  AB,  weil  jetzt  der  Factor 
von  ?,  nämlich:  —  Q**-\-ß  (wegen  ß**>/?),  negativ  ist. 

360® 
Für  g>  = ,  also  nqp  =  360®  ist  der  ganze  Betrag   der 

Function  (2)  =  {Q*^  +  a)+ßi  Der  fragliche  Punct  feilt  jetzt 
wieder  rechts  von  DE  (und^  je  nachdem  ß  positiv  oder 
negativ  ist^  oberhalb  oder  unterhalb  A  B). 

Es  ist  nun  einleuchtend ,  dass  für  die  Annahme  eines  so 
grossen  Werthes  von  q  ,  für  welchen  die  Ungleichung  (3)  be- 
steht^ für  keinen  Werth  von  q>  der  fragliche  Punct  t  mit 
dem  NuUpunct  0  zusammenfallen  kann,  weil  der  Modulus  des 
ersten  complexen  Gliedes  stets  grösser  ist;  als  der  Modulus 
von  der  Summe  aller  folgenden  Glieder  (^"  >  y  a*  + /?*, 
§  89  a,  Zusatz)  *) 

Die  in  (4)  und  (5)  durch  a  und  ß  vertretenen  Ausdrücke 
ändern  sich  stetig  mit  dem  Winkel  cp,  so  dass,  wenn  q>  sich 
um  eine  sehr  kleine  Grösse  ändert^  sich  nothwendig  a  und  ß 
auch  nur  um  sehr  kleine  Grössen  ändern.  Deshalb  müssen 
die  erwähnten  Puncto  ^o;  ^iv**  stetig  auf  einander  folgen 
und  in  einer  gewissen  krummen  Linie  den  Nullpunct  um- 
schlingen.**) 


*)  Wenn  auch  für  irgend  einen  Punct  M,  welcher  den  Betrag  des 
ersten  complexen  Gliedes  in  (2)  darsteUt,  a  und  fty  statt  positiv,  wie  hier 
in  der  Figur  angenommen,  (tAvs^a,  vt=^ß)  beide  negativ  (Mv',  v*  t*)  und 
80  beschaffen  wären,  dass  der  Modulus  VM^y  a^+ß*  gerade  auf  den 
Modulus  0  M »  ()>*  fiele ,  so  würde  der  Punct  f  doch  den  Nullpunct  0 
nicht  erreichen,  weil  p>}/«*+^* 

360** 

**)    Wollte  man  a>  noch  weiter  wachsen  lassen,  z.  ß.  von bis 

^  n 

o    qaao 

-^ ,  also  ny  von  360*  bis  2.360*,  so  erhält  man  noch  eine  Windung, 

und  für  ^=-0  bis(p=s360°,  also  von  nip^^O  bis  rx/^ »»11.360*  im  Ganzen 
n  Windungen,  die  aus  angegebenem  Grunde  ((>'*>}/  cc^  +  ß*)  alle  um  den 
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Lassen  wir  nun  q  stetig  bis  zu  Null  abnehmen  ^  und 
denken  uns  fiir  jeden  Modulus  von  ^"  =  0A  bis  ^"  =  0  die 
Construction  des  ganzen  Ausdrucks  (2)  ausgeführt^  so  wird 
offenbar  die  ganze  Kreisfläche  ADBE  mit  concentrischen,  sich 
stetig  an  einander  legenden  Peripherien  ganz  ausgeftillt 
Gleichzeitig  müssen  auch  die  diesen  unzähligen  Peripherien 
entsprechenden  Windungen  sich  stetig  an  einander  legen.  Und 
diese  Windungen,  die  anfangs  den  NuUpunct  O  umschlangen; 
müssen  für  sehr  kleine  q  ganz  ausserhalb  desselben  liegen. 
Denn  setzt  man  ^=^0^  so  reducirt  sich  der  ganze  Ausdruck  (2) 
auf  das  letzte  constante  Glied  N,  und  dies  giebt,  construirt, 
einen  Punct  h,  der  ausserhalb  des  Nullpuncts  O  auf  AB 
fällt;  und  zwar  rechts  oder  links  von  DE;  je  nachdem  N 
positiv  oder  negativ  ist. 

Nun  kann  man  sich  aber  q,  also  auch  den  Modulus  ^, 
so  klein  denken,  dass  in  (2)  die  constante  Grösse  N  grösser 
bleibt;  als  die  Summe  aller  vorhergehenden  reellen  Glieder. 
Die  diesem  q**  entsprechende  kleine  Windung  (indem  man  ftlr 

q)  wieder  alle  Werthe  von  0  bis gesetzt  denkt)  wird  jetzt 

nicht  den  NuUpunct  O;  sondern  den  für  ^  =  0  entsprechenden 
Punct  h  umschlingen.  Es  muss  also  nothwendig  zwischen 
^••==0A  und  Q**  =  0  ein  solcher  Modulus  q^  existiren;  ftlr 
welchen  die  Windung  den  NuUpunct  weder  umschlingt,  noch 
ganz  ausserhalb  desselben  liegt,  sondern  durch  denselben 
hindurchgeht.  Ueberdies  ist  auch  klar,  dass  alle  Puncto  des 
von  der  ersten  Windung  ^o  ^  und  der  geraden  Linie  ntQ  be- 
grenzten Stücks  der  Zahlenebene;  mithin  auch  der  NuUpunct  O 
zum  Vorschein  kommen  müssen;  und  hiermit  ist  nun  bewiesen; 
dass  es  für  q  und  q)  solche  Werthe  giebt;  welche  den  Ausdruck 
(2)  zu  Null  machen,  folglich  auch,  weil  wir  q  {cos  (p+isiiKp) 


NuUpunct   O    herumgeheu.     Die   iu  der   Figur  nur  angedeutete  Eine 
Windung  entspricht  der  bekannten  Function: 

81  (coa  4  (^  -{-» ain  4  </•)  +  64  (  cos  2  y + isin  2  y)  +  5, 
welche  aus  der  Gleichung:  sr^-f^^'+^'^O  entspring^,  wenn  man  darin 
X'^o Q{Q<}B (p-\-i Bin  (p)  und  dann  ^»»3  setst. 
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statt  p  +  qi  substituirt  haben,  dass  für  x  wenigstens  ein  Werth 
von  der  Form  p-i-qi  (wo  jedoch  p  oder  q  auch  =  0  sein  kann) 
existirt,  welcher  die  Function  (l)  annullirt,  mit  andern  Worten: 
jede  rationale  algebraische  Gleichung  t^ten  Ghrades  hat  eine 
Wurzel  und  mithin  n  Wurzeln  (§  107). 

109. 

Ueber  die  nicht  leichte  Theorie  der  höhern  Gleichungen 
haben  sich  die  Mathematiker  von  je  her  sehr  viel  den  Kopf 
zerbrochen.  Je  näher  man  ihr  auf  die  Spur  gekonunen  zu 
sein  glaubt;  sagt  Montucla,  je  tiefer  verkriecht  sie  sich. 
Die  Lösung  der  gemischten  quadratischen  Gleichungen  er- 
forderte schon  einen  kleinen  Kunstgriff.  Mit  den  hohem  Gb'aden 
aber  steigern  sich  auch  die  Schwierigkeiten,  und  obgleich  die 
grössten  Analysten  sich  angestrengt  haben,  diese  sich  thürmen- 
den  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  so  ist  doch  bis  jetzt^  was 
die  Hauptsache^  nämlich  die  Auflösung  der  hohem  Gleichungen; 
d.  i.  die  Aufifindimg  ihrer  Wurzeln  betrifft;  das  erwünschte 
Ziel  noch  nicht  erreicht;  jedoch  sind  mehrere  schon  an  sich 
merkwürdige  Sätze  aufgefunden  worden,  welche  vielleicht  dazu 
beitragen  können,  an  dies  Ziel  zu  gelangen.  Die  wichtigsten 
dieser  Sätze ;  zu  welchen  die  vorhergehenden  die  Grundlage 
bilden;  wollen  wir  im  Folgenden  mittheilen. 

2.    Eigenschaften. 

110. 

Bildet  man  aus  n  einfachen  Factoren  x — o^,  x — o, . .  .x — a„; 
das  Product  ic"  + Aa;*"^-h.  .  +  Mic4-N;  so  sind  die  Coeffici- 
enten  A,  B . . .  N  des  Products  im  Voraus  durch  die  Grössen 
Ol;  Oj . . .  bestimmt  Mit  andern  Worten :  die  CoeflBcienten  in 
einer  algebraischen  Gleichung  sind  Functionen  von  den  Wurzeln. 
Es  sollen  nun  diese  Functionen,  d.  h.  die  Beziehungen^  welche 
unter  den  Coefflcienten  einer  Gleichung  und  ihren  Wurzeln 
stattfinden;  gefunden  werden. 
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Man  denke  sich  zu  dem  Ende  die  n  einfachen  Factoren, 
wie  angedeutet,  unter  einander  gestellt,  die  Zeiger  1,  2  einge- 
führt; und  das  Product  nach  §  26  durch  Variation  gebildet,  so 
ist  leicht  einzusehen,  dass,  weil  der  Zeiger  1,  an  welcher  Stelle 
er  auch  stehen  möge,  immer  x  bedeutet,  der  Zeiger  aber  in 
der  letzten  Stelle  Oi,  in  der  vorletzten 
Og  &c.  vertritt,  und  jede  Variationsform 
immer  n  Factoren  enthält,  die  erste: 
1 1 !  1 . . .  1 1 1 ,  =  x^  ist.  Die  zweite 
Variationsfonn  ist  Uli. ..112,= a^x*^^. 
Da  nun  aber  der  Zeiger  2  an  allen 
n  Stellen  zu  stehen  kommt,  so  braucht 
man  die  ihn  enthaltenden  Variations- 
formen nicht  alle  zu  bilden.  Man  kann 
dieselben  jetzt  auf  kürzerm  Wege  er- 
halten. Die  Summe  der  Coefficienten 
von  a^""*  oder  der  Coefficient  A  ist 
oiFenbar  gleich  der  Summe  der  Com- 
binationen  aus  <ii  a^  a^, .  .an  zur  ersten 
Classe,  d.  i.  gleich  der  Summe  aller 
Wurzeln,  jedoch  mit  umgekehrtem 
Vorzeichen.  Denn  wären  z.  B.,  wie 
hier  angenommen,  alle  Wurzeln  positiv, 
so  kommen  sie  in  den  einfachen  zwei- 


X — a^ 

X—Oi 
X  —  Og 
X — Ol 


111. ..111,=«" 

111...112,=aiX"-i 
111...121,=a,a^-i 

111...  122,  =0^0,2!"-« 

111...2ll,=Ö8ir"-^ 

111...212,=aia3af*-« 


theiligen  Factoren  x — a^,  x  —  o,  &c. 


2111...111,=a,.a:"-^ 
2111...112,=aia«ic"-2 
2111. ..121 
2111. ..122 


2222...  222,  =aia,..a' 


alle  mit   dem  Minuszeichen  vor  und 

umgekehrt.      Dasselbe    gilt    offenbar 

auch,  wenn  die  Wurzeln  theils  positiv, 

theils  negativ  sind.    Da  ferner  aus  der 

Variationsform  1 1 1 1 ...  122,  =  o^  a^af'^ 

alle  übrigen,  in  welchen  der  Zeiger  2  an 

zwei  Stellen  vorkommt,  hervorgehen, 

indem  man  diese  Form  permutirt  denkt,  wodurch  offenbar  der 

Zeiger  2  oder  die  Elemente  Oi   o, . . .  a«  in  allen  möglichen 

Combinationen  zur  zweiten  Classe  zum  Vorschein  kämen,  so 

ist  offenbar  die  Summe  der  Coefficienten  von  ic"-*,   d.  i.  der 

Coefficient  B,    gleich   der  Summe    der  Combinationen    aller 
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Wurzeln  zur  zweiten  ClaBse,  und  zwar  mit  demselben  Vor- 
zeichen. Denn  welche  Vorzeichen  die  Wurzeln  auch  haben 
mögen,  so  wird  das  Product  aus  je  zwei,  mit  demselben  oder 
umgekehrten  Vorzeichen,  doch  dasselbe ;  z.B.  «i.a,=(— a^X — o,) ; 

Eben  so  ist  nun  wohl  einleuchtend,  dass  die  Summe  der 
Coefficienten  von  rc""^,  d.  i.  C,  gleich  ist  der  Summe  aller 
Combinationen  der  Wurzeln  o^  a^, .  .an  zur  3ten  Classe,  aber 
mit  umgekehrten  Vorzeichen.  Denn  wären  alle  Wurzeln  + 
oder  alle  — ,  so  würde  offenbar  das  Product  aus  je  drei  das 
umgekehrte  Vorzeichen  haben.  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die 
Wurzeln  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Denn  wären  z.  B. 
drei  Wurzeln  +  a,  —  &,  —  c,  so  wäre  das  Product  +  a5c. 
Weil  aber  in  den  einfachen  zweitheiligen  Factoren  der  Gleichimg 
die  Vorzeichen  der  Wurzeln  entgegengesetzt  sind,  x — a,  rc+t, 
x-\-Cy  SO  muss  sich  im  Product  auch  das  Vorzeichen  von 
+  abc  umkehren  &c.  Das  letzte  Glied  N  ist  demnach  daa 
Product  aus  allen  Wurzeln  mit  demselben  oder  umgekehrten 
Vorzeichen,  je  nachdem  dieses  letzte  Glied  ungerade  oder  ge- 
rade ist.    In  Zeichen:  es  ist  in 

a;"+Aa?"~i  +  Ba^-8+Ca;"-«  +  . .  .  +  Ma;+N=0, 
wenn  o^  o,  o^ . . .  o^  die  Wurzeln  bedeuten,  allemal 

A=— (ai  +  Oj  +  a3  + . . .  +  a„)=— C(ai a, . .  .a„), 

B=    a,a,  +  aia3  +  ..4-a»i-iö«=4-ö(aia,...a„), 

0=  —  (oi  o,  flj  +  ai o, a^  +  . . . )=—  C(ai  o, . .  .a«), 

N=(— l)«(aia,a3...' aH)=(— 1)-C(aia,. .  .o«). 

Zusatz.  Aus  Vorstehendem  folgt,  dass,  wenn  in  einer 
Gleichung  nc^  -(-  Ao?**""^  + . . .  +Mä;  +  N = 0  das  zweite  Glied 
fehlt,  also  A=0  ist,  dann  die  Summe  aller  Wurzeln  auch  =sO 
ist  Fehlte  das  dritte  Glied,  also  B  =  0,  so  wäre  die  Summe 
der  Producte  aus  je  zwei  der  Wurzeln  =  0  &c. 

Bilden  wir  z.  B.  aus  den  drei  Wurzeln  +  1,  +  2  und  —  3 
die  entsprechende  Gleichung 

(x—\){x  —  2){x+3)  =  x^  —  7x  +  G  =  0y 
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80  fehlt  in  dieser  unvollständigen  Gleichung  dritten  Grades  das 
zweite  Glied,  weil  die  Summe  der  Wurzeln  1  +  2  —  3  *=  0 
ist.  Die  Summe  der  Producte  aus  je  zwei  mit  demselben 
Vorzeichen  genommen  ist  1.2  — 1.3 — 2.3  =  —  7.  Das  Product 
aus  allen  drei  mit  umgekehrten  Vorzeichen  genommen  ist 
=  — 1.2.(-3)=  +  6. 

Hl. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  nten  Potenzen  der  Wurzeln 
mit  Sny  z.  B.  ai*  +  aj*-f- +  a«*=S4,  so  ist  (s.  §  110.) 

Si =«1  -f-  «2  + . . . .  +  a«  = —  A,  öder 
Si  +  A  =  0 (1). 

Ferner : 

[— (oi  +  a,  + . . .  +  an)y=A^  oder 
Oi^-I- ai*  +  ...  +  an*+2(aia,  +  aiaj  +  ..)==A*,  d.  i. 
S,-f  2B  — A»=0  oder 
Sa  +  A(— A)  +  2B  =  0  oder 

Sj,  +  ASi  +  2B  =  0....  (2) 

In  gleicher  Weise  findet  man 

S8  +  AS,  +  BSi+3O  =  0  1    ... 

S,-f-AS,  +  BS,  +  CSi  +  4D=0        1   ^'^^■ 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich 

Ol  H-a^-f-aj +  ..,.+ ö»i= — A, 

V+«.*+a8*+....  +  ön«=A«-2B, 

»i*H-Ö2*+«8*  +  ....  +  ön*=-A8+3AB-3C, 

«i*+Ö2*  +  Ö8*  +  ..-.  +  »«*=A*— 4A«B  +  4AC  +  2B«  — 4D. 

112. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten 

a?«  +  Air"-i-l-Rr"-2-|_...  +  Ma;+N=0 

eine  imaginäre  Wurzel  von  der  Form  a+ßi  hat,  so  hat  sie 
nothwendig  auch  noch  eine  zweite,  die  sogenannte  conjugirte 
Wurzel  von  der  Form  a — ßi. 
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1,  Beweis.  Ist  a+ßi  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so 
ist  X — a — ßi  einer  der  n  einfachen  Factoren.  Da  nun  die 
Coefficienten  A^  B...N  reelle  Grössen  sein  sollen^  so  muss 
sich  unter  den  n  einfachen  Factoren  der  Gleichung  nothwendig 
noch  ein  zweiter  Factor  von  der  Form  x — a+ßi  befinden; 
denn  nur  der  Factor  x  —  a  +  ßi  giebt^  mit  x  —  a  —  ß 
multiplicirt,  ein  reelles  Product    Es  ist  nämlich: 

(x^a  —  ßi){x—a+ßi)  =  (x—a)^  +  ß*=x*  —  2ax+a^+ß*. 

2.  Beweis.  Ist  a+ßi  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so 
kommt,  wenn  man  diese  Grösse  statt  x  substituirt,  ein  Resultat 
von  der  Form  T+  Ui,  und  es  ist  klar,  dass  alle  geraden  Potenzen 
von  ßi,  weil  reell,  in  T,  und  alle  ungeraden  Potenzen  von  ßi 
in  Ui  enthalten  sind.  Setzt  man  a — ßi  statt  Xy  so  muss,  weil 
die  geraden  Potenzen  von  —  ßi  dieselben  wie  von  +  ßif  die 
ungeraden  Potenzen  von  +  ßi  und  —  ßi  aber  entgegengesetzt 
sind,  offenbar  das  Resultat  der  Substitution  »s  T  —  Ui  sein, 
mithin,  wenn  a  +  ßi  eine  Wurzel,  also  T=sbO»  U==0  ist,  so  ist 
auch  a  —  ßi  eine  Wurzel. 

Wenn  also  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten 
imaginäre  Wurzeln  hat,  so  sind  sie  immer  gepaart  vorhanden. 

Hat  man  also  eine  solche  Wurzel  a+/9i  nachgewiesen,  so  kann 
man  die  linke  Seite  gleich  durch  (rc-a-/?i)(ir-a+/9i)=na?*-2aaH-a*+/?* 
dividiren.  In  dem  entstehenden  Quotienten:  rr""2+Ä2ic""'+...+N, 
sind  die  Coefficienten  wieder  reelle  Grössen.  (Vei^l.  Rand- 
anmerkung §  108.) 

113. 

Lehrsatz.  Eine  Gleichung  von  unpaarem  (ungeradem) 
Ghrade  hat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel,  und  zwar  eine 
positive  oder  negative,  je  nachdem  das  letzte  Glied  negativ 
oder  positiv  ist. 

Beweis.  Man  denke  sich  die  linke  Seite  construirt.  Setzt 
man  x^=Oy  so  giebt  das  letzte  Glied  N  die  Ordinate.  Nun 
kann  man  fUr  x  einen  so  grossen  Werth  +  a  gesetzt  denken, 
dass  das  erste  Glied  grösser  wird,  als  die  Summe  aller  folgenden, 
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und  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  N  hat  &c.  (§  100). 
So  hat  z.  B.  die  Gleichung: 

wenigstens  eine  reelle  (negative)  Wurzel.  Denn  setzt  man  x=0, 
so  ist  der  Betrag  der  linken  Seite  =+  7,  und  setzt  man  x  nur 
= — 2,  so  ist  der  Betrag  der  linken  Seite  = —  17  &c.  (§  100). 

Lehrsatz.  Eine  Gleichung  von  paarem  Grade ;  deren 
letztes  Glied  negativ  ist^  hat  wenigstens  zwei  reelle 
Wurzeln,  eine  positive  und  eine  negative. 

Beweis.    Sei  die  Gleichung 

Denkt  man  sich  die  linke  Seite  construirt  und  setzt  a;s=0,  so 
erhält  man  eine  negative  Ordinate,  —  N.  Setzt  man  hierauf 
für  X  eine  hinreichend  grosse  positive  und  auch  negative  Zahl 
+  a,  so  wird  (+af^  positiv  und  grösser  als  die  Summe  aller 
folgenden  Glieder ,  wenn  auch  alle  negativ  wären.  Man  hat 
also  rechts  und  links  der  negativen  Ordinate  — N  noch  eine 
positive  Ordinate,  und  die  Linie,  welche  durch  die  Endpuncte 
aller  drei  Ordinaten  geht,  muss  die  Äbsdssenlinie  wenigstens 
zweimal  schneiden.    (§  100.) 

115. 

Lehrsatz.  Ist  eine  Gleichung  von  paarem  Grade  und 
ihr  letztes  Glied  positiv,  so  können  alle  ihre  .Wurzehi 
imaginär  sein. 

Beweis.  Aus  §  112  Istem  Beweis  folgt,  dass,  wenn  alle 
Wurzeln  einer  Gleichung  imaginär,  folglich  auch  gepaart 
sind,  das  letzte  Glied,  nämlich  das  Product,  aus  den  gepaarten 
imaginären  Wurzeln  immer  positiv  ist.    (§  110.) 

U6. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Wurzeln  einer  Gleichung  alle  reell 
und  ganze  Zahlen  sind,  so  sind  die  Coefficienten  der  Gleichung 
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nothwendig  auch  ganze  Zahlen,  und  die  Wurzeln  sind  in 
diesem  seltenen  Falle  leicht  zu  finden^  indem  man  das  letzte 
Glied  in  Factoren  zerlegt^  dann  diese  Factoren,  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen,  statt  x  substituirt  und  zusieht,  welche 
von  ihnen  der  Gleichung  Genüge  leisten. 

Beweis.  Dies  folgt  aus  der  Bildung  der  Gleichung 
§  tlO,  womach  das  letzte  Glied  =  dem  Product  aus  allen 
Wurzeln  multiplicirt  mit  ( — !)•*  ist. 

U7. 

Iiehrsatz.  Sind  in  einer  Gleichung  alle  Coefficienten 
ganze  Zahlen,  so  sind  die  etwaigen  reellen  Wurzeln,  wenn 
sie  keine  ganze  Zahlen  sind,  nothwendig  irrational. 

Beweis.     Angenommen:  es  sei  ein  echter  oder  unechter 

Bruch  -^  eine  Wurzel  der  Gleichung 

aJ"  +Aic~-i  +  Baf-2  + .  . .  +  Ma;  +  N  =  0, 

mithin  ?,  +  a|^  +  B|;^,  +  ...4-M-|-  +  N=0. 

Dass  nun  aber  diese  letzte  Gleichung  nicht  möglich  ist,  leuchtet 
ein,  wenn  man  mit  l^"^  multiplicirt;  denn  dann  hätte  man 

0 

Da  aber  das  erste  Glied  —  keine  ganze  Zahl  sein  kann 

(Algel^ra  §  316),  alle  darauf  folgenden  aber  nach  der  Voraus- 
setztmg  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  klar,  dass  der  Betrag  aller 
Glieder  nicht  =  0  sein  kann. 

Die  Gleichung  x^ —  10a;* —  1  Orr  —  6  =  0  z.  B.  hat  eine  Wurzel 

ir=y2+y4.    Die  Gleichung  rr«— 6a;*— 28a;»— 18aj»-fl2a?— 2=0 

6  8* 

hat  eiöe  Wurzel  a;=y2  +  y2  +  y2. 


U8. 

Den  vorhergehenden  §§  fugen  wir  noch  folgende  sich  von 
selbst  verstehende  Sätze  ohne  Beweis  hinzu: 
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1)  Wenn  alle  Glieder  einer  Gleichung  das  +  Zeichen 
haben^  so  hat  eine  solche  Gleichung  keine  positive  Wurzeln 
(§  HO). 

2)  Wenn  alle  Wurzeln  einer  Gleichung  reell  und  negativ 
sind,  so  ist  die  Gleichung  noth wendig  vollständige  und  alle 
Glieder  sind  positiv. 

3)  Wenn  eine  Gleichung  lauter  gerade  Potenzen  der 
unbekannten  Grösse  enthält  ^  so  sind  die  Wurzeln  paarweise 
gleich^  aber  entgegengesetzt.  Denn  wenn  +  ^  ^^^  Gleichung 
Genüge  leistet ^  so  muss  auch,  der  geraden  Potenzen  halber, 
—  a  derselben  Genüge  leisten. 


3.    Umformung  der  Gleiohiingen« 

Um  aus  einer  Gleichung 

a;"  + Aa;*-i  +  Baf"^+  • .  .  +  Ma;+  N= 0 (i) 

eine  andere  abzuleiten,  deren  Wurzeln  sämmtlich  um  eine 
bestimmte  Ghrösse,  h,  grösser  sind,  setze  man  y^h  statt  x,  so 
erhält  man  die  neue  Gleichung 

und  es  ist  klar,  dass,  wenn  irgend  ein  Werth  a,  statt  x  gesetzt, 
der  Gleichung  (1)  Genüge  leistet,  dann  der  Werth  o+h,  statt 
y  gesetzt,  der  Gleichung  (2)  Genüge  leistet. 

umgekehrt  werden  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  um 
die  beliebige  Grösse  7»  kleiner,  wenn  man  y  +  h  statt  x 
substituirt. 

BeispieL    Die  Wurzeln  der  Gleichung 

x9  —  2x*—9x+  18  =  0 (s) 

sollen  alle  um  1  verkleinert  werdea 
Setzt  man  y+  1  statt  x,  so  hat  man 

(y+l)»~2(y+l)«-9(y+l)+18  =  0, 
oder  entwickelt 
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yS+y»_10y  +  8  =  0 (4) 

Die  Gleichung  (3)  hat  die  Wurzehi  2,  3,  —  3 ;  die  Gleichung 
(4)  aber  die  Wurzehi  1,  2,  — 4. 

120. 

Vorstehender  Satz  kann  benutzt  werden^  um  aus  einer 
Gleichung  eine  andere  abzuleiten^  in  welcher  das  zweite  Glied 
fehlt.    Soll  z.  B.  aus  der  Gleichung 

x^—2x^—9x+  18  =  0 (1) 

eine  andere  abgeleitet  werden^  in  welcher  das  zweite  Glied 
fehlt  ^  so  setze  man  vorläufig  y  +  h  statt  x,  entwickele  und 
ordne,  so  kommt 

y8+(3Ä— 2) . y «+(3Ä«— 4Ä— 9) .  y-f(/i»— 2?i«— 9Ä-f- 1 8)=  0 . .  («) 

Damit  nun  das  zweite  Glied,  (Zh — 2)y*,  herausfällt ^  nehme 
man  h  so^  dass  Zh  —  2  =  0^  mithin  h=^,  so  erhält  man  die 
Gleichung 

,       31      ,    308      ^  /  X 

y'-Y^+r!=^ ^'^ 

In  dieser  yom  zweiten  Gliede  befreiten  Gleichung  (3)  sind  die 
Wurzeln  um  -|  kleiner^  als  in  der  Gleichung  (1). 
Allgemein;  um  aus  der  Gleichung: 

eine  andere  abzuleiten;  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt;  muss 
man  y statt  x  substituiren.    Denn  setzt  man  ^  +  ^  statt  o^ 

so  hat  man 

(y+Ä)-+A(y+/^)-^+B(y  +  Ä)"-8-f...+M(y-f/»)  +  N=0, 
oder  entwickelt 

y-+{nh+A) .  y-'i+t^i^^%^+(n—\)h .  A+b}  .  tr'^+ =  0. 

Damit  das  zweite  Glied  herausfällt;  muss  nh  +  A«sO,  mithin 

Ä= sein.    Wollte  man  das  dritte  Glied  fortschaffen,  so 

n 
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hätte  man,  um  h  zu  bestimmen,  eine  quadratische,  und  am 
das  vierte  Glied  fortzuschaffen,  eine  cubische  Gleichung  zu 
lösen  &c. 

Anmerkung.     Um  in  der  Gleichung  x^  -f-  Ax^  +  B  =  0 

das  zweite  Glied  zu  beseitigen,  setzt  man  einfacher  x^= — ; 

denn  dann  entsteht  -|-  H — ^  +  B  =  0,  oder  y  *  +  -^  +  ^  «■»  0. 


121a. 

Um  aus  einer  Gleichung 

a;»»  +  Air»«-!  +  Ba^-2  ^  _  .j,  M^  _{.  jf = 0 
eine  andere   abzuleiten,  deren  Wurzeln  h  mal  so  gross  sind, 

setze  man  y~  statt  x.  Diese  Umformung  könnte  benutzt  wer- 
den, wenn  mehrere  Wurzeln  sehr  nahe  gleich  sind,  indem  man 
durch  hinreichende  Vervielfachung  der  Wurzeln  dieselben 
weiter  aus  einander  bringen  kann,  so  wie  auch,  um  aus  einer 
Gleichung,  deren  Coefficienten  Brüche  sind,  eine  andere  ab- 
zuleiten, deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind.  Man  braucht 
zu  diesem  letztem  Zwecke  nur  h  so  zu  nehmen,  dass  die 
Nenner  verschwinden,  wenn  der  erste  Coefficient  mit  h,  der 
zweite  mit  Ä*,  der  dritte  mit  h^  u.  s.  w.  multiplicirt  wird. 
Soll  z.  B.  aus  der  Gleichung 

2  115 

x^ flj*-l x* rc-l =  0 (i) 

3^4  2  6  ^  ^ 

eine  andere  abgeleitet  werden,  in  welcher  die  Coefficienten 
ganze  Zahlen  sind,  so  substituire  man  ^  <9tatt  x^  so  kommt 

4  - 

?^_l  1^4-1  ^_1  L^L  —  c, 

6»       8  •e*"'"  4  '6«       2  •  6  "^  6  ~    ' 
oder  y^  —  4y*  +  54y«  —  648y  +  6480  =  0. 

In  dieser  Gleichung  mit  ganzen  Coefficienten  sind  alle  Wurzeln 
6mal  so  gross,  ab  die  der  Gleichung  (l). 
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121b. 

Um  die  Wurzeln  einer  Gleichung  h  mal  so  klein  werden 
zu  lassen,  setze  man  x^=hy.  Durch  diese  Umformung  lassen 
sich  die  Coefficienten  in  kleinere  verwandeln.  Ist  z.  B. 
Ä*  —  112a; — 128  =  0  gegeben,  so  setze  x=iy  und  es  entsteht 

4».y»— lt2.4y— 128  — 0,  oder 
y*  —  7y  —  2  =  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  alle  Wurzehi  4  mal  so  klein  als  in 
der  gegebenen. 

122, 

Um  aus  einer  Gleichung  eine  andere  mit  gerade  entgegen- 
gesetzten Wurzeln  abzuleiten,  setze  man  — x  statt  x.  Die 
Gleichung 

x^—2x^ — 9x+  18  =  0 

hat  die  drei  Wurzeln  2,  3,  — 3.    Die  Gleichung: 

(-«flj)S-2(— a?)*— 9(— ic)+18  =  0 
oder  x^+2x* — 9a; — 18=s0 

hat  die  Wurzeln  —  2,  —  3,  +  3. 


123. 

Um  aus  einer  Gleichung  eine  andere  abzuleiten,  deren 
Wurzeln  die  recipfoken  Werthe  der  erstem  sind,  substituire 

man  —  statt  x.    Die  Gleichung 

»»— 2««  — 9ir+l8  =  0 

enthält  die  Wurzeln  2,  3,  —  3.  Setzt  man  —  statt  x^  so  kommt 

y 

4— 2.-^  — 9. -+18  =  0 

y*       y         y 

oder  1— .2y— 9y«+l8y»=0 

IttlMii'i  AaaXp&B,   7.  Aailage.  9 
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Letztere  Gleichung  hat  die  drei  Wurzeln  |,  -J,  — \, 

124. 

Erklärung»  Wenn  in  einer  Gleichung  zwei  gleiche  Vor- 
zeichen unmittelbar  auf  einander  folgen,  so  nennt  man  die» 
eine  Folge,  und  wenn  zwei  entgegengesetzte  Vorzeichen  auf 
einander  folgen,  eine  Abwechselung  der  Vorzeichen.  Sa 
hat  z.  B.  die  Gleichung 

zwei  Abwechselungen  H , hi  und  eine  Folge . 

Es  ist  klar;  dass  in  einer  vollständigen  Gleichung 
vom  nten  Grade  die  Summe  der  Folgen  und  Abwechselungen 
=  n  ist. 

126. 

Lehrsatz.  £ine  Gleichung  (vollständig  oder  unvollständig) 
kann  nicht  mehr  positive  Wurzeln  haben,  als  Abwechselungen. 

Beweis.  Nehmen  wir  folgende  (vollständige  oder  unvoll- 
ständige) Gleichung  von  beliebigen  Vorzeichen: 

ic"  +  ...  — Ma:P  — ...  +  Nir«+...+±Paf+...  +  T  =  0 (i) 

die  nach  den  Exponenten,  so  wie  sie  von  n  an  kleiner  sind, 
geordnet  ist,  so  können  wir  annehmen^  dass  die  beiden  ersten 
Glieder  entweder  unmittelbar  auf  einander  folgen  oder  doch 
die  etwa  dazwischen  liegenden  Glieder  alle  das  +  Zeichen 
haben  und  mithin  bei  M  die  erste  Abwechselung  stattfindet. 
Bei  N  finde  eben  so  die  zweite  Abwechselung  statt.  Zwischen 
N  und  +  P  mögen  beliebig  viele  Abwechselungen  fallen^  bei  P 
aber  die  letzte,  d.  h.  Pa;**  ist  entweder  das  letzte  Glied  (wenn 
r=ü),  oder  die  noch  folgenden  Glieder  haben  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  P.  Irgendwo  muss  nothwendig  die  letzte  Ab- 
wechselung V  stattfinden. 

Um  nun  aus  dieser  Gleichung  die  nächst  höhere  zu  er- 
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halten^  welche  die  neue  positive  Wurzel  +  a  enthält,  müssen 
wir  sie  mit  x  —  a  multipliciren.  Die  Multiplication  mit  x  lässt 
alle  Vorzeichen  unverändert,  die  Multiplication  mit  —  a  aber 
kehrt  sie  alle  um,  und  man  erhält: 


—  f^ 


+  V  +7t 


rc^^+i.— M^rrH-i— ..+Niic«+i+...+P»rr''+i +Ta...(2) 

Weil  in  Gleichung  (1)  von  a?**  bis  — Ma^  alle  Vorzeichen 
4-  sind,  so  ist  klar,  dass,  wenn  die  Multiplication  mit  —  a  noch 
ein  Glied  in  icH-i  giebt,  dies  Glied  (jua?N-i)  und  mithin  auch 
M^  nothwendig  negativ  ist.  Aus  demselben  Grunde  ist  N^ 
positiv,  ob  in  (i)  zwischen  Ma^  und  Na?*  noch  ein  Glied  in  od^^ 
enthalten  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob  v  positiv  oder  Null  ist  &c. 
Man  sieht  also,  dass  es  in  der  neuen  Gleichung  (2)  von  a;"+^ 
bis  +  Pic*^^  wenigstens  eben  so  viele  Abwechselungen  giebt, 
als  in  der  ursprünglichen  Gleichung  (1)  von  x^  bis  Pa:**.  Von 
da  an  giebt  es  in  der  Gleichung  (1)  keine  Abwechselungen 
mehr,  in  der  neuen  Gleichung  (2)  jedoch  wenigstens  noch 
eine  Abwechselung  von +P  V+^  bis+Ta. 

Da  nun  jede  (vollständige  oder  unvollständige)  Gleichung 
als  ein  Product  aus  einfachen  zweitheiligen  Factoren  gedacht 
werden  kann,  und  jeder  einfache  Factor,  der  einer  positiven 
Wurzel  entspricht  {x — a),  wenigstens  einen  Zeichenwechsel 
giebt,  so  ist  klar,  dass  eine  jede  Gleichung  wenigstens  so  viele 
Zeichenwechsel  als  positive  Wurzeln  hat,  oder,  was  dasselbe 
ist :  eine  Gleichung  kann  jedenfalls  nicht  mehr  positive  Wurzeln 
als  Abwechselungen  haben.  Diesen  strengen  Beweis  hat  Gauss 
zuerst  gegeben. 

126. 

Weil  nach  §  122  die  negativen  Wurzeln  in  positive  und 
umgekehrt  verwandelt  werden,  wenn  man  — x  statt +  a;  setzt, 
so  ergiebt  sich  noch  ein  zweiter  Lehrsatz,  nämlich:  eine 
Gleichung  kann  nicht  mehr  negative  Wurzeln  haben,  als  die 
in  — X  umgeformte  Gleichung  positive  hat. 
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So  kann  z.  B.  die  Gleichung 

ic' — 3a?>+4ir4-6  =  0 (i) 

höchstens  nur  zwei  positive  und  eine  negative  Wurzel  haben, 
denn  die  Gleichung  hat  nur  zwei  Abwechselungen,  und  die  in 
—  X  umgeformte  Gleichung^  nämlich  a?'  +  3ir'  +  4a?  —  6  =  0, 
hat  nur  eine  Abwechselung.  Da  nun  aber  die  Anzahl  aller 
Wurzeln  ^=7  ist,  so  muss  die  Gleichung  wenigstens  vier 
imaginäre  Wurzeln  haben. 

127  a. 

Nach  vorstehenden  beiden  §§  kann  man  also  nicht  im 
Voraus  bestimmen^  wie  viel  reelle  und  wie  viel  imaginäre 
Wurzeln  eine  vorgelegte  Gleichung  hat;  wohl  aber,  wie  viel 
reelle  Wurzeln  sie  höchstens  haben  kann,  und  wenn  diese 
Zahl  kleiner  ist,  als  der  Grad  der  Gleichung;  wie  viel  imaginäre 
Wurzeln  sie  dann  wenigstens  haben  muss. 

127  b. 

Ist  eine  Gleichung  vollständig,  und  sind  alle  ihre 
Wurzeln  reell,  so  hat  sie  offenbar  genau  so  viel  positive 
Wurzeln,  als  Abwechselungen;  und  so  viel  negative;  als  Folgen 
der  Zeichen,  weil  die  Summe  der  Folgen  und  Abwechselungen 
einer  vollständigen  Gleichung  mit  dem  Grade  derselben  überein- 
stimmt. 

128. 

Erklärung.  Gleichungen;  in  welchen  der  letzte  CoefiEcient 
=  1  und  alle  Coefficienten  der  vom  ersten  und  letzten  Gliede 
gleichweit  abstehenden  Potenzen  von  x  einander  gleich  sind, 
heissen  reciproke  Gleichungen,  weil  dieselben  unverändert 

bleiben,  wenn  flir  x  der  reciproke  Werth  —  substituirt   wird. 

X 

Eine  solche  Gleichung  ist  z.  B. 

a.5_8>c4  +  ^  +  ±_8aj-fl  — 0. 
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Dividirt  man  eine  redproke  Gleichung  yom  ungeraden 
Grade  durch  x+l,  so  erhält  man  eine  um  einön  Grad  nied- 
rigere redproke  Gleichung  (vom  geraden  Grade). 

Sind  die  Coefficienten  einer  Gleichung  vom  letzten  Gliede 
an  rückwärts  den  ersten  Coefficienten  entgegengesetzt;  so 
giebt  die  Division  durch  x — 1  eine  um  einen  Grad  niedrigere 
reciproke  Gleichung  (vom  geraden  Grade). 

Der  Beweis  ist  in  beiden  Fällen  leicht  durch  Multiplica- 
tion  der  redproken  Gleichung  cc^  +  Ax^"^  + . . .  +  Aa;+  l  =  0 
mit  05+1  oder  x — 1  gefuhrt. 

Jede  reciproke  Gleichung  vom  geraden  und  zwar  2nten 
Grade  (und  auf  eine  solche  kann  nach  den  vorstehenden 
Sätzen  auch  jede  reciproke  Gleichung  vom  ungeraden  Grade 
gebracht  werden)   reducirt  man  durch  Division  mit  x*^  und 

nachheriger  Substitution  von  y  statt  x-] auf  eine  Gleichung, 

X 

deren  Grad  halb  so  gross ,  als  der  der  ursprünglichen 
Gleichung. 

Baiapiel.    x^'-Ux*+  16«»— I6ic«+ 11»— 1  =  0. 
Durch  X — 1  dividirt  (eine  Wurzel  also  ä:=1): 

ä;*— 10ir»  +  6i»>— I0ir+1  =  0. 
Durch  x*  dividirt 

««— 10a?+6  — — +  -V==0 (i) 

X       x^ 

Setzt  man  hier  rrH =  «/,  so  ist 

X 

x*+2  +  ^  =  tf'. 

X' 

Diese  Gleichung  von  Gldchung  (1)  subtrahirt: 

10 


Sv 


durch  — 10  dividirt 
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1 

X         -j =y  subtrahirt 

X 

Hieraus  ergiebt  sich  3/  =  5  +  y2r  und  aus  a; H =  5  +  V2T 

die  noch  fehlenden  4  Wurzeln  der.  gegebenen  Gleicfiung. 

129. 

Wir  haben  nun  in  dem  Vorhergehenden  die  wichtigsten 
Sätze  über  die  algebraischen  Gleichungen  mitgetheilt^  welche 
möglicherweise  zur  Entdeckung  einer  bequemen  AuflÖsungs* 
methode  behülflich  sein  könnten ;  die^  wie  schon  in  §  109 
bemerkt^  bis  jetzt  noch  nicht  gefunden  ist.  Nur  zwei  in 
neuerer  Zeit  angegebene  verdienen  erwähnt  zu  werden.  Erstens 
die  Gräfe 'sehe,  welche  den  von  der  Berliner  Academie 
darauf  gesetzten  Preis  erhielt.  Man  findet  diese  von  Encke 
verbesserte  Methode  in  dem  Berliner  astronomischen  Jahrbuch 
von  1841.  Diese  Methode  ist  aber  so  unerträglich  weitläufig 
und  beschwerlich,  dass  selbst  ein  so  ausserordentlich  schneller 
.Bechner  wie  Enck  e  dennoch  volle  drei  Stunden  gebrauchte,  um 
darnach  nur  eine  Gleichung  vom  siebenten  Grade  au&ulösen; 
d.  h.  alle  ihre  reellen  sowohl  als  imaginären  Wurzeln  zu  finden. 
Zweitens  die  Methode  von  Gauss.*)  Diese  ist  allerdings 
bedeutend  bequemer,  passt  aber  nur  ftir  dreigliedrige 
Gleichungen.  Diese  beiden  Methoden  würden  zusammen 
einen  Band  fUUen,  und  können  schon  deshalb  hier  nicht  Platz 
finden. 

Bei  den  Anwendungen  der  höhern  Gleichungen  auf 
wirkliche  Fälle  des  praktischen  Lebens  kommt  es  jedoch  sehr 
häufig  vor 9   dass  man  nicht  alle  Wurzeln,  sondern  nur  eine 


*)   Gauss   Beiträge   zur  Theorie   der  algebraischen  Gleichungen. 
Göttingen,  in  der  Dieterich'schen  Buchhandlung. 
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(und  zwar  aus  andern  Gründen  oftmals  schon  halbweg  bekannte) 
positive  Wurzel  zu  bestimmen  braucht.  In  solchen  FäUen 
kann  man  dann^  jedenfalls  viel  bequemer^  auf  folgende  indirecte 
Weise  verfahren: 

Man  substituire  die  näherungsweise  bekannte  oder  ge- 
muthmasste  Wurzel.  Das  Resultat  der  Substitution  wird  dann 
zeigen,  ob  die  Wurzel  zu  gross  oder  zu  klein  ist.  Macht  man 
mit  der  allmälig  veränderten  Wurzel  ein  paar  Substitutionen 
mehr,  so  wird  man  die  Wurzel  so  genau  erhalten ,  als  die 
praktischen  Zwecke  es  erfordern.*) 

Weiss  maU;  dass  die  gesuchte  Wurzel  >»  1  ist,  so  kann  man 
die  Gleichung  auch  auf  die  höchste  Potenz  der  Unbekannten 
reduciren  und  umgekehrt^  wenn  die  Wurzel  <[  1  ist. 

Sucht  man  z.  B.  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

»•  — 2a?— 5«=0, 
welche  offenbar  >•  2  (§  113),  so  hat  man  aus  «* = 6  +  2a? 


a;=y5  +  2a? (i) 

8 

Setzt  man  rechter  Hand  a;=2,  so  ist  a?=y9  =  2,08 ...;  setzt 


8 


man  aufs  Neue  rechter  Hand  j;=2,08,  so  ist  rc=Y9, 1 6=2,092 ..; 

8  8 

dann:  a;=y 9,1 84  =  2,094.  Ferner  a?«=y9,188  =  2,0945  (bis 
auf  vier  Decimalen  genau). 

Schreitet  eine  unendliche  Reihe  nach  Potenzen  einer  Un- 
bekannten fort,  so  kann  man  dieselbe  zunächst  mittelst  der 
Methode  der  unbestinmiten  Coef&cienten  in  einen  Quotient 
verwandeln. 

Es  sei  z«  B. 

"^^  3  *  5  ^   7  ^  9  ^il  +  ----      ^ 


*)  Die  Begel :  dass  man  zwei  Werthe,  a  und  b,  suchen  soll,  welche, 
statt  X  gesetzt,  entgegengesetzte  Resultate  geben,  zwischen  welchen 
Werthen,  a  und  &,  dann  die  wahre  Wurzel  zu  suchen  sein  würde  (§  100), 
ist  offenbar  falsch,  denn  die  aus  der  construirten  Gleichung  entspringende 
Linie  kann  ganz  oberhalb  der  Abscissenachse  liegen  oder  audi  dieselbe 
nnr  berühren,  statt  zu  schneiden.  In  diesem  Falle  existiren  die  erwähnten 
Werthe  a  und  b  gar  nicht 
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g^eben.    Da  nun 

l+B.+  k'  =a.  +  (A-B).'4-(B«-C-AB).« 

+  (AB»4-2BC— AC  — B»)a!*  +  ...., 

Bo  ist  A  -  B=i,  B«— C  — AB=i, 

AB«+2B9— AC— B»=|, 
aas  welchen  Gleichungen  sich 

A H.  B=-^,  C=T^  ergiebt 

Die  gegebene  Gleichung  wird  jetzt 

11»* 


X  — 


6«       3«« 


"      -A 


7     ■     35 

und  man  findet  0^  =  0,09383337  bis  zur  letzten  Decimalstelle 
genau.  Der  Vortheil  dieser  Methode  besteht  darin  ^  dass  die 
Gleichung  nur  zu  einer  Gleichung  zweiten  Grades  fuhrt  und 
die  Glieder  bis  x^  vollständig;  x^  aber  noch  annähernd  be- 
rücksichtigt ist. 

Bekanntlich  fuhrt  in  der  Rentenrechnung  die  Bestim- 
mung der  Procente  p  aus  der  Mise  m,  der  Rente  r  und  der 
Zeit  a  (in  Jahren)  zu   einer    allgemein   nicht   aufzulösenden 

Gleichung.  Löst  man  dagegen  ( 1  +  tt^j  nach  dem  bino- 
mischen Lehrsatz  auf,  so  erhält  man  durch  die  Yorstehende 
Methode  unter  Anwendung  einiger  Kunstgriffe  den  überaus 
bequemen  und  selbst  f&r  ein  grösseres  a  noch  auf  etliche 
Decimalstellen  richtigen  Ausdruck 

a—\ 
^  200 (ar  —  m)   /m\3(a-hl). 

Der  Taylor' sehe  Lehrsatz  bietet  übrigens  oft  noch  leich- 
tere Mittel  zur  Auflösung  der  Gleichungen  dar,  und  es  scheint 
eine  vollständige  Theorie  der  höheren  Gleichungen  die  Diffe- 
rentialrechnung nicht  ganz  umgehen  zu  können. 
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Neuntes  Buch. 

Auflösung  aller  zweigliedrigen 

Gleichungen. 

130. 

X)ie  zweigliedrigen  oder  sogenahnten  reinen  (binomi- 
schen) hohem  Gleichungen  lassen  sich,  wie  Gauss  zuerst  ge- 
zeigt hat;*)  alle  direct  und  leicht  lösen.  Wir  betrachten  diese 
Gleichungen  zuerst  in  der  Form 

a*«+ 1=«0, 

worauf  sie  alle  gebracht  werden  können. 

131. 

Berücksichtigen  wir  in  obiger  Form  zuerst  das  untere 
Zeichen,  nämlich: 

ic«— 1=0 

so  ist  klar,  dass  diese  Gleichung,  wenn  n  gerade,  zwei  reelle 
Wurzeln,  +  1  und  —  l,und  wenn n  ungerade,  eine  reelle  Wurzel, 
+1,  hat  und  nach  §  i27a  nicht  mehr  reelle  Wurzeln  haben  kann. 
Die  übrigen  Wurzeln  müssen  also  imaginär,  und  wie  die 
Rechnung  selbst  gleich  zeigen  wird,  alle  verschieden  sein.  Mit 
andern  Worten :  es  können  aus  + 1  so  viele  verschiedene  Wurzeln 


*)  S.  Serret  Coun  d*algöbre  Bup^rieure.  Dies  Werk  handelt  fast 
blos  über  höhere  Gleichangen,  setzt  aber  nicht  allein  alles  Vorhergehende, 
sondern  auch  Differential-  und  Integralrechnung  als  bekannt  Yoraas. 
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desselben  Grades  gezogen  werden^  als  man  will.  Denn  be- 
zeichnen wir  nach  Cauchj  die  gewöhnliche  arithmetische  nte 

n  i_ 

Wurzel  aus  1  mit  y  1,  alle  n  Wurzeln  aus  +  1  aber  mit  ((±1))», 

so  ist,  weil  immer  cos  2hrt=l  und  sin  2Ä;7r<=0,  wenn  h  irgend 
eine  ganze  Zahl  ist  (Trigonometrie  §  59)  und  zufolge  §  88, 
was  auch  k  und  n  für  ganze  Zahlen  sein  mögen,  immer 


( 


2Ä57r  ,  ,  ,    2k7C\^ 
n 


cos +  isin |=cos2&7r  +  tsin2Ä;/r=  1. 

-  n  /  "" 


Da  nun  der  Ausdruck  cos +  i  sin auf  die  nte 

n  fi 

Potenz   erhoben  +  ^  giebt,  so  ist  dieser  Ausdruck  auch  die 

nte  Wurzel  aus  +  1. 

Dass  nun  aber,  wenn  in  diesem  Ausdruck    für    n  eine 

beliebige  ganze  Zahl  und   dann  für  k  successive .  die  Zahlen 

0,  1;  2. .  .|n  gesetzt  werden,  n  verschiedene  Werthe  (Wurzeln) 

kommen,  folgt  aus  den  Lehren  der  Trigonometrie,  womach  die 

Ausdrücke  cos  — ^ —  +  i  sin  — ^— ,  cos  — ^— +  isin  -^ —  &c.  offenbar 

n    —  n  '  n  ■""  n 

verschieden  sind.  Man  findet  also  alle  n  Wurzeln  der  Gleichung 

ic"  — 1  =  0,  indem  man  in 

,    . -L  2kn:  ,  .   .    2kfc 

fl;  =  ((l))n  =C08 +  t  Sm 

fiir  2k  successive  alle  geraden  Zahlen  zwischen  0  und  n,  oder, 
was  dasselbe  ist,  A;==0,  1,  2,  3...in  setzt  Man  habe  z.  B. 
die  Gleichung 

ic«— 1=0, 

so  ist,  weil  hier  n=6, 

«=((1))«  =cos— --+tsm— —-, 

für  k=sO  ist  a;=cos07r +i8in0/r=l, 
„    Ä=l    „   aj  =  cos^+isin^=i=|+^y3.i*). 


*)  Es  ist  nämlich:  cos  ^Tr— >co8  60^bb|  und  sin  ln»^{yb. 
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fiir  Ä=s2  ist  a?=coB|7r+t8inf  ^= — y+iys.f, 
,^   Ä=3   ,;    a?=cos7r+iBin^= — 1. 

Die  Gleichung  x^  — 1  =  0  hat  also   wirklich  sechs  ver- 
schiedene Wurzeln;  und  es  ist 

oder  indem  man  die  FactoreU;  welche  zweien  gepaarten  Wurzeln 
entsprechen,  mit  einander  multiplicirt^  um  lauter  reelle  Ghrössen 
zu  erhalten,  und  deshalb  die  dreigliedrigen  (trinomischen) 
Factoren  einföhrt: 

a?«—  1  =(x— !)(«+  \)(x^~x+  \){x^  +  x+  l). 


132. 

Man'  könnte  glauben,  noch  mehrere  Wurzeln  zu  erhalten, 
wenn  man  für  k  Werthe  setzt^  die  über  |n  hinausgehen.  Dies 
ist  aber  eben  nur  eine  Annahme,  die  schon  §  104  verbietet. 

Denn,  weil  cos  2  ^ n  =  cos  (nA —  ^  )  =  —  cos —  n  und 

'  n  V         ♦*     /  ♦* 

i.        o(i»»—^)               /        2^    N  2Ä 

auch  cos  2^^^ ^7r  =  cos(7r jt]  =  —  cos—  ^,soisti] 

n  \         n     J  n     ' 

2  fcb^)  ^=cos2  fc^  n,  d.  h.  flir  aUe  Werthe  von  Ä, 


mimer 


cos 


welche    eben    so   viel    über    als    unter    |n    sind,    erhält 
man    dieselben    Cosinus    wieder,    und    eben    so    dieselben 

Sinus,  letztere  nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen,  weil 

.     /     ,  2Ä   \  .2h         j    .    /        2h    \         .2h 

Bin  {Tt-] 7r)= — sm — ^und  sin  (tt fc]  =  sm  — tt,  aus 

\         n    J  fi  \**/  n 

welchem  Grunde  gleich  das  doppelte  Vorzeichen  +  gesetzt  ist. 

In  obigem  Beispiel  für  a;^ — 1  =  0  ist  |n=3,  und  es  kommt 

z.B.farÄ=3+l  =  4  derselbe  Cosinus  wie  fiir  K=  3  —  1  =  2  &c. 

Hätte  man  die  Gleichung 

^a:»-l=0, 

.    A  2k7t  .  .  .    2k7t 

80  ist  »=((i))*  =  cos— ^+tsm— r- 

9  V 
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f&r  h=^0  ist:  o^^^cos  0  =  1 
„    k=i    „    ic=cosl20«+tBml20« 
oder:  a?=— coB600  +  f8m60«  =  — 1+ jya.i 


Mithin  ist 


138. 

ff 

Man  kann  auch,  ohne  erst  die  zweigliedrigen  Factoren  von 
af^  —  1  zu  suchen;  gleich  die  dreigliedrigen  berechnen.    Aus 

2k7t  ,   .  .    2k7t 

a;assC08 +  »Bin 

n   ~  n 

folfft  nämlich  der  eine  einfache  Factor  x  —  cos i  sin 

^  n      '  n 

und  der  andere  zugehörige  x — cos h  *  sin  — .    Multiplicirt 

man  beide  mit  einander  und  beachtet,  dass  cos* 1-  sin  * ^  1, 

so  ist  der  dreigliedrige  Factor 

ff 

«* —  22;oos [-  1; 

hierin  setze  man  A;=0,  1,  2...jn.  Wird  aber  der  Ausdruck 
ein  vollkommenes  Quadrat,  was,  wenn  n  'gerade,  ßxrk^=0  und 
k=\n,  und  wenn  w  ungerade,  flir  k=0  der  Fall  ist,  so  muss 
jedesmal  nur  die  Wurzel  genommen  werden,  indem  die  ein- 
fachen reellen  Factoren  o? —  1  und  x+i  nur  einmal  vorhanden 
sind.  Sei  z.  B.  n  -=  3 ,  also  die  Gleichung  x^  —  1  =  0 ,  so 
hat  man 

,      ^  2kfc  ,   , 

X* — 2a?.cos— -  +  1 ; 

fär  Ä— 0  kommt:««— 2ic4-,l=:(ic—l)« 

„   k=l        „       ««  — 2aj cos  120«+ 1  =»*  +  »+ 1, 
daher  x^ — i*=*{x — l)(x^+x+i). 
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Für  die  Gleichung  rc* — 1  =  0  hat  man 

^      ^         2k7t  .   . 
a?*  —  2a;cos-^-4- 1, 

für  Ä=0  kommt:  «»— 2ir+ l  =  (a;— l)* 
,,   A;  — 1         „        X* — 2a;coB60^+ l=a?'— a:4  l 
„   Ä;=2        „        Ä»— 2iccoBl20^4-l=a;*  +  a;^l 
,^   A;b=3        „        a?*  — 2ajco87r-hl=(ir+ 1)- 
mithin:  ««— 1  =(«—!)(«  + l)(a;« +a:+ t)(aJ*—a?+ l). 


134  a. 

Hat  man  iJlgemeiner  die  Gleichung 

x^ — a  =  0, 

BO  sind  die  n  einfachen  Factoren  derselben*) 

/       2kn,,  .    2A;7r\    " 

a?—  cos +t8in i.ya 

\         n   -~  ^  J 

und  die  dreigliedrigen 

X* — 2a;.T/a.co8 hiV«)*. 

134  b. 

Um  nun  auch  die  n  Wurzeln  der  andern  Gleichung 

«»•+1  =  0 

zu  finden;  beachte  man,  dass,  wenn  h  eine  beliebige  ganze 
Zahl  ist,  immer  cos  (2Ä+l)7r=-- 1,  und  sin  (2Ä+1)^  =  ^- 
(Trigonometrie  §  59.)     Weil  ferner 

[cos .  71+ 1  sin TT  W  cos  (2Ä+  l)7r+ 1  sin  (2Ä+  l)7r  = — 1 , 

80  ist  nothwendig  auch 


1  n 

*)  Ans  »M=-l.a  folgt  nftmlich:  a;— ((l))Mya. 


J^42 

a;  =  ((-i))»=coß TT+tßin n 

^    '  n         —  n 

» 

worin  för  21g +1  alle  ungeraden  Zahlen  zwischen  0  und  n  ge- 
setzt werden  müssen. 

Die  dreigliedrigen  Factoren  von  ic"  + 1  sind  hier 

,      ^     '    2*4-1      ,  . 

x^ — 2a;  cos 7t +\ 

n 

and  allgemein  für  x'*^+a 

a;*— 2a;.y'a.cos — -^— 7r+(ya)*. 
Beispiel  1.    Für  x^+\=0  hat  man 

aj  =  ((-l))  ^=sC08 TT+tSm r TT. 

Für  A;=0  ist  ir==cos-^7r+i8in-^7r=|+ ^ys.i, 
„    Ä;=l    ,,   aj  =  co8  7r+isin7r  =  — l, 

mithin  x^^l  =  {x+\){x  —  \  —  ^-^^.i){x  —  \+\'^ZA\ 

Beispiel  2.    Für  2:^+1=0  hat  man 

2Ä+1      ,   .  .    2Ä;+1 

a?  =  C0B TT+tSm r —  TT 

6  —  6   . 

TV  TC 

Für  fc=0  ist  a?=cos— +  isin— =|y3  +  |i, 
„     Ä=l    „   rc=co8  — +  »sm  — =+t, 
„    Ä=2    „   a;=co8— -  +  tsin -^  =  —  fi/'^dli*. 

D  0 

Es  ist  also 

a;«+l«(x+0(a:-i)(ic-iy3-Jz)(»-4>/3+40(^+J]^3-40(«+4K3+W» 
x^-\-\^{x^-^  l)(flj2— a?y  3  +  l)(a;8+a;y3+  1). 
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Zehntes  Buch. 

Auflösung  der  cubischen  und 
biquadratischen  Gleichungen. 

1.    Auflösung  der  cubischen  Gleichungen« 

135. 

Da  man  nach  §  120  aus  jeder  cubischen  Gleichung  das  Glied, 
welches  die  unbekannte  Grösse  in  der  zweiten  Potenz  enthält, 
fortschaffen  kann,  so  können  wir  annehmen,  dass  jede  auf- 
zulösende cubische  Gleichung  entweder  die  Form 

x^-\-px  +  q=0 (i) 

schon  habe,  oder  erst  darauf  gebracht  worden  sei. 

Wir  betrachten  nun  die  Wurzel  dieser  Gleichung  als  aus 
zwei  Theilen,  y  und  e^  bestehend,  und  setzen  y  +  z  statt  a?, 
80  ist: 

iy+zy+p{y+^)+a=o (i) 

y^+^''Z'{-^yz^+z^+p{y  +  e)  +  q=0 
^z(i^+z)+p{y  +  z)  +  y^  +  z^  +  q  =  0 
mz'i-p){y  +  z)  +  y^  +  z^-{'q=0 (s) 

Könnte  man  nun  für  y  und  z  solche  Werthe  finden,  welche 
der  Gleichung  (3),  also  auch  der  Gleichung  (.2),  Genüge 
leisten,  so  würde  offenbar  auch  ihre  Summe,  statt  x  gesetzt, 
der  Gleichung  (l)  genügen.  Der  Gleichung  (3)  wird  aber 
offenbar  Genüge  geleistet,  wenn  man  y  und  z  so  bestimmt, 
dass    3yZ'+-p  =  Q   und   zugleich  auch  y^  +  ^'  +  a=0,   woraus 

yz=—^, 
y^  +  z^=:—q. 


144 

AuB  diesen  beiden  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
£ndet  man  nun  aber  auf  elementarem  •  Wege  leicht  y  und  5. 
Die  zweite  Gleichung  quadnrt  und  davon  den  vierfachen  Cubus 
der  ersten  subtrahirt,  kommt 

woraus  y*  —  ^*=V2*+Ai'' 
hiezu  y»-[-jer*=  — g 

Es  ist  mithin,  weil  x^=^y  +  Zy 

8 8^ 

136  a. 

Vorstehende  sogenannte  Cardanische  Formel*)  bedarf 
aber  noch  einer  umständlichen  Erläuterung.  Jede  cubische 
Gleichung  hat  drei  Wurzeln  und  darunter  wenigstens  eine 
reelle  (§  1 1 S).  Die  Cardanische  Formel  giebt  aber  scheinbar 
nur  eine  Wurzel,  denn  die  entgegengesetzten  beiden  Werthe 
der  Quadratwurzel  sind  schon  berücksichtigt  und  durch  ihre 
Vorzeichen  angedeutet.  Da  nun  aber  die  Cubikwurzel  aus 
-einer  Grösse  auch  drei  verschiedene  Werthe  hat  (§  134  a),  so 

8 

ist,  wenn  man  die  beiden  Grössen  unter  dem  Zeichen  y  Kürze 
halber  mit  A  und  B  bezeichnet: 

8  3  • 

aj=((i))i.yA+((i))i.yB  . 

8  8 

WO  nun  y  A,  y  B  die  gewöhnlichen  arithmetischen,  die  drei 
Oubikwurzeln  aus  der  Einheit  aber  nach  §  132 

1  und  -3- und  ^^^^J- 

2  2 


*)  Im  Jahre  1505  von  Scipio  Ferreo  gefunden,  von  Cardanus  später 
nur  veröffentlicht. 
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oder,  wenn  man^  Kürze  halber ,  die  zweite  mit  m,  also  die 
dritte  mit  m*  bezeichnet^  weil   — -i— =  f -l j 

1  und  m  und  m^ 

sind,  so  hat  man  für  jede  der  beiden  in  der  Card ani sehen 
Formel  vorkommenden  Cubikwurzeln  drei  verschiedene  Werthe, 
nämlich: 

8  8  3 

y  A,wyA,w*yA 

3  3  8 

Da  nun  die  Summe  von  einem  Paar  aus  beiden  Reihen 
eine  Wurzel  der  Gleichung  x^-\-px-\'q=0  sein  muss,  es  hier 
aber  neun  verschiedene  Paare  giebt  (§  20),  so  scheint  jetzt  der 
Segen  zu  gross  zu  werden^  indem  die  Gleichung  doch  nicht 
neun,  sondern  nur  drei  Wurzeln  haben  kann.    Woran  liegt's  ? 

136  b. 

Es  liegt  daran,  dass  wir  die  Wurzeln  derselben  in  zwei 
Theile,  y  und  z,  zerlegten  und  diese  Theile  durch  die  beiden 
neuen  Gleichungen: 

bestimmten.  Durch  diese  beiden  Bedingungen  legen  wir  aber 
den  beiden  Theilen  der  Wurzel  die  Eigenschaft  bei,  dass  ihr 

Product  reell  (=  —  ^)  imd  auch  die  Summe  ihrer  Guben  reell 

(=  —  q)  sei.  Durch  diese  eben  durch  die  benutzte  Auflösungs- 
methode durch  den  ersten  Erfinder  derselben  und  ihm  selbst 
wohl  unbewusst  hinzugefügte  und  jetzt  zu  berücksichtigende 
Bedingung  wird  die  Wahl  unter  den  erwähnten  neun  Paaren 
der  gefundenen  Wurzeln  dermassen  eingeschränkt,  dass  wirklich 
nur  drei  übrig  bleiben.  Es  ist  nämlich,  wenn  wir  die  drei 
Wurzeln  der  Gleichung  mit  x\  a?",  x'"  bezeichnen, 

LfkbMn^s  AnalyBis.    7.  Auflage.  10 
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8  8 

S  3 

a;'"  =  m2yA  +  wyB. 

Da  nun  m=^ — ~^^ und  w'=  l,w^=(f»*)*=  I,  so  ist 

*t 

klar,  dass  die  aufgestellten  drei  Paar  Werthe  für  y,  jer,  und  nur 

diese  drei,   die  erwähnten  Bedingungen  erfüllen.     Setzt  man 

für  w  und  w*   ihre   Werthe,  so   kann  man  die  drei  Wurzeln 

auch  so  schreiben: 

3  3 

X'  =yA+yB 

8  3  3  3 

^..=_i£+iB_iA_-iB.y_,. 

Anmerkung  1.  Ist  in  der  Gleichung  a?^  +  i?^  +  2  =  0, 
j9  positiv,  so  hat,  was  auch  g  sein  möge,  die  Gleichung  immer 
zwei  imaginäre  Wurzeln  (§  127). 

Anmerkung  2.    Wärej?  negativ  und  t«*+~-  =0,  so  wäre 

A  =  B  =  —  \  q   und  die   Gleichung  hat  dann  lauter  reelle 
Wurzeln,  worunter  zwei  gleiche: 

3^ 3^ 3      

Beispiel  1.    Aus  der  Gleichung 

a;»  +  6a;  — 7  =  0 
folgt  nach  der  Formel 

3 3 

^=\/Z7^\/ r,.+t+  j/_^,_  \/i^^, 


indem  hier  i9==6,  2  =  — 7 
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3 


«=yi+yv^+8-+-yi— y  v+8 


s 


mithin  sind  die  drei  Wurzeln  (weil  hier  A  =  8  undB=s — i): 

ä'   =2—1=1, 

—  l  +  3y  — 3 


x'' 


2 


^..^"i~3y-3 

2 


Beispiel  2.    Man  hat  aus  der  Gleichung 

a?»— 27a;+54=0 


3 


a;=y  — 274-y  — 27 
a;'=-.6,  fl;''=3,  ic'''  =  3 
rc»— 27  +  54=(a?H-6)(iC  — 3)«. 


137. 

Die  Cardanische  Formel  enthält  zwei  grosse  UnvoU- 
kommenheiten. 

1.  Giebt  sie  die  reelle  Wurzel,  wenn  sie  auch  rational 
ist;  oftmals  unter  einer  irrationalen  Form.  So  ist  z.  B.  die 
reelle  Wurzel  der  Gleichung 

o;*  — 6ir  — 40  =  0, 

wie  man  leicht  sieht;  =4.    Unsere  Formel  aber  giebt 


a;=y(20  +  y400  — 8)+y(20  — y400  — 8) 
a-= 3,4 1421 . . .  +  0,58578  . . .  =  3,99999  . . . 

Man  könnte  nun  freilich  durch  ein  ähnliches  Verfahren,  durch 

welches  man  den  Werth  von  ya  +  yb  findet  (Algebra  §  327), 

10* 
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8 

auch  ya+'^h  bestimmen.  Dies  würde  hier  aber  wieder  auf 
eine  cubische  Gleichung  fiihren,  mithin  eiit  logischer  Kreis  sein. 

2.    Eine  grössere  UnvoUkommenheit  der  Cardanischen 
Formel  liegt  aber  noch  darin,  dass  sie^  wenn  p  negativ  und 

zugleich  ^!>i3^  also  auch  die  Grösse  ^3*+  —r  negativ  ist^ 

die  Wurzeln  unter  einer  imaginären  Form  giebt,  obgleich  doch 
in  diesem  Falle  alle  drei  Wurzeln  stets  reell  sind.^)  Dieser 
Umstand,  welcher  den  AlteU;  die  mit  den  imaginären  Grössen 
noch  nicht  umzugehen  wussten^  viel  Eopfbrechens  verursacht 
hat,  wurde  von  ihnen  der  irreducible  Fall  genannt.  Und 
in  der  That,  wären  seitdem  nicht  Mittel  erfunden,  um  aus 
dieser  Verwickelung  herauszukommen,  die  Cardanische 
Formel  würde  in  diesem  Falle  nichts  nützen  und  also  auch 
nicht  als  eine  vollständige  Auflösung  betrachtet  werden  können. 


138. 

Um  nun  för  den  FaU,  dass  p  negativ  und  zugleich  ir;^>ig* 
ist,  die  Formel 


*)  Man  denke  sich  die  Gleichung  a:^—px'\-q=0  construirt,   so  er- 
hält man  für  x=^0  eine  positive  Ordinate.    Für  a;»>^j) kommt: 

also  eine  negative  Ordinate,  denn  weil  nach  Voraussetzung  -^  <;  q\  so 

ist  offenbar  auch  ipy^g^q-  Für  x^^yp  hat  man  pl — p3+9«  mithin 
wieder  eine  positive  Ordinate.  Die  Gleichung  a^ — px-^-q^^i)  hat  also 
wirklich  drei  reelle  Wurzeln,  zwei  positive,  zwischen  0  und  y  P  und 
zwischen  y  P  und  y  p,  und  eine  negative  nach  §  113.  Dasselbe  gilt  von 
der  Gleichung  x^ — px — q=^Oj  welche  nach  §  122  die  entgegengesetzten 
Wurzeln  von  s^  —  px-\- q=rsQ,  also  eine  positive  und  zwei  negative 
Wurzeln  hat. 


hieraus 
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zum  Spruch  zu  bringen  und  zu  zeigen,  dass  alle  drei  reellen 
Wurzeln  daraus  hervorgehen,  setzen  wir 

— Ti^=QOOB(p  mithin  Ja*=ß*cos*9, 

''^-VS (^) 

cos  q>  =  — ^ (s) 

ir=yß(cos(jp  +  *Bin^)  +  yß(cos(jp  —  tsin^)*) 
rr==^  (cosqf)  +  isin9)'+ß'(cos<jr»  — isin^)* 

ar=p^(co»|-+t8m|-)+ß*(coB|— i8iii|-)  (§  88) 

a!=2ß*.coB-^ (»). 

Man  bestimme  also  erst  den  Modulus  q  aus  (l),  dann  ,9 
aus  (2),  indem  man  zu  dem  Winkel,  welchen  die  Tafeln  geben, 
2k7t  hinzufügt,  alsdann  ^=0,  1,  2  setzt,  so  giebt  die  Formel 
(3)  drei  und  nur  drei  verschiedene  Werthe  für  x^  nämlich 

x'=2cVco8-f-;  x"=2q*.cos^^^;  x"'^2qKoob^^; 

denn  wollte  man  auch  noch  Ä;=3,  4 setzen,  so  wtlrden 

doch    die  drei  verschiedenen  Cosinus  in  den  letzteren  Aus- 
drücken in  derselben  Ordnung  wiederkehren.    Setzt  man  z.  B. 

\    ^    ^,  Ä=3,  so  ist  cosf  27r4-^j  =  cos-Y;  also  dasselbe 

.    iH                                             .         /          27r4-a)\  ^ft^i-w 

wie  rar  k=0 ;  setztman  h=i,  so  ist cosi  27rH ^—^  )=cos — ^—^ 

dasselbe  wie  für  A;=  1  &c. 


in  cos 


•)  WennnAmlieh:  y^j» — ^q^^^Bimp,  8owty|.g« — ^^«-^siny.i/— 1, 
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BeiBpiel«    Eb  ist  die  GleichuDg: 

«*— 7a;4-6=0 

gegeben,  ßo  ist  p= — 7,  g«s=  +  6  und  ^>  Jg*,  mithin 


7« 

log7»  =  2,5342940 
...27  =  1^4313638 

1,1039302 


coBq>  = 


log3  =  0,4771213(n) 
...^  =  0,5519651 


2)- 


log^  =  0,5.)  19651 
]og(i»«  0,1 839884 


cos  9— 9,9251 562  (w) 
qf)=:147<>19Ml",4 


y_ 


=  4906'23'',8 


x'«=s2^".cos^ 


log  cos  1=9,8 160 116 

^»=0,1839884 

2  =  0,3010300 

log  a?'  =  0,3010300 
a?'  =  2 


?^^=169<>6'23'',8 


a?''=2^".C0B 


27t+q> 


log  co8^^~^=9,9921028(n) 


2^*   =  0,4850184 


log  X"  =  0,477 12 12(n) 


^^^^=28906'23",& 
a;'-  =  2^*.co8l^ 

log  cos  ^^^^=9,5 1498 1 7 

2^*  =   0,4850184 

log  it'"  =r  0,000000 1 


2.    Auflösung  der  Gleichung  4.  Grades« 


189. 

1.  AuflÖBung.    Nach  §  120  kann 

«*4-aa;*+&»  +  c=0 

als  gegeben  betrachtet  werden.    Di^dirt  man  diese  Gleichung 
durch  x^+nx+Py  so  erhält  man 

'-nx+a  +  n^-p+ :,f+nx+p ^^' 

Soll  nun  (s.  8.  Buch)   der   Divisor  x*+nx+p=0  zwei 
Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung  enthalten,  so  müss  der 


X 
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Rest;  d.  i.  der  vorstehende  gebrochene  Theil  des  Quotient  ==  0, 
oder 

5+?t»p  —  an  —  n'  =  0 (I) 

c+i>'  — ap— w*p^=0 (II) 

sein  und  die  ganze  Function  des  Quotient  oder 

x^^nx^-a  -i-t»*— j9  =  o (III) 

wird  dann  die  beiden  noch  fehlenden  Wurzehi  einschliessen. 
Um  die  Gleichungen  I  und  II  nach  n  aufzulösen,  kann  man 
zunächst  aus  I 

-"4-"--f. ('^ 

bestimmen  und  in  II  substituiren.  Setzt  man  hierauf  n^=rf 
so  ergiebt  sich 

r»+2ar«+(a«— 4c)r— 5«=0. 

Ist  hier  r  bestimm t,  so  findet  sich  n=yr  und  aus  IV: 

Die   Gleichung  rc*  +  nöc-|-p  =  0   giebt  nun  die  folgenden 
2  Wurzeln  der  Gleichung  4.  Grades 

:r=_^^+VCXZZIZ (V) 

2  — r        2yr       2         4  ^^ 

Die  andere  Gleichung 

X* — nx-^a  +  n* — j)«=sO 

fährt  zu  den  noch  fehlenden  Wurzeln ,  die  mit  V  überein- 
stimmen, wenn  daselbst  yr  negativ  genommen  wird,  was  aucl^ 
wegen  n=:+-^r  zu  erwarten  stand.  Die  ganze  Auflösung 
reducirt  sich  somit  auf  folgende  Ausdrücke 

r»+2or«+(a«— 4c)r-5»=0 (A) 

Es  genügt,  für  r  die  positive  Wurzel  (s.  §  113)  allein  zu 
nehmen.*) 

•)  Setzt  man  r=»t* — — ,  so  ist 

s     /«*  I   ^   \        2<i*  ,  Sae      -4      ^ 


152 

2  -^  r   2yr       2         4 ^^^^ 

^undxi^=3^  +  l/ \—±-£  .     .  (C) 

2  —  ^        2>/r        3         4  ^    '' 

Beispiel,    a;*  — 35  a?«— 140äj  —  50=0. 

Mit  a=— 35,  &=— 140,  c=-50  wird  A: 
r«_70r«+l425r—  19600  =  0 
r=  49,1 1033  und  yr=  7,00788. 

AubB:  ir=  — 3,50394 +|/—^+  17,5  —  12,27758 

d.  i.  a;  =  —  3,50394 ±y  —  9,98876  -+-  4,22242 
oder  ic^unda;"=  —  3,50394 +2,40132  i. 

Aus  C:  ir=±=  3,50394+^9,98876 +  4,22242, 
oder  x™  =  7,27371 

a:^=  — 0,265833. 

2.  Auflösung.    Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
a^+-air«+&a?+c=0  mit  x\  a?",  rr™,  3c^  und  setzt 

x^a^=v,  rF™ar^^=je:,  so  ist 
—  x^ — afl-^a^  —  x^^O  oder  I.  — u — v  =  0. 

a?^fl;°  +  a^rr™+. =  a  oder  IL  w  +  uv-^-is^a. 

—(x^a^^s^  +  x^x^'x^^-^...  )=b  oder  HI.  vw  +  uz  =  --h. 
Endlich  aJa;iia;"iirr^  =  c  oder  IV.  wz=c. 


Aus  I:  t;=  — w,  aus  IV:  ;ef=-^giebt  in  11  und  III: 


w-i =  a  -hw*  und  w = — (Y) 

Quadrirt  man   beide  Gleichungen  und  subtrahirt  sie  als- 
dann, so  erhält  man 

w«+2a«.*  +  (a»  — 4c)w«  — 6«=0. 

Ist  hier  u  gefunden,  so  ergiebt  sich  aus  Y:  w  und  aus  beiden 
0^  und  a-"  u.  s.  w. 

8.  Auflösung.     Setzt  man  die  Gleichung 

a;  * +•  aaj  * +- &a;  +  c  =  0 
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identisch  mit  (aj*4-r)*=w(a;-f-w)*  d.  i, 

rr*4-(2r — m)x^  —  2mnx-i-r^ — mn*=0, 
so  ist 

2r — ws=a,  — 2mns=&y  r*  —  t»m*=»c. 

Mit  r= — r —  und  «= — r — erenebt  sich  aus  der  letzten 
2  2w     ® 

vollkommenen  Gleichung 

\2/       4in 
w*  +  2am«  +  (a«— 4c)ni  — 5«-«0. 

Mit  m  ist  nun  auch  r  und  n  bekannt^  und 

rc*  +  r =+yw .  (ä  +  n) 
enthält  die  4  gesuchten  Wurzeln. 

Azunerkong.    Addirt  man  zu  der  gegebenen  Gleichung 

ir*+ar*-t-c=  —  hx: 
mx^'\-n  =  inx^'-{-n 
a:*  +  (a + w)  rr  *+c+w = fiKc*  —  bar + n 

und  setzt  diese  Gleichung  identisch  mit 


(^-f-^)'=(v-.:«-y«)*, 


80  erhält  man  eine  Auflösung^  die  mit  der  vorstehenden  3. 
tibereinstimmt. 

4.  Auflösung.     Setze  x^=^r{cos(p+iünq>), 

X  =p  (cos  ip  +  i&in  xp). 

Veigleicht  man  das  Product  dieser  4  annuUirten  Gleichungen 
mit  der  gegebenen  rr*  +  air*  +  6a*-f-c==0,  so  ist 

r  cos  g) +1?  cosi/;= 0 
1>*  +  ***  +  4jpr  cos  <;p  cos  1/;  =r  a 

2pr{r  cos  i/;  -{-p  cos  (jp)  =  —  & 
(pr)*=  c. 

Aus  der  1.  und  3.  Gleichung  findet  man 

h 

C0S9>as 


cost/;= 


2r(i>«  — r«) 
2l>(l>*-r«) 


...(A) 
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und  damit  aus  der  2.  Gleichung 

p«  +  r«=^ (C) 

gesetzt,  giebt  mit  p^r^=sic: 

e X — -r  =  a,  oder 

£?• — ajg*  -  4c«?+4ac-— 6*  =  0. 
Ist  hier  iP=p*+***  gefiinden,  so  wird  B: 

^ — 7 — if 5T^  =  ö>  daher 

I,«-r«=-^=i= (D) 

ve  —  a 

C  +  D  und  C  —  D  fährt  zu  p  und  r,  A  alsdann  zu  cos  g)  und 

cos  xp  u.  s.  w. 

5.  Auflösung.     Diese    bezieht    sich    auf   die    vollständige 

Gleichung 

a^+ax^+-hx*  +  cx  +  d=^0 

und  macht  daher  das  oft  beschwerliche  Beseitigen  des  Gliedes 
x^  unnöthig. 

Es  seien  die  4  Wurzeln  m  +  n,  m  —  n,  p  +  g,  p  — 2- 
Das  Product  der  annullirten  Wurzelgleichungen  (x  —  m — n=0 
u.  8.  w.)  mit  der  gegebenen  verglichen: 

a=  —  2{m+p) (I) 

6r=w«— »«+p«-  g«+4fwp (II) 

c=  —  2p{m^—n^'-2m{p^  —  q^) (III) 

d~im^^n^)(p^-q^ (IV). 

Setzt  man  w* — n*=u (V) 

so  erhält  man  aus  IV:     p^  —  g*=  — (VI) 

und  aus  I         p= m (VII) 

Mit  diesen  Ausdrücken  findet  sich  aus  II  und  III: 
6==:u+-J  — 4m(y+w) (VUI) 

und  c=aw+2mw . 

u 
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Substituirt  man  den  für  m  aus  der  letzten  Gleichung  ge- 
fundenen Ausdruck  in  VIII,  so  ergiebt  sich;  wenn  noch 

wH =y (IX) 

gesetzt  wird: 

y«_by«+(ac— 4rf)y  +  <l(4&  — a«)— c»=0*)....(A) 
Mit  y  folgt  nun  aus  IX: 

y+Vy^     4d 

u- 2 

und  da  Gleichung  VIII  auch 

h=y — 4wf  — -f-t»  j  geschrieben  werden  kanu;  so  ist 

—  a+-ya«-l-4(y— &) 
mss . 

4 
Aus  VII  folgt  p=* — - — w, 

aus  V  n=Vw* — w. 

— =y — u  (siehe  IX)  giebt  aus  VI: 


Die  Gleichung  4.  Grades  ist  mithin  mit  A  und  den  darauf 
folgenden  5  Ausdrücken  gelöst;  denn  ^=m  +  M  u.  s.  w.  (s.ob.). 

6.  Auflösung.    Die  Gleichung  x*  +  ax+h^=sO   lässt  eine 
ziemlich  einfache  Auflösung  zu. 

Setze  ir*=«w:+n (A) 

folglich       a:*=m*it*+2fww;+n*  d.i. 

jc^a=ni'(fiia;-|-n)  +  2mna;+n^  oder 
rc*  — (ni'H-2nin)aj — m*n — n*=o. 
Diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  verglichen  führt  zu 
m  und  n,  und  mit  A  zur  Auflösung. 


•)  y— »"+-3- gesetzt,  giebt 


r»+(ai?-4rf-y)r+y(8rf+ao)-^-a*rf-c»«0. 
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Elftes  Buch. 

Zerlegung    rational    gebrochener   Func- 
tionen in  Brüche,  deren  Zähler  constant 
und  deren  Nenner  Formen  ersten 

Grades  sind. 

140. 

JNach  den  Regeln  der  Buchstabenrechnung  lassen  sich  mehrere 
gebrochene  Functionen  leicht  auf  einerlei  Nenner  bringen  und 
in  eine  einzige  gebrochene  Function  vereinigen.    So  ist  z.  B. : 

5  2    ^5(a;+6)+2(a;— 3)_      lx+2A  . 

xS^  x+^~     (a;— 3)(fl:+6)     ~  x*+Zx^\S ^^^ 

5  X    a;«+3x+30  .  . 

x—2  "^  x+ß  ~  a;«-f4aj— 12 ^^^ 

3               1     ^a;»— 6a;«+15rg— 2  ,. 

(a;— 2)»"*"aj+2^a:*— 4a;»+l6a;— 16 ^*^ 

und  es  ist  klar^  dass,  wenn  die  einzelnen  Brüche  echt  ge- 
brochene rationale  Functionen  sind  (§  34);  dann  auch  ihre 
Vereinigung  eine  echt  gebrochene  Function  giebt.  Man  kommt 
nun  leicht  auf  den  Gedanken^  auch  umgekehrt  eine  gebrochene 
Function;  deren  Nenner  nicht  eine  Form  ersten  Qrades  (und 
auch  keine  Potenz  davon)  ist,  als  aus  einfachem  Brüchen 
zusammengesetzt  und  deshalb  in  solche  zerlegbar  zu  betrachten, 
und  weil  diese  Zerlegung  besonders  für  die  Integralrechnung 
von  grosser  Wichtigkeit  ist,  eine  sichere  Methode  zu  erfinden, 
nach  welcher  dieselbe  bewirkt  werden  kann. 
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141. 

Wir  können  hierbei  nun  immer  annehmen,  dass  die  ge- 
brochene {"unctiony  welche  in  einfachere  zerlegt  werden  soll, 
eine  echt  gebrochene  ist,  denn  wäre  sie  es  nicht,  wie  z   B.: 

— ,  so  könnte  man,  wie  nachstehend  angedeutet, 

durch  Partialdivision  die  darin  enthaltenen  Ganzen  erst  her- 
ausziehen. Man  erhält  dann  ausser  dieser  ganzen  noch  eine 
echt  gebrochene  Function,  deren  Zähler  einfacher  ist.  Es  ist 
nämlich 

r»»+8ic*-f-4a:  — 66  .   ,   .        7ir-+-24 


x^  +  3x—iS  '       '   a;«  +  3a;— 18' 

Ebenso  ";-!"- !=1+     '"+' 


x^  —  ix — 6  x^ — Ax — 6* 


Auch  können  wir  annehmen,  dass  in  der  echt  gebrochenen 
Function  Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben,  weil  man  ihn  sonst  weglassen  könnte.    So  ist  z.  B. 


2x+4 


{x  +  b){x^Q)(x+2)      {x'+-b)(jjc  —  %y 


142. 

Um  nun  eine  echt  gebrochene  Function,  z.  B.    , :rr 

X      I     oX       X o 

in  einfachere  Brüche  zu  zerlegen,  muss  o£Eenbar  zuerst  daran 
gedacht  werden,  den  Nenner  in  Factoren  aufzulösen,  weil  dieser 
ja  als  das  Product  aus  den  Nennern  der  zu  findenden  ein- 
fachem Bruche  betrachtet  werden  muss.  Könnte  man  den 
Nenner  in  lauter  einfache  und  ungleiche  Factoren  auflösen 
(was  aber  von  der  noch  erst  zu  erfindenden  Auflösung  aller 
höhern  Gleichungen  abhängt),  so  könnte  man  o£Eenbar  diese 
einfachen  Factoren  als  die  Nenner  der  zu  findenden  einfachem 
Brüche  ansehen,  deren  Zähler  dann  offenbar  constant  sein 
müssen,   weil,  wie  §  140,  Beispiel  2   zeigt,   wenn  auch  nur 
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einer  der  Zähler  die  veränderliche  Grösse  enthielte;  die  Ver- 
einigung der  Brüche  die  echt  gebrochene  Function  nicht 
wiedergeben  könnte. 

Als  die  natürlichste  Methode,  diese  fraglichen  constanten 
Zähler  zu  bestimmen  ^  dringt  sich  hier  ganz  von  selber  die 
zuerst  vonLeibnitz  angewandte  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten   auf;   d.  h.  wir  fingiren  sie  vorläufig.     Für  die 

gebrochene  Function  — z.   E.   hat  man  zuerst   aus 

X    —y™  oSD  ~-~  1  o 

3  +  9 

x^+3x — 18  =  0,  x= 7^"—}  =3,  =  —  6.     Es  ist  mithin 

(s.  §   103  bis  §  107) 

x^+3x—\S  =  {x—  3)(a;4-  6). 

Setzen  wir  also: 

7ä^+24  A  B 


rr*  +  3a;— 18      a;— 3      rr+6 

*und  bringen  beide  Brüche  auf  einerlei  Benennung;  so  kommt 

7a;+  24     _  (A+  B)a;+  QiA  -3B) 
a;*+3ic  — 18~  a;*+3ic— 18 

Da  nun  fiir  jeden  Werth  von  x  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  dasselbe  geben  muss,  wie  die  linke ;  die  Nenner 
aber  gleich  sind;  so  muss  auch  ftir  jeden  Werth  von  x: 

7a;+ 24  =  (A  +  B)  a:+ (6A  —  3B) 

sein.     Dies  giebt  uns  zur  Bestimmung  der  fraglichen  Zähler 
A  und  B  nach  §  64  die  beiden  Bedingungsgleichungen 

A  +  B  =  7     1  A  =  5, 

woraus 


+  B  =  7     1 
.— 3B=24  J 


6A— 3B=24  J  B  =  2. 

Es  ist  mithin 


7a;+24      _     5 


a;*+3a;— 18      x—S  '   rr+6 
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Eben  ao  ist 

a;«-|-3a;— 18      «— 3''"a;-+-6      3a;— 9      3x+18* 


Ferner  ist 


24         _    A  B 

—  Z       öl" 


a;*+3a;— 18      X'-Z  *  a;+6 


143. 


_8  (_i L.^ 


Weil  man  bei  dem  eben  gezeigten  Verfahren  immer  so 
viele  Bedingungsgleicbungen  ersten  Grades  erhält^  als  constante 
Zähler  gesucht  werden^  so  ist  klar,  dass  letztere  dadurch  voll- 
kommen bestimmt  sind,  mithin  nicht  verschiedene  Zerlegungen 
stattfinden  können.  Bei  dieser  Methode  lassen  sich  manchmal 
kleine  Rechnungsvortheile  benutzen.     Man  hat  z.  B. 

7rc+24  A     .     B  ,  . 


(ic+6)(a;— 3)      rr  — 3      x+ß 

Um  den  Zähler  A  zu  finden  ^  multiplicire  man  die  ganze 
Gleichung  mit  x — 3^  so  kommt 

7a:+24^          B(x-^Z) 
x+6    -^^    0:4-6     ^'^ 

Da  nun  die  Gleichung  (2)  für  jeden  Werth  von  x  gelten 
muss,  so  setze  man  beiderseits  x=^,  so  hat  man 

21  +  24 


3  +  6 


==  A  =  5. 


Um  B  zu  erhalten,,  multiplicire  man  die   Gleichung  (1) 
mit  0^4-6^  so  kommt 

7a;  +  24^A(g+6)    ■   p 
a;  — 3  x—3     '^    ' 

setzt  man  beiderseits  x  =  —  6,  so  hat  man 

—  6  —  3 
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144. 
AuDf»b«.    Den  Bruch:  -^-^^-^—^^-j--  zu  zerlegen. 

Auflösung.    Die  cubische  Gleichung  x^  +2z*—2\x+ 1 8=0 
hat  die  drei  reellen  Wurzeln  1,  3;  —  6.    Es  ist  demnach 

4x^+Sx+S0  A     ,      B     .      C  ,  , 


(a:— l)(a;— 3)(a;4-6)      a;— 1       rc— 3      a;+6 

Multiplicire  mit  x—i  und  setze  dann  rrssl,  so  kommt 

4  +  8  +  30 


-2.7 


=A=— 3, 


Eben  so  findet  man  B  =  5^  C=2.    Es  ist  mithin 
4rr»+8a:+30  2,5  3 


a;»  +  2aj«  — 2la;+18       rr+6       äj— 3      a?— f 
Eben  so  findet  man 

A  T>  1  1 

1  A  _B 2a__ 2a 


x^ — a*      x^a      a;+a      a;— a      x+a' 

-J_  =  _A_,  _B Lh_J.. 

a* — aj*      a-i-x      a — x      a+x      a — x 


145. 

Enthält  der  Nenner  der  gebrochenen  Function  mehrere 

oder  lauter  gleiche  Factoren,  wie  z.  B.  --; ^^rs—f  so  kann 

°  '  (X — 2)' 

ABC 

man  einen  solchen  Bruch  o£Eenbar  nicht  aus H -r  + 


a;— 2  a?— 2  x — 2 
entstanden  denken.  Einer  der  drei  Nenner  wenigstens  muss 
{^ — 2)'  sein.  Da  nun  aber  ausser  diesem  auch  noch  einer  der 
Nenner  {x — 2)*  und  a;— 2  oder  beide  vorhanden  sein  können, 
so  setze  man 


161 


x^+2x—4  A        ,        B        ,      C 


(a;-2)3         (^-2)3  '   (a;— 2)«  '  a;— 2 
Mit  dem  allgemeinen  Nenner  multiplicirt^  kommt 
a;«+3a;_4=Ca!*+(B  — 4C)a;+(A— 2B+4C) 


C=l 
B  — 4C  =  3 
A-2B  +  4C=  — 4  I 


C=l, 
►  woraus  B  =  7, 
A=6, 


•XL-      -x     a;«+BaJ— 4            6,7,1 
mithm  ist :   — ; jrrr-  =  z ^^v«  +  7 — irrT  + 


(o;— 2)3  (ä— 2)3  •    (a;— 2)»    '    x-2' 

Anmerkung.    In  solchem  Falle,  wie  hier,  kann  man  auch 
folgendermassen  verfahren: 


.     x»+3^c  — 4 
(0^-2) 
wird 


7        I       i'Y^  ~^^  4 

Man  setze  in  — — — ^ — ,  x—2=su,  folglich  ic=w  +  2,  so 


ga+Sa;— 4       (^+2)»+B(u+2)— 4       t<^+7^+6^   1    ,7,6 

und,  wenn  man  jetzt  statt  u  wieder  x — 2  setzt, 
x^  +  ^x  —  i  1.7.6 


=  — ;;+7— ^^  + 


(a;— 2)3  x—2  '    (a?  — 2)^   '    (a;  — 2)3* 


146. 


Aufgabe.     Den  Bruch  —. -—-7 — r-^-  zu  zerlegen. 

{x  —  2)3(a;+2)  ° 

Auflösung.     Man  setze 

x^  —  ßx^+lbx-'2  A       ,        B        ,  C      ,       D 


(a?  — 2)3(a;+2)         (a;-2)3  '    (a;— 2)«   '   a;— 2  '   ä;+2' 
Multiplicirt  man  mit  dem  allgemeinen  Nenner,  so  kommt: 

Lftbien'8  Analyris.    7.  Auflage.  \  | 


x^-'Qx'+  15a;  — 2  =  D 

C 
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x^—Wx^  +  \2D  x  —  SD 
-2C  —  4C  +8C 
4-    B       -h    A     — 4B 

+  2A 


C  +  D=l 
B— 2C— 6D=  — 6 
A  — 4C-hl2D— 15 
2A  — 4B  +  8C  — 8D  =  — 2 


D=l, 
hieraus         C  =  0, 
'(Algebra  §  162):  8  =  0, 

A  =  3, 


mithin     ist    —7 -rrrj --rr =  7 ST^ + 


(x  —  2y{x+2)  (a?  — 2)«  '   x+r 


147. 

Sind  mehrere  oder  alle  einfachen  Factoren  des  Nenners  der 
gebrochenen  Function  imaginär,  so  könnte  man  auf  dieselbe 
Weise  wie  vorhin  verfahren  und  z.  B.: 

7ic«— 25ic+62  A       ,  B  ,  C 


(a:— 3)(rc— 2+3i)(a;--2— 3i)      rc  —  3 ^ ä*  — 2  +  3*  "^a?  — 2  — 3i 

setzen.  Man  erhält  aber  fiir  den  eigentlichen  Zweck  dieser 
Zerlegung  (nämlich  für  die  Integralrechnung)  leichtere  Rech- 
nung, wenn  man  die  imaginären  Nenner  und  Zähler  der  Theil- 
brilche  vermeidet.  Dies  kann  dadurch  geschehen,  indem  man 
Theilbrüche  mit  solchen  Nennern  vom  zweiten  Grade  fingirt, 
welche  das  Product  aus  zwei  gepaarten  imaginären  Factoren 
sind.  Da  man  dann  aber  nicht  verlangen  kann,  dass  der  Zähler 
eines  solchen  Theilbruchs  jedesmal  constant  ist,  indem  er  eine 
Form  ersten  Grades  sein  kann  (eine  Vorstellung,  worauf  das 
Beispiel  4,  §  140  führt),  so  setzen  wir  für  jeden  dieser  Nenner 
vom  zweiten  Grade  (so  wie  auch  für  Potenzen  desselben)  eine 
Form  ersten  Grades  als  Zähler  an,  z.  B. 

7ir»— 25iC+62        _  _A_  Bar  +  C 


(a;—  3)  (x^  —  4x+  13)      ic  —  3  ^  x^—4x+lS' 
Jetzt  mit  dem  allgemeinen  Nenner  multiplicirt,  kommt 


163 

7a;«  — 25ir  +  62  =  (A  +  B)rr«  — (4A-f-3B  — C)Ä;-f-l3A  — 3C 


A  +  B  =  7 
4A+3B  — C  =  25 
ISA  — 3C  =  62 


IA  =  5 
B=2 
C  =  l 


•xu-     w  7a;«  — 25rr-H62  5       ,         2a;  +  l 


148. 

Angaben.     Folgende  Brüche  zu  zerlegen: 

4a;«— JC+S  1  1 

7l  +  2ir»p''         a;«(a;«+  1)«'         x^—\ 

Auflösungen.     Man  hat 

.  4a;«  — a;+6_    Aa;+B        Cx  +  D 
^    (l  +  2a;«)«  "■(l  +  2a;«)«"^  H-2a;«' 

4a;«— fl;4-6  4— a;  2 


(I  +2a;«;«        (l+2a;«)«  ^    l+2a;«' 

_J^___  A      B    .    Ca;+D    ,  Ea;  +  F. 

^a;«(a;«  +  l)'~a;«  "^  a;  '*"(a;«4- l)«"*"  a;«4-l' 

1111 


a;«(a;«-f-l)«      a;«       (a;«+l)«      a;«  +  r 

1  A  Ba;  +  C     . 

3)  -3—1= 7+-T.       .  1   (§  132), 

'^  a;* — 1       a; — 1      x^  +  x  +  i 

x^—1      ^'a;—  l      ^•a;«4-ir  +  l' 
In  der  Differentialrechnung  wird  noch  eine  andere  Zer- 
legungsmethode gezeigt,  welche  besonders  auf  Brüche^  wie  der 
letztere;  anwendbar  ist. 


11* 
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Zwölftes  Buch. 


Von  den  Kettenbrüchen. 


149. 

Erklärung.  Unter  einem  Kettenbruch  versteht  man  einen 
Grössenausdmck  in  folgender  Form: 


1^3+- 


2/4+- 


2/5+  — 


2/6 


nämlich  eine  ganze  Zahl^  Pq  (wo  Pq  aber  auch  0  sein  kann), 
plus  einem  Bruche ,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner  eine 
ganze  Zahl  plus  einem  Bruche,  dessen  Zähler  wieder  1  ist  &c. 
Die  ganzen  Zahlen  ^o;  ^i;  2/2'  2/s  •  •  •  heissen  die  Glieder  des 
Eettenbruchs.     Brounker  soll   zuerst  auf  diese  Bruchform 

verfallen  sein,  indem  er,  um  die  Zahl  -—  zu  berechnen,  dafiir 

4 

den  Ausdruck 


2-f 


2+ 


aufstellte.*)  Euler  jedoch  ist  der  Erste  gewesen,  welcher  die 

*)  Blan  erhält  diese  Form,  indem  man  die  Reihe  1— i+i— 4 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 
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Kettenbrüche  einer  näheren  Betrachtung  unterworfen  hat  und 
zwar  in  der  zuerst  angegebenen  Form  (wo  nämlich  der  Zähler 
immer  1  ist),  auf  welche  jeder  andere  Eettenbruch  immer  ge- 
bracht werden  kann. 

Die  Eettenbrüche  bieten  so  viele  merkwürdige  Eigen- 
schaften dar  und  lassen  so  mancherlei  Anwendungen  zu^  dass 
eine  vollständige  Theorie  derselben  einen  ganzen  Band  füllen 
würde. 

150. 

Es  ist  leicht,  einen  gewöhnlichen  echten  oder  unechten 
Bruch  in  einen  Eettenbruch  zu  verwandeln.  Ist  der  Bruch 
echt,  so  dividire  man  Zähler  und  Nenner  durch  den  Zähler; 
den  im  Nenner  entstehenden  Bruch  eben  so  behandelt  &c.;  bis 
der  letzte  Zähler  1  wird.  Ist  der  Bruch  unecht,  so  stelle  man 
erst  die  ganze  Zahl  heraus.    Es  ist  z.  B. 

n_j _1 _1 

74~44-T^~4-H]— -T  ~4+i 


17  •   2-{-Jr  2+-^ 


6  1+^ 


^  =  44-^  =  4  +  ^-^    =4-hi 


17  '17  '    2+^  '   2+i 


6  \+h 


5 

Umgekehrt  würde  man  ohne  weitere  Regel  aus  einem  Eetten- 
bruch den  erzeugenden  Bruch  finden  können.    Es  ist  z.  B. 

1 _\ _l 1 _1 _17 

^+-2"TV-t~'+2-+-^"^^2"Tv"''" 


151. 

Beide  vorhergehenden  Rechnungen ,  um  einen  Bruch  in 
einen  Eettenbruch  und  umgekehrt  zu  verwandeln^  lassen  sich 
aber  bedeutend  abkürzen. 

Um  erstlich  gewöhnliche  Brüche  in  Eettenbrüche  zu  ver- 
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wandeln,  z.  B,  IJ,  !|,  A'^,  verfahre  man  mit  jedes  Bruches 

Nenner  und  Zähler  ^  als  wenn  man  ihren  grössten  gemein- 
schaftlichen Factor  Buchen  wollte  (Algebra  §  29),  so  sind  die 
Quotienten  die  Glieder  des  Eettenbruchs.  Die  Richtigkeit 
folgt  aus  der  Rechnung  in  §  150,  z.  B. 

^4  2  15 

17  :  74  :  17  :  6  :  5  :  1 

'  17 
mithin  ist:  —-  =  04-7 


74  •   4+^ 


2-h^ 


'H 


74  :  17  :  6  :  5  :  1 


74 
mithin:  ^— =4+i 


17  '    2  +  ^ 


^+r 


972  :  1393  :  972  :  421  :  130  :  31  :  6  :  1 


mithin:    — ~-==0  +  ~ 


1393  '    1+^ 


2+^ 


3+^ 


4+ 


^+6^- 


152. 

Um  nun  auch  ein  allgemeines  Gesetz  zu  finden,  nach 
welchem  man  bequemer,  als  der  unmittelbare  Gedanke  §  150 
es  angiebt,  einen  Eettenbruch  in  einen  gewöhnlichen  Bruch 
verwandelt,  wollen  wir,  die  allgemeine  Bezeichnung  bei- 
behaltend, statt  vom  letzten  Gliede  nach  imd  nach  zum 
ersten  zurückzugehen,  umgekehrt  verfahren.  Es  sei  also  der 
Kettenbruch  allgemein 
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yo  +  f: 


1 

1      1 

Nehmen  wir  nur  das  Ote  Glied^  so  ist  ^o  offenbar  kleiner,  ak 
der  Werth  des  ganzen  Kettenbruchs.    Geht  man  bis  zum  Isten 

Gliede,  so  ist  offenbar  y©  H zu  gross,  weil  in  dem  Bruche 

—  der  Nenner  zu  klein  ist    Geht  man  bis  zum  2ten  Gliede, 

so  ist: 

Vo+z 


yi  + 


y% 

offenbar  wieder  zu  klein  &c.  Bezeichnet  man  die  hier  auf 
einander  folgenden  Werthe,  welche  abwechselnd  kleiner  und 
grösser  sind,  als  der  wirkliche  Werth  des  ganzen  Kettenbruchs 
und  Näherungswerthe  (Partial werthe)   desselben  genannt 

werden,  mit  — ,  --,  —  &c.,  so  hat  man 


«1 

1 

^1 

—  ^0  + 

1 
2/i 

yoVi  + 1 

Vi 

In  dem  Bruche  —  setze  man  2/1  H statt  y^,  so  kommt 

Ol  y% 


der  Bruch 


^<>(^^  +  ^)  +  ^ 


yg/       _yoyiy2+y2+yo 


2/1  H 

yi 

Achtet  man   hier  auf  die   Verbindung   der   Glieder    des 
Ketten bruchs^    so   ergiebt  sich   ein   einfaches   Bildungsgesetz, 

nach  welchem  man  aus  den  beiden  ersten  Brüchen  —  =  -rt 

«1        1  ' 

__  ^o^i welche  jedoch  immer  erst  unmittelbar  gebildet 

^1  yi 
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werden  müssen^  Zähler  und  Nenner  der  successiv  folgenden 
Brüche  leicht  erhalten  kann,  indem  man  mit  jedem  folgenden 
Gliede  sowohl  Zähler  als  Nenner  des  vorhergehenden  Bruchs 
multiplicirt  und  zu  den  Producten  Zähler  und  Nenner  des 
vorvorhergehenden  Bruchs  addirt.     So  ist  z.  B.  wirklich 

0  ^  ^>  +  « 

Setzt  man  hierin  y^A ,  statt  «/g,  so  ist  auch 

Vi 

1)    I  y    ^ ]  -1.  Q 

ä  _     v'     ys/        _  ^2ys+<^ys+^  ^  cy8+& 

Hiemach  ist  klar^  dass  es  einerlei  ist^   ob  man  jetzt,  um 
den  folgenden  Bruch  —  zu  erhalten,  in  den  vorhergehenden 

^8  H statt  3/3  setzt,  oder  nach  der  obigen  Regel  verfUhrt, .  und 

dass  dieses  Gesetz  durchgehends  stattfindet. 
Hat  man  z.  B.  4  +  ^ 


2-h^ 


1  + 


5 

so  sind  die  auf  einander  folgenden  Näherungswerthe  (weil 
hier  4,  2,  1,  5  die  Glieder  und  4^  und  §  die  beiden  ersten 
Brüche  sind) 

MN     /9\      13       74 

\Th  ^Sh    TT;  TT- 

Sind  0,  4)  2,  1,  5  die  Glieder,  so  hat  man 

(Q\     (\\      2        3        17 
^T^   VT/;  IT?   T7>    TT- 

Sind  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6  die  Glieder,  so  hat  man 

C0\     (\\      %       7        SO      167        972 

153. 

Subtrahirt  man  irgend  zwei  auf  einander  folgende  Nähe- 
rungswerthe, so  erhält  man  einen  Bruch,  dessen  Zähler  immer 
+ 1  ist.  Diese  merkwürdige  Eigenschaft  lässt  sich  folgender- 
massen  beweisen. 


169 


4M.  M, 

Seien  — ,  —  zwei  unmittelbar  folgende  Näherungswerthe 

und  y  das   Glied   des  Eettenbruchs ,   welches  den   folgenden 

Näherungswerth  —  bestimmt;  so  ist 

P         ny+m 
Pi       n^y  +  m^ 
Nimmt  man  nun  die  Differenz  von  den  beiden  Näherungs- 

werthen  —  und  — ,  so  wie  auch  von  —  und  — ,  so  ist 

n«/+w         n mrii — m^n 

Hieraus  ergiebt  sich^  dass  der  absolute  Werth  des  Zählers 

der  ersten  Differenz, ,  ganz  derselbe  ist,  wie  bei  der 

Pi      «1  ' 

zweiten, ^  natürlich  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen, 

weil  ja  die  Näherungswerthe  abwechselnd  zu  klein  und  zu  gross 
sind.  Es  kommt  also  nur  darauf  an,  den  absoluten  Werth  eines 
einzigen  dieser  gleichen  Zähler  zu  bestimmen.  Dazu  kann  man 
den  Unterschied  irgend  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgen- 
den, also  am  einfachsten  der  beiden  ersten  Näherungswertlie 
nehmen,  nämlich 

2>,       a^  y^  1        yj,' 

Es  ist  mithin  der  beständige  Zähler  in  dem  Unterschiede  zweier 
unmittelbar  folgenden  Näherungswerthe  =+  l. 

154. 

Aus  vorstehendem  §  folgt  noch,  dass  die   Unterschiede 

der  Näherungswerthe  immer  kleiner  werden =  — 7-; 

-r—  =  —  i 1     womit    denn    auch    die    Benennunfi" 

Näherungswerthe  gerechtfertigt  ist,  weil  der  letzte  den 
vollen  Werth  des  Kettenbruchs  ausdrückt. 
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155. 

Der  wahre  Werth  eines  Kettenbruchs,  und  wenn  er  auch 
bis  ins  Unendliche  fortläuft,  liegt  immer  zwischen  zwei  beliebigen 

auf  einander  folgenden  Näherungswerthen  — ,  — ,  weil  ja  der 

eine  zu  klein,  der  andere  zu  gross  ist.    Da  nun  der  Unterschied 

+  1 
dieser  beiden  nur  -^= — ,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  irgend  einen 

Näherungswerth,  z.  B.  — ,  statt  des  ganzen  KettenBruchs  setzt, 

der  Fehler  gewiss  kleiner  ist,  als  ein  Bruch,  dessen  Zähler  t  und 
dessen  Nenner  das  Quadrat  vom  Nenner  des  gesetzten  Näherungs- 

werthes  ist,  also  kleiner  als ,  weil  er  la  noch  kleiner,  als 

ist.    Der  Kettenbruch  1 


4  +  ^ 


2  +  ^ 


1  + 


5 

z.  B.  hat  die  Näherungswerthe  (^),  (i\  f,  ^,  ^J.  Nimmt  man 
den  Bruch  ^,  statt  des  ganzen  Kettenbruchs,  so  ist  der 
Fehler,  den  man  begeht,  kleiner,  als  ^V*  Nimmt  man  den 
Bruch  |,  so  ist  der  Fehler  kleiner,  als  ^^^  &c. 

156. 

In  allen  für  einen  Kettenbruch  erhaltenen  Näherungsbrüchen 
sind   Zähler  und  Nenner  immer  Primzahlen  gegen   einander. 

Seien  z.  B.  — ,  —  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
Näherungsbrüche,  so  ist 


also  mn, — m^n'=^-\:^\. 

Hier  sind  nun  mn^,  m^n  ganze  Zahlen.  Hätten  also  m,  m^ 
oder  w,  Wi  einen  gemeinschaftlichen  Factor,  so  würde,  indem 
man  vorstehende  Gleichung  dadurch  dividirt,  linker  Hand  der 
Quotient  eine  ganze  Zahl  sein,  was  aber  nicht  möglich  ist, 
weil  er  rechter  Hand  keine  ganze  Zahl  sein  kann. 
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157. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  Eettenbrüche  mitgetheilt.  Was  nun  ihre  An- 
wendung betrifft,  so  können  sie  benutzt  werden^  um  aus  einer 
Zahl  eine  Quadratwurzel  bis  auf  beliebig  viele  Decimalen  zu 
ziehen,  was  auf  periodische  Kettenbrüche  fährt.  Eine  andere 
Anwendung  in  der  sogenannten  unbestimmten  Analytik  und 
in  der  hohem  Zahlentheorie.  Ferner  hat  man  versucht^  durch 
ihre  Vermittelung  die  Wurzeln  einer  höhern  Gleichung  zu 
finden.  Die  nützlichste  Anwendung  möchte  aber  wohl  die  sein: 
einen  durch  sehr  viele  Ziffern  gegebenen  Bruch  (Verhältniss) 
näherungsweise  und  für  praktische  Zwecke  genügend  durch 
kleinere  Zahlen  auszudrücken^  indem  man  ihn  in  einen  Ketten- 
bruch verwandelt  und  dessen  Näherungswerthe  sucht. 

^  .     „     31415926536 

öo  ist  z,  £>,  7r= 

10000000000 

31415927T  lOOOOOOoT  1415927  T885U  T88262  &c. 

Es  ist  also:  7r=3  +  l----r 

7+1 


15  + 


1  + 


292 


daher  7r=f,  V,  lii  fH;-  •  •  • 

Oder  6=2,71828. . .  .  =  2  +  ^-— 

1  + 


2+^ 


i  +  : 


^+r 


Die  Quotienten  sind  hier 

2+1,  2,  1,  1,  4,  1,  1,  6,  1,  1,  8,  1,  1,  10,.... 
daher  e=4,  4,  |,  V,  V,  I!,  W,  W,-  •  •  • 
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Dreizehntes  BucL 

Interpolation. 

158. 

i^ufolge  §  47  geht  aus  einer  ganzen  Function  vom  nten  Range 

allemal  eine  arithmetische  Reihe  vom  nten  Range  hervor,  wenn 
man  statt  der  veränderlichen  Grösse  x  successive  äquidifferente 
Werthe  Xq,  x^  x^.  , .  setzt,  so  dass  also : 

X  j  —  Xq  — '-  iPj        X  2  ■— '  X^        X2  —  .  .  . 

oder,  wenn  man  die  ganz  beliebige  beständige  DifiPerenz  mit  h 
bezeichnet  (so  dass  h=Xj^  —  Xq=.  . .),  statt  x  nach  und  nach 

^0;  ^0  +'*;  ^0  +  2Ä . . .  setzt. 

Hieraus  folgt  aber,  dass,  weil   h  beliebig  ist,    und  statt 

1         '       2  w 

^Of  ^0  +  ^}  XQ  +  2h. .  .auch  Xo,Xq'\ h,  Xo-\ h+. .  .,a:oH h, 

Vi  Vh  fh 

Xq  H 7t . . .  gesetzt  werden  darf,  man  zwischen  je  zwei  Glieder 

einer  arithmetischen  Reihe  sehr  leicht  eine  gleiche  Anzahl 
neuer  Glieder  einschalten  (interpoliren)kann,  welche  demselben 
Gesetze,  wie  die  übrigen,  unterworfen  sind,  mithin  alle  zu- 
sammen eine  arithmetische  Reihe  von  demselben  Range  bilden 
(vgl.  §  48).  Dies  ist  es  nun,  was  man  unter  Interpolation  zu 
verstehen  hat.  Da  solche  Interpolationen  bei  Entwerfung  von 
Tabellen,  welche  eine  Reihe  von  durch  Zahlen  ausgedrückten 
Beobachtungen  oder  berechneten  Resultaten  darstellen,  und  die 
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oft  eine  aritlimetische  Reihe  bilden,  zuweilen  nothwendig 
werden,  um  die  Tabellen  zu  vervollständigen;  so  wollen  wir  die 
Theorie  der  Interpolation  durch  ein  paar  Beispiele  erläutern. 

158. 

Aufgabe.  Es  sind  so  viele  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  durch  Rechnung  oder  durch  Beobachtung  gefunden,  dass 
der  Rang  dadurch  bestimmt  ist,  z.  B. : 

1,  \       17,     97,       289,       641 
A*..16,\      80,     192,       352 

A^ 64,  \      112,     160 

A^ 48,\        48 

A-^ 0  \ 


Es  sollen  zwischen  je  zwei  Glieder  n  z.  B.  drei  Glieder 
interpolirt  werden. 

Auflösung«  Da  hier  vorausgesetzt  ist,  dass  die  vor- 
liegenden fünf  Zahlen:  1,  17,  97,  289,  641,  eine  wirkliche 
arithmetische  Reihe  bilden,  so  kann  man,  nachdem  durch 
Bildung  der  Differenzreihen  ihr  Rang  bestimmt  worden,  erst 
nach  der  allgemeinen  Formel  (§  48) 

ihr    allgemeines   Glied    suchen.     Dieses   ist,    da  hier  ^0  =  ^; 

A*=16,  A2=64,  A3=48, 

^=8x3  +  8x2+1. 

Setzt  man  hierin  x=0,  1,  2,  3...,  so  kommt  die  ge- 
gebene Reihe  wieder,  nämlich 

1,     17,     97,     289,  641. 

Um  nun  zwischen  je  zwei  Glieder  drei  Glieder  zu  inter- 
poliren,  braucht  man  in  demselben  allgemeinen  Gliede  statt 
der  stetigen  Zunahme   von  x,   nämlich  ?*=!,  nur  /i=t  zu 
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nehmen  (§  45)  und  also  x=0,  ^,i,i,  1;  1^^. .  .zu  setzen^  so  kommt 
4lie  gegebene  Reihe  mit  drei  interpolirten  Gliedern;  nämlich 

1,     1|,     4,     8|,  17,  29i,... 

160. 

Setzt  man  in  der  Formel  für  das  allgemeine  Glied  einer 
Arithmetischen  Reihe: 

y=yo+^-A  +  -py^A'+     ^  ^      3    A»+. . . 

^  =  0,  — ; — ,  —  T— ;-'.i  80  erhält   man   dieselbe  Reihe  mit  n 

interpolirten  Gliedern.  Setzt  man^  um  keine  Brüche  substituiren 

zu  brauchen;  — —r  statt  x,    so   erhält   man  die  gewöhnliche 

w+l 

allgemeine  Interpolationsformel 

x_      ^  ,  x.{x-^—{)  A»    x.{x—n-'\)(x—2n—2)    A^ 

■^^o'^n+i^'^    («+!)«    -1.2"^  (n+iy  -IXT^- 

worin  nun  für  x  die  ganzen  Zahlen  0,  1;  2,  3 ...  zu  setzen  sind. 

161. 

Ist  die  zu  interpolirende  Reihe  vom  dritten  oder  gar  noch 
höhern  Range,  so  wird  die  Arbeit  sehr  mühsam.*)  In  der 
Regel  ist  aber  die  zu  interpolirende  Reihe  nur  vom  zweiten 
Range  (öfters  noch  vom  ersten)^  also  A*=0,  und  dann  kann 
man  das  Interpoliren  durch  ganz  einfaches  Addiren  bewirken. 
Dies  ergiebt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 

So  wie  man  durch  Subtraction  aus  der  Hauptreihe  die 
Differenzreihen  bildet,  so  muss  sich  offenbar  auch  wieder 
rückwärts  durch  Addition  aus  den  Differenzreihen  oder  viel- 
mehr nur  aus  den  Anfangsgliedern  sänmitlicher  Reihen  die 
Hauptreihe  bilden  lassen.     Man  hat  z.  B. 


*)  Für  diese  Fälle  hat  Gauss  ezpeditivere  Interpolations-Methoden 
angegeben.    S.  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  das  Jahr  1880. 
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\,       9,       16,       25,         36... 

D«  #•  <7«  JL 1  >  >  • 

2,         2,  2 . . . 

Wäre  nun  das  Anfangsglied  einer  Reihe  =4  gegeben  und  die 
AniangBglieder  5  und  2  ihrer  beiden  DifFerenzreihen  (also  die 
zu  findende  Keihe  vom  zweiten  Range),  so  hat  man: 

2,  2,  2,  2,  2,  2,  2... 
5,  7,  9,  11,  13,  15,  17... 
4,       9,       16,       25,       36,       49,       64... 


162. 

Man  berechne  also,  wenn  n  Glieder  interpolirt  werden 
sollen,  nach  der  Interpolationsformel 

direct  nur  so  viele  Glieder,  dass  man  die  Anfangsglieder  der 
DifFerenzreihen  bilden  kann,  also  drei  Glieder,  wenn  die  Reihe 
vom  zweiten,  und  nur  zwei  Glieder,  wenn  sie  vom  ersten 
Range  (eine  arithmetische  Progression)  ist,  und  verfahre  dann 
wie  im  vorhergehenden  Beispiel,  wobei  man,  wie  es  die  Um- 
stände oder  die  Bequemlichkeit  des  Rechners  verlangen,  die 
Reihen  unter  oder  auch  neben  einander  ordnen  kann.  Sollen 
z.  B.  in  der  Reihe 

4,       36,       100,       196 

welche,  wenigstens  in  der  hier  gegebenen  Ausdehnung  (vier 
Glieder),  als  eine  arithmetische  sich  ergiebt,  drei  Glieder  inter- 
polirt werden,  so  ist  hier  n=3,  ^0  =  4,  A^=32,  A*=32, 
A*y=0,  und  man  hat 

X  xAx  —  4)    32 


4  '        '       4  .  4      "1.2 

oder  2/  =  4-f-4a;-f-ic*. 
Für  a;  =  0,  1,  2. . .  kommt  die  Reihe 
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4,     9,     16... 


5,     7 


2    ... 


Mithin  sind  4,  5,  2  die  Anfangsglieder  der  gesuchten  und 
ihrer  Differenzreihen;  daher: 


2, 

2, 

2, 

2, 

2, 

2, 

2, 

2, 

2, 

2 

5, 

7, 

9, 

H, 

13, 

15, 

17, 

19, 

2«, 

23 

4, 

9, 

16, 

25, 

36, 

49, 

64, 

81, 

100, 

121 

163. 

Angenommen,  es  sei  die  Tabelle  der  Briggs 'sehen 
Logarithmen  bis  zu  log  Xq  =  log  6000  =  3,7781513  berechnet 
und  es  solle  diese  Tabelle  für  die  nun  folgenden  Zahlen 
6001,  6002. . .  bis  6040  fortgesetzt  werden. 

Statt  nun  die  Logarithmen  unmittelbar  fiir  die  jedesmal 
um  eine  Einheit  wachsenden  Zahlen  zu  berechnen,  was  nach 
§76  geschehen  könnte,  ist  es  bequemer,  sie  zuerst  nur  inner- 
halb schicklicher  Intervalle,  h,  z.  B.  von  1 0  zu  1 0,  zu  berechnen 
und  dann  die  Lücken  durch  Interpolation  auszufüllen. 

Weil  nämlich,  wenn  man  den  Modulus  der  Briggs 'sehen 
Logarithmen  0,43429448. .  .  =  M  setzt  und  beachtet,  dass 


l(xo  +  h)  =  l 


.o(l+|-)]=^^o-h<l  +  ^) 


lind  also  der  Briggs'sche  Logarithmus,  nämlich: 
log (xo  +h)=Mlxo  +  M. —  .  —+--.——  +  . . . 

Xq  Z       X^^  O       X^^ 

SO  sieht  man,  dass,  weil  a:o  =  6000,  für  kleine  Werthe  von 
7i=io,  20,  30. . .  die  unendliche  Reihe  sehr  convergent  wird, 
und  dass  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  z.  B.  bis  h=iO,  das 

dritte  Glied  -^  •  "t  =  V  •  «KTT^   schon  vernachlässigt  Werden 

kann,  wenn  man  die  Logarithmen  nur  bis  auf  sieben  Decimalen 
genau  haben   will.    Man  kann  also  in  diesem  Falle  die  zwar 
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transcendente  Reihe  dennoch  als  eine  arithmetische  be- 
trachten^ und  zwar  vom  zweiten  Range,  so  lange  das  dritte^ 
und  vom  dritten  Range  ^  so  lange  das  vierte  Glied  keinen 
Einfluss  hat. 

Da  nun  logjro=Mtoo  schon  bekannt  (log  6000  =  3,7781513), 
so  hat  man  aus  der  Gleichung 

logK  +  Ä)  =  MZiro+M- v-IT; 

indem  man  7»  =  o,  10,  20... setzt, 

log  6000  =  3,7781513 
..6010  =  3,7788745 
...6020  =  3,7796965 
..  .6030  =  3,7803173 
..  .6040  =  3,7810369 

Sollen   nun  9   Glieder  interpolirt 
Interpolationsformel 


A* 

7232 

A« 

7220 

12 

A» 

7208 

—  12 

0 

7196 

12 

0 

werden,    so   geht   die 


y— yo  + 


X 


mit  «=9;  A 
über  in 


3,7781513 
2236,74 
2960,36 
3683,86 
4407,24 
5130,50 
5853,64 
6576,66 
7299,56 
8022,34 
8745,00 
9467,54 

3,7790189,96 
0912,28 


n+l' 

^  =  7232;  A*= 
3^=3,7781513 


A^  + 


x(x — w— 1)  A* 


A^ 
723,73 
723,62 
723,50 
723,38 
723,26 
723,14 
723,02 
722,90 
722,78 
722,66 
722,54 
722,42 
722,32 


A* 
—0,12 


Lübsen's  Analysis.    7.  Auflage. 


(w4-l)*      '1.2' 

—  12;  A*=0  undyo==V7815l3, 
+  723,8a:  —  0,06«*. 

Setzt  man  hierin  x=0^  1,  2. . . 
so  kommt  die  Reihe  in  der  ersten 
Columne,  die  man  aber,  nachdem 
nur  die  drei  ersten  Glieder  und  die 
erste  und  zweite  Differenz  berech- 
net sind,  leichter  durch  Addition 
bilden  kann. 

Die  kleine  constante  Differenz 

—  0,12  kann  man  leicht  im  Kopfe 
behalten  und  deshalb  sehr  schnell 
die  erste  Differenzreihe  und  daraus 
die  gesuchte  Hauptreihe  bilden. 
Offenbar  wird  auch  ein  geübter 

12 
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Kechner  nicht  so  viele  Ziffern  schreiben;  als  hier  der  Deutlich- 
keit halber  geschehen. 

164. 

Auf  diese  Weise  sind  nun  sehr  viele  Tabellen  (logarith- 
mische ^  trigonometrische;  astronomische;  physikalische  &c.) 
berechnet.  Nur  wenige  Zahlen  werden  direct  berechnet  oder 
durch  Beobachtung  und  Experimente  bestimmt  und  dann  die 
übrigen;  also  die  meisten;  durch  Interpolation  gefunden.  Das 
Interpoliren  wird  innerhalb  kleiner  Intervalle  selbst  dann  noch 
oftmal  angewandt;  wenn  die  Differenzen  AS  A-;  A*.  .  .  auch 
nicht  strenge  auf  0  auslaufen;  jedoch  immer  kleiner  und 
beinahe  gleich  werden.  Alsdann  wird  von  den  letzten  beinahe 
gleichen  Differenzen  das  arithmetische  Mittel  als  constant  ge- 
nommen. Je  kleiner  dann  die  stets  abnehmenden  Differenzen 
A\  A*. . .  sind;  desto  mehr  convergirt  die  Interpolationsreihe. 

165. 

Ist  die  Function  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen; 
X,  Py  nicht  bekannt  und  sind  die  fiir  x  gesetzten  Werthe 
^0 ;  ^1  x^. .  .ZU  welchen  die  durch  Beobachtung  gefundene 
Reihe  tfo,  yi,  i/g. ..  gehört;  nicht  äquidifferent;  so  kann  man 
auch  nicht  auf  die  vorhin  gezeigte  Weise  die  zu .  andern 
Werthen  von  x  gehörigen  Werthe  von  y  finden  oder  inter- 
poliren.  Um  jedoch  auch  in  diesem  Fall  eine  Re\sLÜony^=f(x) 
aufzustellen;  könnte  man  bei  n  Beobachtungen  von  der 
folgenden  Form  (parabolischen  Linien)  ausgehen: 

i/  =  a-}-5x-|-ca?*-j- +  wfl?**-i; 

und  die  Coefficienten   a,   h,  c, . . . ,  m  aus   den  n  Bedingungs- 
gleichungen 

yo     =a  +  hXo     +cxl     -f- +  fnx';'^ 


y„-i  =  a + Ixn^i  -f-  cic^-i  + +  '^xlz\ 
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berechnen.  Die  Arbeit  wäre  aber  selbst  für  wenige  Beobach- 
tungen eine  überaus  mühsame  und  für  jeden  andern  Punct 
immer  aufis  neue  zu  wiederholen.  Durch  folgende  Betrachtung 
kommt  man  aber  leichter  zum  Ziel; 

166. 

Bei  dem  wirklichen  Versuche'^),  die  Elimination  nach  der 
gewöhnlichen  Methode  auszuführen ,  macht  man ^  (was  auch 
vorauszusehen);  die  Beobachtung,  dass;  weil  die  Bedingungs- 
gleichungen (deren  hier  nur  4  angenommen  werden  mögen) 
in  Bezug  auf  die  Grössen  yg^  y^,  y^,  y^  linear  sind,  d.  h. 
diese  Grössen  nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten ,  dieselben 
auch  in  den  allgemeinen  Formeln  für  die  zu  findenden  Coeffi- 
cienten  a,  h,  c,  d  nur  linear  (nur  in  der  ersten  Potenz  und 
nicht  mit  einander  multiplicirt)  vorkommen  können,  und  dass 
es  in  den  Formeln  für  a,  b,  c,  d  kein  Glied  geben  ¥rfrd,  welches 
nicht  eine  dieser  Grössen  yQ,  y^,  y^,  y^  als  Factor  enthielte. 
Man  ist  deshalb  berechtigt,  anzunehmen,  dass 

y=¥{x).y^  +  f(x),y^+(p{x),y^  +  \})(x).y^ 

wo  F  {x\  f  (x)  &c.  ganze  Functionen  von  x  sind.  Diese 
Functionen  müssen  für  vorliegendes  Beispiel  vom  dritten  Grade 
und  so  beschaffen  sein,  dass 

fiir  x=Xq 
Y{x)=\,  /•(a?)=0,  q>{x)  =  %  tp{x)  =  0 

iiir  x=Xi  dagegen 
F(ic)  =  0,  m=l,  <)p(a;)=0,  t//(x)==0 

für  x=x^ 
F(^)  =  0,  f{x)  =  0,  (p(x)=l,  xfj{x)  =  0 

für  x=Xq 
F(^)  =  0,  f(x)  =  0,  q)Qc)  =  0,  xp{x)=l 

weil  sonst  nicht  für  x=Xo,  x^,  x^f  x^;  y=yo»  Vit  Pit  ^s  kommen 
kann. 


*)  Wir  folgen  von  hier  an  fast  wörtlich  der  Abhandlung  im  Berliner 
astronomischen  Jahrbuch  für  1830. 

12* 
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Soll  aber  F(a;)==0  werden  für  x=Xi,  ic,,  x^,  so  lehrt  die 
Algebra^  dass  F{x)  die  drei  Factoren  x — x^^  x—x^y  x — x^ 
enthalten  muss  (§  104).  In  dem^  was  F(x)  sonst  noch  enthält^ 
darf  kein  x  mehr  vorkommen,  weil  x  sonst  gegen  die  Voraus- 
setzung die  dritte  Potenz  überschreiten  würde.  Bezeichnen  wir 
also  mit  C  den  Inbegriff  der  übrigen  constanten  Factoren  in 
F(a;),  so  ist 

F(x)'=sC{x — Xi)(x — X2)(x  —  x^). 

Nach  der  ersten  Bedingung  muss  aber  für  x=Xq,  F{x)=\ 
sein,  daher 

1  =C  (aro  — Xi)  {xq  —  x^)  (Xq  —  x^), 
mithin  C=  ^ r^, r-p r 

{Xq—Xi){X^j'-X^){Xq'-X^) 

folglich  F  (x)=  L  -^)U  -xUx  -x\ 

Dieselben  Schlüsse  auf  f{x),  q)(x)j   \f){x)  angewendet,  geben 
den  allgemeinen  Ausdruck: 

\x  '-x^){x  -'X^)(x  — a^s) 

{X    —Xq){x    '-'X^){x    — iCg) 


y  = 


(x  —x^){x  —x^){x  — rr,) 


(ajj     Xq)  {x^     X , )  (x^     «3) 
(x  — x^(x  — x^)(x  — a?,) 


(^3  ^0)  (^8  ^i)\P%  ^«) 
Diese  äusserst  regelmässige  Interpolationsformel  eignet 
sich  för  den  Gebrauch  der  Logarithmen  und  lässt  sich  offenbar 
leicht  auf  beliebig  viele  Puncto  ausdehnen.  Sie  findet  sich 
auch  unter  dem  Namen  Lagrange's  Interpolationsformel 
in  Lacroix*8  Galcul  diffSrent.  et  integral,  jedoch  ohne 
Begründung. 
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,  Anhang. 

Summation  einiger  Reihen. 

167. 

Ijezeichnet  man  die  Summe  der  Reihe: 

cos a-H cos (a+  q)) -f-  cos (a -j-  2qp) 4- . . .  +  cos (a+ng>) 

d.  h.  den  dafür  zu  setzenden  und  gleichwerthigen  geschlossenen 
Ausdruck  vorläufig  mit  s  und  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 
mit  2  cos  q>,  so  ist 
2«.co8^=2cosaco8^)-f-2coB(a4~^Xco8^2coe(a+2<^)co8^  4  ...+2co8(a+n^)co8^. 

Zufolge  Trigonometrie  §  100^  32  ist 

cos(a  +  g))  +cos(a  —  qp)=2cosa.co89> 

cos  (a  +  2^)  +  cos  a = 2  cos  (a  +  y) .  cos  g> 

cos  (a  +  3g))  +  cos  (a -f- y)  =  2  cos  (a  +  2<jp) .  cos  g> 

cos  (a  +  4g))  +  cos  (a  +  2g))  =  2  cos  (a  +  3g)) .  cos  q> 

m 
m 
m 

COS  (a  +  (n+i)  g))  +  cos  (a  +  («-i)  g))  =  2  cos  (a + «g)) .  cos  q>. 
Dies  substituirt^  kommt 

2s.cosa)=|^^®^"  +  g))+cos(a+2g))  f  cos(a+3g))+...+cos(a+(n+i)g)) 

^     Icos  (a — g))+  cos  a  +  cos  (a  -j-  g))+. . .+  cos  (a  -j-(w-i)g)) 

2s;  cosg)=s  ~  cos  a-Hcos(a+(«+i)g))+cos(a  --g))+s — cos(a+^) 

28,  {i  —  cos  g)) = cos(a+ng)) — cos(oH-(»»+i)g)) — [cos(a — q>) — cosa] 

2s .  2 sin*^ g)  =  2 sin(a  +  ((H-i) g)) . sin  Jg) —  2 sin(a  —  |g)). sin  {cp 

2s.sinig)  =  sin(a  +  (M+i)g))  —  sin(a  —  ^q>) 

25 .  sin  I  g>  =  2  cos  (a  +  |«g)) .  sin  — r—  q> 
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_  cos  (a  +  lng)),  sin^y 

Es  ist  mithin 

COB  («  -}-  {fKp) .  sin  ^^ip 
C08a+C08(«+y)+C0ß(a+2a))+..+C08(a4-na))=« r—; ^^ — 

8111^^ 

und  wenn  man  a=0  setzt;  so  ist 

coB-Jncp.sin^V 
1  +  cos5P+cos25p4- cos 3^)4-. .  .  +  coBn(p=—- — i—^ — =-^. 

sin  'vCP 

168. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung 

s=sina+sin(a4-^)  +  sin(a  +  2<jp)  +  . .  .4-sin(a+t^) 
beiderseits  mit  2  cos  ^,  so  ist 

2«  .COB  ^Bs2  sin  a .  coe  y +2 .  sin  (ö+y)  •  <508  y +. . .-}-  28in(a4^<^)  •  coetp . . .  ( i ) 
Nun  aber  ist 

sin(a  +  ^)-|-sin(a  —  ^)  =  2sina.cos^ 

sin  (a  +  25p)  +  sin  a  =  2  sin  (a  +  5p) .  cos  <jp 

sin  (a  +  3 y)  +  sin  (et  +  y) = 2  sin  (a  +  25p) .  cos  q> 

sin  (a  +  4y)  +  sin  (a  +  2^)  =  2  sin  (a+  35p) .  cos  5p 


sin  (a  +  (»H-D  9))  +  sin  (a  +  (»-1)  9))  =  2  sin  (a  +  wqp) .  cos  y . 
Dies  in  Gleichung  (1)  substituirt;  kommt: 

2  =  i^^  ("+y)  +  ^^^  («  +  25p)  + . . .  +sin  (a  +  (»H-i)  y) 

^      \sin  (a— 9))  +  sin  a  +  sin  (a+qp)  + . . .  4-sin(a+(n-i)y) 

2s .  cos  y  =  s  —  sina  +  sin  (a  (»H-i)  y)  +  sin  (a — 5p)  +s — Bm{a-\-nq)) 

2$ .  ( l — cos  q))  =  sin  a —  sin(a — (p)  —  {sin  (a+(»H-i)y) —  sin(a+nqp)} 

2s. (1— COB 5p)  =2 cos (a  —  | y)  .  sin I9)  —  2 cos (a  +  (••+  J) ?p) sin 1 9 

2s.  sin  \q)=QOS  (a  —  Jy)  —  cos(a+ (H4-i)y) 

2s.sin|y  =  2sin(a4-|wy).sin-^~  y. 

Es  ist  mithin 

8in{a+  lnip)Mii^(p 

8ina4-8in(«+y)+Bin(o+y2)+8in(ä+3y)-f...+8in(a-fny)==* : — j 

Diu  oCp 

und  wenn  man  a=0  setzt^ 

•       1  •      M-4-1 

sin|wy.8m^y 

sinqp4-sin2y+sin3y4-. .  .  +  sinn5p= ; — r 

sin  "vW 
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169. 

Um  die  Summe  der  Reihe 

8m-|-4-8m-^4-8m-^+...  +  Bm — - — q> 

zu  finden,  beachte  man,  daas  (Trigonometrie  §  100): 
l  —  cos  ^  =  2  sin  ^  <)p .  sin  I  ^ 

cosqp  —  coB25p=2sin-^.  sinj^) 
008  2^ — cos  3^)  =2  sin -^.  sin^^ 

cos(n —  l)y  —  co8«y=2Bin — r — (p.Bin^q). 

Äddirt  man  dies  System  von  Gleichungen^  so  kommt: 

n  •    1  Y  •    1      .    •  3g)  ,    .   5g)  ,  ,     .  2w— 1   \ 

I  —  cos  «g)=  2  sm|g)  I  sin  |g)+sm-^+8in-^+ . . .  +  sm — - — (f\ 

Es  ist  mithin  (weil  1—  C08«g)=2sin*-^j 


,«5P 


sm 
.    g)   ,     .    3g)  .     .    5g)  .         .     .    2« —  1  2 

2  2  2  2      ^       smjg) 
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Allgemeine  Regeln^  gesetzmässige  unendliche  convergente 
Reihen  zu  summiren,  kann  die  Analysis  allein  nicht  geben. 
Fasst  in  jedem  besondern  Falle  müssen,  wenn  die  Summation 
überhaupt  möglich  ist,  besondere  Kunstgriffe  benutzt  werden. 
Oftmals  geschieht  es  dadurch,  dass  man  die  unendliche  Reihe 
mit  irgend  einem  schicklich  gewählten  Factor  multiplicirt  (wie 
eben  schon  bei  ein  paar  endlichen  Reihen  gezeigt),  oft  auch 
dadurch,  dass  man  die  Coefficienten  der  Potenzen  der  ver- 
änderlichen Grösse  in  einzelne  Brüche  zerlegt  und  zusieht, 
ob  die  dadurch  entstandenen  neuen  Reihen  anderweitig  schon 
bekannt  und  sunmiirbar  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  damit 
zugleich  die  Convergenz  der  Reihe  bewiesen.  Nehmen  wir 
z.  B.  die  Reihe 
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X         x^    .    x^        rr*    ,  ,         X*' 


1.2       2.3   '   3.4       4.5  '        "'—n.(n+i) 
80  kann  man,  weil  (§  142)  ^^^^^^^=1--^^^  mithin: 

1  1        1 


1.2        1        2 

1    _  1         1 
2.3—2        3 

■ 

i  1         1 


n.(n-h  0       n      n+  1 
obige  Reihe  auch  so  schreiben: 

'('-^)-"a-i)+"a-4)-''a-i)+-- 

Diese  Reihe  zerlegt  sich  nun  aber  in  folgende  zwei: 


flC*  .    x^       x^ 


l*-T+T-T+- ('> 


X     .    X^        X^ 


-2  +  3-4+- (*) 

Die  erste  Reihe  ist  bekannt,  =^(i+rc),  die  zweite  Reihe 
lässt  sich,  indem  man  1  addirt  und  subtrahirt,  so  schreiben: 


oder  auch  so: 


X        x^      x^ 
2^3        4  ^      ••• 


X^        X^ ^*  j« 

X 


Dies  ist  aber  gleich —  1.    Daher  die  fragliche  Reihe 

o-o+Ä-o+-+--'('+-)+'''-*-'- 

«=l±ij(l+a:)— l. 


/  : 


f  J- ,  ^  f 
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Setzt  man  x=l,  so  ist 


^    —A+A  —  ~T  +  — ..•  =  2^2-1  =  74  — 1 


1.2       2.3   '   3.4       4.5 


J71. 

Aufgabe.    Man  suche  die  Summe  folgender  Reihe: 

X         x^        x^        x^  .  1 

—  ;r~7+  z—^  —  ir~7:  H — X 


1.3       3.5^5.7       7.9^       -(2w— l)(2«-h  1)' 

Auflösung.    Die  Coefficienten  lassen  sich  folgenderweise 
zerlegen  (§  142): 

1.3        2\1         3/ 

3.5        2V3         5/ 

5.7   2V5    7/ 

Obige  Reihe,  deren  Summe  wir  =$  setzen,  zerlegt  sich 
also  in  folgende  zwei: 

x^      x^      rr*  \ 

~¥'^5"~y"^    •••7 


8  = 


X 

'6 

^  ^  3    5^7    9  ^  •  •  7 


oder,  indem  wir  x  =  u^  setzen,  in; 

r  V  ""¥"'"  "5  ~y  "*■"■/ ^^^ 

-3+y-T+-+ ('^ 

Die  erste  Reihe  ist  offenbar  =wArctgw  (§  87,  (d). 
Die  zweite  Reihe  lässt  sich  so  schreiben: 


w*  .  w*      w* 


'-J+T-J-^'--' 


u^      w*      w' 


oder  auch  so: 1 

u 
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mithin  ist 

28=wArctgwH ^ 1  = Arctgu — l. 

Mithin  ist,  weil  M=yir: 

1.3       375  +  5.7       7.9+         '  '  —  2  y^^''''*^'^      '* 
Setzt  man  x=\,  bo  ist 

1  1        J L4.—       _^  — 2 


1.3       3.5  •    5.7       7.9   '  '*  4 


172. 

Aufgabe.     Man  suche  die  Summe  folgender  Reihe 


1.2  '   2.3   '   3.4  •  ••••  '   n(n+l) 


Auflösung. 

Es  ist: 

1  l  1 
1.^        l        2 

1  l  1 
2.3        2         3 

1  1  1 
3.4        3         4 

1  1        1 


(« — \)n      n — 1       n 
l  1  l 


n,(n']'  1)       n-      n+  1 
Addirt  man  diese  Gleichungen^  so  erhält  man 

1  1  1 


f— ^ 

in.ln 


{n+l)i 


1        n+l       \+l 


und  für  «=00  (weil  dann  — oder — ; — :==ö)  ist, 
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173. 

Aufgabe.    Die  Summe  s  folgender  Reihe  zu  finden: 

X  OR  X 


Auflösung«    Multiplicire  beiderseits  mit  x—  i^  so  kommt 
(a;_l)s  =  a:  +  y  +  — +...— l  —  y  -  y .... 


X      .     X*     .     x^ 


Setzt  man  jetzt  x=  1,  so  ist 


'  =  r2-^2^-^3^+--^^"*'- 
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Umgekehrt  lassen  sich  aber  nach  einer  sehr  leichten 
Hegel  unzählige  gesetzmässige  Reihen  bestimmen^  welche  alle 
summirbar  sind.  Schreibt  man  nämlich  eine  beliebige  Reihe  von 
Zahlen  hin  und  bildet  dann  die  sogenannte  Summenreihe;  indem 
man  die  Summen  von  ein,  zwei;  drei  &c.  Gliedern  sucht;  so 
muss  offenbar;  wenn  man  in  der  gebildeten  Summenreihe  das 
erste  Glied  vom  zweiten  subtrahirt;  das  zweite  Glied  der  sum- 
mirten  Reihe,  und  wenn  man  das  zweite  vom  dritten  subtrahirt; 
das  dritte  und  allgemein  das  nte  Glied  der  sunmiirten  Reihe 
kommen,  wenn  man  das  (« — l)te  Glied  der  Summenreihe  vom 
nten  Gliede  derselben  subtrahirt  Aus  dieser  Vorstellung  folgt 
nun  aber;  dass;  wenn  man  eine  nach  positiver  Seite,  also  fiir 
die  Zahlen,  1,  2,  3 continuirliche  Function  von  Xy  z.  B. 

— ; — r,  als  das  summatorische  Glied  einer  unbekannten  Reihe, 

als  bekannt  annimmt,  man  das  allgemeine  (x)te  Glied  der  un- 
bekannten Reihe  (also  auch  die  Reihe  selbst)  findet;  wenn  man 
das  (x  —  l)te  Glied  vom  aten  Gliede  subtrahirt.     Soll  z.  B. 

X 

— -—   das  summatorische  Glied  sein,   so  ist  das   allgemeine 

X    I      1 

{x)tQ  Glied  der  entsprechenden  Reihe 
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«  X  X —  1  1 

rc-l-  1  X  x(x+ 1) 

folglich  ist  (vergl.  §  51) 


Soll  x^  das  summatorische  Glied  sein;  so  ist  das  allgemeine 
'(a;)te  Glied  der  entsprechenden  Reihe  aea?^ — (x  —  l)*=2ip  —  1. 
Daher 

a;*=l+3-h5+7 +(2a:  — 1). 


175. 

Lehrsata.  Wenn  die  Reihe  a  +  fta*  +  ex*  +  dx^  +  .  .  . 
ttummirbar  ist;  so  sind  zu  gleicher  Zeit  auch  folgende  beiden 
Reihen  summirbar: 

a  +  fta?. sin  a+ßr*sin  2a  +  d!a!:'.sin  3a+. . . 
a4-&a?.cosa4-csc*cos2a4-^*.cos3a  +  . . . 

Beweis.  Man  setze  die  Summe  der  ersten  Reihe =y;  die 
der  zweiten =Ä^;  multiplicire  die  erste  mit  i=y — 1  und  addire 
sie  zur  zweiten,  so  hat  man 

si  +  yi=^a{\+i)'\'hx  (cos  a  +  i  sin  a)  -j-  cur  *(cos  2  a  -f-i  sin  2a)4- . . . 
oder  auch  (§  88) 

£r-j-yi  =  a(l  +  <)  +  &^  (cos  a  +  i  sin  er)  +  ca;  *(cos  a  -|- 1  sin  a)  *  + . . . 
oder  wenn  man  a^(cosa  +  ^Bina)=tt  setzt 

Die  Summe  der  Reihe  a'\-hX'\-cx^-\-,,,^  welche  nach  Voraus- 
setzung summirbar  ist,  wird  irgend  eine  Function  von  x  sein; 
bezeichnen  wir  sie  mit  F  {x)y  so  ist  auch 

Die  Function  F  (u)  besteht  aus  reellen  und  imaginären 
Theileu;  lässt  sich  aber  (§  88)  in  zwei  Theile  zerlegen;  wovon 
der  eine  reell;  der  andere  imaginär  ist;  so  dass  wir  F  (tt)=i>  +  gi 
setzen  können.    Mithin  ist 

e  +  yi  =J>  '\-qi'\'ai  =i>  +  (g  +  a) .  i. 
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Sind  aber  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich,  sa 
müssen  offenbar  die  reellen  und  imaginären  Theile  besonders, 
einander  gleich  sein  (§  85),  daher: 

z=p 

Setzt  man  z.  B.  a=h  =  c=.  ..=  1,  so  hat  man  die  Reihe 
I  -hx+x^  +  x^... deren  Summe  (§^2)=   __-,  also  F (a;)  = --— , 

mithin  auch  F(t«)  =  - .     In   diesem  besondem  Fall  ist  also. 

1 — u 


oder  für  u  seinen  Werth  gesetzt, 

1 


z+yi=i  + 


1  —  xeosa—ixsma 
Zähler  und  Nenner  mit  1 — x cos a -hirsin a  multiplicirt, 

.     .         .   1  —  aj  cos  et  +  ix  sin« 

z  4-  «tÄ=t  + 


I— 2a;cosa-l-a;* 

1 — xcosa        .  /.   .  a;  sin  et  \  . 

^       1  — 2a;cosa-|-ir»     \   ^  1  —  2a;  cos  et  +  a;V 

Man  hat  also 

1 — a;cosa 


^=l  +  a;  cosct  +  a;*  cos  2a  +  a:^  cos3a+  .  .  .  = 


1— 2a;cosa+aj*** 
a;sina 


l(=  14-a;sinct  +  a:*sin2ct  +  a;3sin3ct  +  ...=  1  +  -  —  - — -=. 

*  1 — 2a;cosa-|-a;* 


Theorie  der  imaginären  Grössen. 

176. 

Die   sehr  subtile  Theorie  der  imaginären  Grössen  wurde 
zuerst  von  Gauss  streng  wissenschaftlich  begründet.    Die  uns 
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bereits  1830  mündlich  mitgetheilten  tiefsinnigen  Ansichten 
darüber  sind  seitdem  in  einer  Vorlesung  der  Societät  der 
Wissenschaften  in  Göttingen  überreicht.  Der  Bericht  darüber 
findet  sich  in  den  Göttinger  gelehrten  Anzeigen  1831,  64.  Stück. 
Da  aber  diese  Anzeigen  wohl  nur  Wenige  sich  vierschaffen 
können,  so  wollen  wir  aus  dem  fraglichen  Bericht  hier  Folgen- 
des mittheilen: 

yySo  wie  die  absoluten  ganzen  Zahlen  durch  eine  in  einer 
geraden  Linie  unter  gleichen  Entfernungen  geordnete  Reihe  von 
Puncten  dargesteUt  werden,  in  der  der  Anfangspunct  die  Zahl  0, 
der  nächste  die  Zahl  I  u.  s.  w.  vertritt;  und  so  wie  dann  zur 
Darstellung  der  negativen  Zahlen  nur  eine  unbegrenzte  Ver- 
längerung dieser  Reihe  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Anfangspuncts  erforderlich  ist:  so  bedarf  es  zur  Darstellung  der 
complexen  ganzen  Zahlen  nur  des  Zusatzes,  dass  jene  Reihe 
als  in  einer  unbegrenzten  Ebene  befindlich  angesehen  und 
parallel  mit  ihr  auf  beiden  Seiten  eine  unbeschränkte  Anzahl 
ähnlicher  Reihen  in  gleichen  Abständen  von  einander  ange- 
nommen werde,  so  dass  wir,  anstatt  einer  Reihe  von  Puncten,  ein 
System  von  Puncten  vor  uns  haben,  die  sich  auf  eine  zwiefache 
Art  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen,  und  zur  Bildung  einer 
Eintheilung  der  ganzen  Ebene  in  lauter  gleiche  Quadrate  dienen. 
Der  nächste  Punct  bei  0  in  der  ersten  Nebenreihe  auf  der  einen 
Seite  der  Reihe,  welche  die  reellen  Zahlen  repräsentirt,  bezieht 
sich  dann  auf  die  Zahl  t,  so  wie  der  nächste  Punct  bei  0  in 
der  nächsten  Nebenreihe  auf  der  andern  Seite  auf  —  i  u.  s.  f. 
Bei  dieser  Darstellung  wird  die  Ausführung  der  arithmetischen 
Operationen  in  Beziehung  auf  die  complexen  Grössen  einer 
Versinnlichung  fähig,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Von  der  andern  Seite  wird  hierdurch  die  wahre  Metaphysik 
der  imaginären  Grössen  in  ein  neues  helles  Licht  gestellt. 

Unsere  allgemeine  Arithmetik,  von  deren  Umfang  die 
Geometrie  der  Alten  so  weit  überflügelt  wird,  ist  ganz  die 
Schöpfung  der  neueren  Zeit.  Ursprünglich  ausgehend  von  dem 
Begriff  der  absoluten  ganzen  Zahlen,  hat  sie  ihr  Gebiet  stufen- 
weise erweitert;  zu  den  ganzen  Zahlen  sind  die  gebrochenen, 
zu    den   rationalen    die    irrationalen,    zu    den    positiven    die 
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negativen,  zu  den  reellen  die  Imaginären  hinzug^ommen.  Dies 
Vorschreiten  ist  aber  immer  anfangs  mit  furchtsam  zögerndem 
Schritt  geschehen.  Die  ersten  Algebraisten  nannten  noch  die 
negativen  Wurzeln  der  Gleichungen  falsche  Wurzeln^  und  sie 
sind  es  auch,  wo  die  Aufgabe,  auf  welche  sie  sich  beziehen, 
so  eingekleidet  vorgetragen  ist,  dass  die  Beschaffenheit  der 
gesuchten  Grösse  kein  Entgegengesetztes  zulässt.  Allein  so 
wenig  man  in  der  allgemeinenA  rithmetibr  Bedenken  hat,  die 
gebrochenen  Zahlen  mit  aufzunehmen,  obgleich  es  so  viele 
zählbare  Dinge  giebt,  wobei  eine  Bruchzahl  ohne  Sinn  ist,  eben 
so  wenig  durften  in  jener  den  negativen  Zahlen  gleiche  Rechte 
mit  den  positiven  deshalb  versagt  werden,  weil  unzählige  Dinge 
kein  Entgegengesetztes  zulassen:  die  Realität  der  negativen 
Zahlen  ist  hinreichend  gerechtfertigt,  da  sie  in  unzähligen 
anderen  Fällen  ein  adäquates  Substrat  finden.  Darüber  ist  man 
nun  freilich  seit  langer  Zeit  im  Klaren.  Allein  die  den  reellen 
Grössen  gegenübergestellten  imaginären  —  ehemals  und  hin 
und  wieder  noch  jetzt,  obwohl  unschicklich,  unmögliche 
genannt  —  sind  noch  immer  weniger  eingebürgert  als  nur 
geduldet,  und  erscheinen  also  mehr  wie  ein  an  sich  inhaltleeres 
Zeichenspiel,  dem  man  ein  denkbares  Substrat  unbedingt  ab- 
spricht, ohne  doch  den  reichen  Tribut,  welchen  dieses  Zeichen- 
spiel zuletzt  in  den  Schatz  der  Verhältnisse  der  reellen  Grössen 
steuert,  verschmähen  zu  wollen. 

Der  Verf.  (Gauss)  hat  diesen  hochwichtigen  Theil  der 
Mathematik  seit  vielen  Jahren  aus  einem  verschiedenen  Gesichts- 
puncto  betrachtet,  wobei  den  imaginären  Grössen  eben  so  gut 
ein  Gegenstand  untergelegt  werden  kann,  wie  den  negativen: 
es  hat  aber  bisher  an  einer  Veranlassung  gefehlt,  dieses 
öffentlich  bestimmt  auszusprechen,  wenn  gleich  aufiuerksame 
Leser  die  Spuren  davon  in  der  1799  erschienenen  Schrift  über 
die  Gleichungen  und  in  der  Preisschrift  über  die  Umbildung 
der  Flächen  leicht  wiederfinden  werden.  In  der  gegenwärtigen 
Abhandlung  sind  die  Grundzüge  davon  kurz  angegeben,  sie 
bestehen  in  Folgendem: 

Positive  und  negative  Zahlen  können  nur  da  eine  Anwen- 
dung finden,  wo  das  Gezählte  ein  Entgegengesetztes  hat,  was 
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mit  ihm  vereinigt  gedacht  der  VemichtuDg  gleich  zu  stellen 
ist.  Genau  besehen,  findet  diese  Voraussetzung  nur  da  statt, 
wo  nicht  Substanzen  (für  sich  denkbare  Gegenstände),  sondern 
Relationen  zwischen  je  zwei  Gegenständen  das  Gezählte  sind. 
Postulirt  wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf  eine*  bestinunte 
Art  in  eine  Reihe  geordnet  sind ,  z.  B.  A,  B,  C,  D . . . ,  und 
dass  die  Relation  des  A  zu  B  als  der  Relation  des  B  zu  C  u.  s.  w. 
gleich  betrachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  zu  dem  Begriff 
der  Entgegensetzung  nichts  weiter,  als  der  Umtausch  der  Glieder 
der  Relation,  so  dass,  wenn  die  Relation  (oder  der  Uebergang) 
von  A  zu  B  als  +  1  gilt,  die  Relation  von  B  zu  A  durch  —  1 
dargestellt  werden  muss.  Insofern  also  eine  solche  Reihe  auf 
beiden  Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede  reelle  ganze 
Zahl  die  Relation  eines  beliebig  sds  Anfang  gewählten  Gliedes 
zu  einem  bestimmten  Gliede  der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  Art,  dass  sie  nicht 
in  Eine,  wenn  gleich  unbegrenzte  Reihe  geordnet  werden 
können,  sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  Mannichfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen;  verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen 
einer  Reihe  zu  einer  andern  oder  den  Uebergängen  aus  einer 
in  die  andere  auf  eine  ähnliche  Weise,  wie  vorhin  mit  den 
Uebergängen  von  einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  andern 
Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf  es.  offenbar  zur  Abmessung 
des  Uebergangs  von  einem  Gliede  des  Systems  zu  einem  andern, 
ausser  den  vorigen  Einheiten  -|-  1  und  —  1,  noch  zweier  anderer 
unter  sich  auch  entgegengesetzten  +  i  und  —  i.  Offenbar  muss- 
aber  dabei  noch  postulirt  werden,  dass  die  Einheit  i  allemal 
den  Uebergang  von  einem  gegebenen  Gliede  einer  Reihe  zu 
einem  bestimmten  Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden  Reihe 
bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird  also  das  System  auf  eine 
doppelte  Art  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden  können. 

Der  Mathematiker  abstrahirt  gänzlich  von  der  Beschaffen- 
heit der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationen;  er  hat 
es  blos  mit  der  Abzahlung  und  Vergleichung  der  Relationen 
unter  sich  zu  thun:  insofern  ist  er  eben  so,  wie  er  den  durch 
+  1   und  —  1    bezeichneten  Relationen,  an  sich   betrachtet,. 
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Gleichartigkeit  beilegt^  solche  auf  alle  vier  Elemente  -f- 1;  —  l, 
+  i  und  — i  zu  erstrecken  befugt. 

Zur  Anschauung  lassen  sich  diese  Verhältnisse  nur  dux*ch 
eine  Darstellung  im  Räume  bringen,  und  der  einfachste  Fall 
ist,  wo  kein  Grund  vorhanden  ist,  die  Symbole  der  Gegenstände 
anders  als  quadratisch  anzuordnen^  indem  man  nämlich  eine 
unbegrenzte  Ebene  durch  zwei  Systeme  von  Parallellinien,  die 
einander  rechtwinklig  durchkreuzen,  in  Quadrate  vertheilt  und 
die  Durchschnittspuncte  zu  den  Symbolen  wählt.  Jeder  solcher 
Punct  A  hat  hier  vier  Nachbarn,  und  wenn  man  die  Relation 
des  A  zu  einem  benachbarten  Puncto  durch  •+- 1  bezeichnet,  so 
ist  die  durch  —  1  zu  bezeichnende  von  selbst  bestimmt,  während 
man,  welche  der  beiden  andern  man  will,  für  +  ^  wählen,  oder 
den  sich  auf -j-^  beziehenden  Punct  nach  Gefallen  rechts  oder 
links  nehmen  kann.  Dieser  Unterschied  zwischen  rechts  und 
links  ist,  sobald  man  vorwärts  und  rückwärts  in  der  Ebene, 
und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden  Seiten  der 
Ebene  einmal  (nach  Gefallen)  festgesetzt  hat,  in  sich  völlig 
bestimmt,  wenn  wir  gleich  unsere  Anschauung  dieses  Unter- 
schiedes Andern  nur  durch  Nach  Weisung  an  wirklich  vorhan- 
denen materiellen  Dingen  nachweisen  können.*)  Wenn  man 
aber  auch  über  letzteres  sich  entschlossen  hat,  sieht  man,  dass 
es  doch  von  unserer  Willkür  abhing,  welche  von  den  beiden 
sich  in  einem  Puncto  durchkreuzenden  Reihen  wir  als  Haupt- 
reihe und  welche  Richtung  in  ihr  man  als  auf  positive  Zahlen 
sich  beziehend  ansehen  wollte ;  man  sieht  ferner,  dass,  wenn  wir 
die  vorher  als  -f-  i  behandelte  Relation  für  +  1  nehmen  wollen, 
man  nothwendig  die  vorher  durch  —  1  bezeichnete  Relation  für 
+  i  nehmen  muss.  Das  heisst  aber  in  der  Sprache  der  Mathe- 
matiker: +i  ist  mittlere  Proportionalgrösse  zwischen  -+-  l  und 
—  1  oder  entspricht  dem  Zeichen  y — l;  wir  sagen  absichtlich 


*)  Beide  Bemei'kaogen ,  sagt  Gauss,  bat  schon  Kant  gemacht, 
aber  man  begreift  nicht,  wie  dieser  scharfsinnige  Philosoph  in  der 
ersteren  einen  Beweis  für  seine  Meinung,  dass  der  Raum  nur  Form 
unserer  äussern  Anschauung  sei,  zu  finden  glauben  konnte,  da  die  zweite 
so  klar  das  Gegentheil,  und  dass  der  Raum  unabhängig  ?on  unserer 
Anschauungsart  eine  reelle  Bedeutung  haben  muss,  beweiset. 

Lübsen's  Analysis.    7.  Auflage.  13 
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nicht  die  mittlere  Proportionalgiösse ,  denn  — i  hat  offenbar 
gleichen  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nachweisbarkeit  einer 
anschaulichen  Bedeutung  von  y  —  l  vollkommen  gerechtfertigt, 
und  mehr  bedarf  es  nicht^  um  diese  Grösse  in  das  Gebiet  der 
Gegenstände  der  Arithmetik  zuzulassen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Mathematik  durch 
diese  kurze  Darstellung  der  Hauptmomente  einer  neuen  Theorie 
der  sogenannten  imaginären  Grössen  einen  Dienst  zu  erweisen. 
Hat  man  diesen  Gegenstand  bisher  aus  einem  falschen  Gesichts- 
puncte  betrachtet  und  eine  geheimnissvolle  Dunkelheit  dabei 
gefunden ;  so  ist  dies  grösstentheils  den  wenig  schicklichen 
Benennungen  zuzuschreiben.  Hätte  man  -f-l?  — 1,  V~^  nicht 
positive,  negative ;  imaginäre  (oder  gar  unmögliche)  Einheit, 
sondern  etwa  directe,  inverse,  laterale  Einheit  genannt,  so 
hätte  von  einer  solchen  Dunkelheit  kaum  die  Rede  sein  können. 
Der  Verfasser  hat  sich  vorbehalten,  den  Gegenstand,  welcher 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  eigentlich  nur  gelegentlich 
berührt  ist,  künftig  vollständiger  zu  bearbeiten,  wo  dann  auch 
die  Frage,  warum  die  Relation  zwischen  Dingen,  die  eine 
Mannichfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten, 
nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige 
Arten  von  Grössen  liefern  können,  ihre  Beantwortung  finden 
wird." 


Construction  der  imaginären  Grössen. 


177. 

Ueber  die  geometrische  Construction  der  imaginären 
Grössen  hat  Herr  Drobisch  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Leipzig  eine  Abhandlung  überreicht,  welche  zugleich 
eine  kurze  Geschichte  der  imaginären  Grössen  und  Nachweis 
der  hierüber  erschienenen  Schriften  enthält.  Sie  ist  abgedruckt 
in  den  Berichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaft^en  zu  Leipzig, 
^ter  Band,  184S.    Da  auch  diese  Berichte  nur  auf  öffentlichen 


195 

Staatsbibliotheken  sich  befinden,  so  wollen  wir  hier  Folgendes 
daraus  mittheilen: 

„Meine  Nachweisung  der  geometrischen  Bedeutung  der 
imaginären  Grössen^  sagt  Herr  Dro bisch;  ist  folgende: 

„Wenn  auf  einer  nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  Geraden  *  •  ^:* ''  ' 
X'X  ein  fester  Punct,  A,  gegeben  ist,  und  von  diesem  aus  nach  '<  V"^  /"'  ' 
entgegengesetzten  Richtungen  auf  X'X  zwei  gleiche  Abschnitte 
AB=AB'  aufgetragen  werden,  so  bezeichnet  man  die  Lage 
des  Puncts  B'  gegen  A  in  Vergleichung  mit  der  Lage  des 
Puncts  B  gegen  A  durch  —  AB,  und  umgekehrt  die  Lage  von 
B  gegen  A  in  Vergleichung  mit  der  Lage  von  B'  gegen  A 
durch  — AB'.  Man  erhält  also  die  Bestimmung  der  Lage  eines 
jeden  der  beiden  Puncto  B,  B'  aus  der  Bestimmung  der  Lage 
des  andern  durch  Vorsetzung  des  Minuszeichens,  oder,  wie  es 
auch  aufgefasst  werden  kann^  des  Coefficienten  ( —  1),  so  dass 
AB'=(—  1)  AB  und  AB=(—  l)AB'  ist,  wenn  resp.  AB,  AB' 
die  Bestimmungen  der  Lage  von  B,  B'  gegen  A  bedeuten. 
Der  Coefficient  ( — l)  drückt  hier  also  die  wechselseitige  Be- 
ziehung aus,  welche  zwischen  den  Lagen  der  beiden,  in  gleichen 
Entfernungen  von  A  nach  entgegengesetzten  Richtungen  be- 
stimmten Puncto  B;  B^  gegen  A  stattfindet.*) 

Wenn  nun  in  der  Ebene,  in  welcher  X'X  liegt,  ausser- 
halb dieser  Linie  ein  dritter  Punct,  C,  in  der  Entfernung 
AC=AB=AB'  von  A  gegeben  ist,  und  AG  mit  AB  den 
Winkel  (f  bildet,  so  fragt  es  sich,  ob  auch  dann  noch  ein 
Coefficient  von  AB  aufgefunden  werden  kann,  der  die  Lage 
von  0  gegen  A  in  Vergleichung  mit  der  Lage  von  B  gegen 
A  ausdrückt. 


*)  Man  kann  von  hier  an  auch  folgenden  kürzern  Weg  einschlagen: 
Sei  X  der  unbekannte  Factor,  mit  welchem  mau  die  Linie  Ali  liiultipliciren 
mii88,  damit  sie  sich  am  90®  dreht  (in  die  Lage  A£  kommt\  so  muss 
man  nochmals  mit  X  multipliciren,  damit  sie  sich  wiederum  um  90®  dreht^ 
(in  die  gerade  entgegengesetzte  Lage  AB's»(— 1).  AB  kommt),  so  dass 
nämlich:  A*.AB=»  — AB,  woraus:  A=«y' — 1.  Ist  nun  AB=— (-1,  so  ist 
AE— +1/— 1,  AB'«X>=— 1,  AE'— il"=--|/— 1,  AB— i<=-l.  Die 
Ausführung  der  Multiplikation  mit  lateralen  Grössen  wird  hieUurch  einer 
Versinnlich ung  fähig.    So  ist  z.  B  :  2i.S.^^6.i*s*—  6  &c. 

13* 


Dft  die  Verschiedenheit 
zwischen  der  Lage  Ton  C 
gegen  A  und  von  B  gegen  A 
nur  auf  der  Verschiedenheit 
der  Richtungen  der  beiden 
Geraden  AB,  AC  beruht, 
und  diesedurch  den  Winkel 
tp  bestinimt  wird,  so  muss 
der  gesuchte  Coefßcient 
eine  Function  von  tp  sein. 
Er  sei  daher  =f  (fp),  so 
dasB  also: 

AG  =  AB.fiq,) (0 

Aendere  jetzt  AC  seine  Lage,  indem  q>  in  ^+xp  und  AC 
in  AD  flhergehen  mag,  so  wird  auf  dieselbe  Weise  die  Lage 
von  D  gegen  A  in  Vergleichung  mit  der  La^e  von  B  gegen  A 
bestimmt  durch: 

AD=^AB.A<r+t/') (») 

E«  lässt  sich  aber  nach-  demselben  Princip  auch  die  Lage  von 
D  gegen  A  in  Vergleichung  mit  der  von  C  gegen  A  beatimmeB, 
und  wird,  da  AD  mit  AC  den  Winkel  \]j  bildet,  alsdann  sein: 

AD=AG.f(^) (.) 

Substituirt  man  hier  tlir  AC  seinen  Ausdruck  in  {l),  so  folgt: 

AD  =  AB.  f{^).f{tl>) 
und  wenn  dies  mit  dem  Ausdruck  von  AD  in  (2)  gleich  gesetzt 
wird: 

nf+ip)~f{f).fbi>) (*) 

Dieser  Bedinguag^leichung  für  die  Form  der  Function  f  ent- 
spricht aber  bekanntlich  allein: 

f{(p}  =  aV (s)*) 

•)  Weil  »»■  .  aV'  —  0*+'''. 
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wo  a  eine  noch  unbestimmte  Grösse  ist.  Demnach  ist,  ver- 
möge (1): 

AC  =  AB.aV (e) 

Hieraus  wird  nun  Üxr  (p=7t: 

AC=AB.a^ 

Für  diesen  Abweichungswinkel  geht  aber  AC  in  AB'  über; 
und  ist  daher  AC«=AB'= — AB;  woraus  sofort  folgt: 

_i 
a^==  — 1;  a=(— l)'' (7) 

Demnach  ist,  vermöge  (6): 

AC=AB.(-1)^ (8) 

S. 
und  ( —  1)^  der  gesuchte  Coefficient. 

Wird  y=— ,  wo  AC  in  die  auf  X'X  in  A   senkrecht 
Gerade  A£  übergeht,  so  wird  nach  (8): 

AE=AB.(—  l)i=AB.y-l (9) 

Ebenso  wird  für  9>='t~  oder  y=— -  — ,  wo  AC  in  die  der 
AE  entgegengesetzten  Linie  AE'  übergeht: 

AEi=AB(-  l)i=— AB.y— 1 (10) 

Hieraus  erhellt,  dass  +;y — 1  als  der  CoefiKcient  anzusehen 
ist,  durch  welchen  die  senkrechte  Lage  der  damit  behafteten 
Geraden  gegen  die  Lage,  welche  ihr  zukommt,  wenn  sie  den 
Coefficlenten  +1  hat,  bezeichnet  wird.  Es  wird  nun  aber  auch: 

( —  1)^=  cos  9>  + 1  sin  9>  *) 

♦)  Es  ist  CO«  TrJitsin^r— — 1.    Mithin]: 

!P.  3L 

( —  l);r  «((cos  7T±,i»va  ;r)7r — cos  (p  ±,%nn<p. 
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daher  nach  (8): 

AC=AB{cosq)-\'isinq)) (ii) 

wofiir  auch  gesetzt  werden  kann: 

AC=AB.e*V (12) 

Eb  kann  also  auch  6*^  als  der  gesuchte  Coefficient  betrachtet- 
werden.     Schreibt  man  fiir  (tl): 

A  C = A  B .  CO  8  y  +  ^ A  B .  sin  qp 

so  bedeutet  in  dem  Ausdrucke  zur  Rechten  des  Gleichheits- 
zeichens AB  cos  q>  ohne  Zweifel  eine  nach  derselben  Richtung 
wie  AB  von  A  aus  auf  AX  aufzutragende  Linie,  da  cos  y  nur 
zur  Bestimmung  ihres  Grössenverhältnisses  gegen  AB  dient. 
Dagegen  i .  AB  sin  q)  nach  (9)  eine  Linie  von  der  Länge  AB  sin  g)^ 
welche  in  A  senkrecht  auf  AX  zu  errichten  ist  Fällt  man 
also  von  C  auf  AB  und  A£  die  resp.  Senkrechten  CP,  CQ;  sa 
ist  mit  Bezug  auf  die  Lage: 

AP=AB.cos5p;  AQ=ABsiny.y — 1. 
Sollen  nun  nach  (it)  diese  Linien  addirt  werden,  so  kann  dies 
nichts  Anderes  bedeuten,  als:  es  soll  die  zweite  Linie  AQ,  ohne 
ihre  Grösse  und  Richtung  zu  ändern,  so  an  die  erste  AP  an- 
gesetzt werden,  dass  ihr  Anfangspunct  mit  dem  Endpunct  der 
letztem  zusammenfällt.  Dies  geschieht,  wenn  AQ  sich  selbst 
parallel  fortrückt,  bis  sie  in  die  Lage  PC  kommt'^  &c. 

Reduction  der  Gleichungen  durch  das  allgemeina 
Glied  der  arithmetischen  Reihe. 

178. 

Das  allgemeine  Glied  der  arithmetischen  Reihe 

tQ  tl  ^  t^  f 4 

mit  den  Differenzen 

a      Oj      Os      ^4  '•  • . 

0         C|  ■  •  • 
d  . . .  . 

^  •  •  •  • 
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ist  (b.  §  48) 


<ii-=<b  +woH- 


«(« —  1)  6  ^^n(n — l)(n — 2)c 


2  ■  2.3 

•oder  nach  n  geordnet 

t„=t,  +  [a--  +  j—^+j)n 


-4- 
I   •  •  •  • 


7e\ 


d 
.24 


+nr 


—  T7i:W*  +  Tl^;«'^  +  •• 


12 
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(A) 


Ist  nnn  die  Gleichung  f  (x)  =  0  g^eben  nnd  setzt  man  in 
•derselben  für  x  der  Reihe  nach  die  Werthe 

X,    y,  +  e,    x  +  2fi,     x-f-3c, 

«0  mag  f(x)  bezüglich  die  Werthe 

mit  den  Differenzen 


a 


a, 


2 


h.  .  . 


annehmen.  Da  nun  /'(a;)  =  0  sein  soll^  so  ist  tn=0,  wenn 
x=-K+ne.  Bestimmt  man  daher  n  aus  der  Gleichung  O^^tn 
d.  i  (siehe  A)  aus  der  Gleichung 

0=A,  +  («-^  +  f.)«  +  (|-f>+|n.+  ..,...(N) 

...(Q) 


BO   ist 


x=yL+ne 


BeispieL       »»+  U  +  -^)aJ+  17  —  0. 


2 

a;  =  3;  4;  5  gesetzt,  giebt 

/*(«)=  1,28432;  —0,20412;  0,25257 

— 1,48844         0,45669     \  ^.^ 
1,94513  J      ^  ' 

Mit    ^0  =  1,28432,     a  =  —  1,48844,    6=  1,94513     geht 
Gleichung  N  über  in 
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^   .«ß.o«.  (      .  .C.C..A        1,94513\   ,  1,94513  , 
0  =  1,28432  4-  f  — 1,48844 2_-^ 1  n  +  -^— w« 

und  es  ist 

w'=0,7359  und  n"=  1,7946. 

Aus  Q  ergiebt  sich  nun  mit  x  =  3  und  e=l 

x'  =3  +  0,7359.1=3,7359 
«"  =  3+ 1,7946. 1  =  4,7946. 

Zusats.    Benutzt  man  nur  2  Hypothesen: 

a;=  a^    /?     und  erhält  man  damit 
/•(a;)=A,  B,     so  ist 

x=a,  Differenz  c=:/? — a,  <o=-A^  Differenz  a=B  —  A  und 
Gleichung  N  wird 

o  =  A-t-(B— A)«, 

daher  n=-T ^. 

A  —  B 

Aus  Q  ergiebt  sich  alsdann 

Ä=a+-j-— g.(/t?  — a) 

oder  die  schon  bekannte  Näherungsformel 

A/9~Ba 


o; 


A-B 


Anmerkung.  Von  besonderem  Vortheil  kann  die  Reduc- 
tion  eines  zusammengesetzteren  (z.  B.  transscendenten)  Aus- 
drucks auf  eine  einfachere  algebraische  Form  in  der  Inte- 
gralrechnung werden.  Ist  z.  B.  yrc .  sin  a: .  Z  (a;  +  2)  gegebea 
tmd  weiss  man,  dass  x  innerhalb  der  Grenzen  0  und  tc  liegen 

ijr        ijr        jT         ^TV 

muss,  so  kann  man  für  o;  die  Hypothesen  0,  — ,   —,    — ,    -3-,. 

D  O  ^  O 

— ,  7t  wählen  und  der  damit  erhaltene  bequeme  algebraische 

Ausdruck  (vom  6.  Grade)  ist  dem  gegebenen  transscendentea 
sehr  nahe  identisch. 
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Anflösung  der  Gleichungen  mit  2  Unbekannten. 

179. 

Eb  seien  die  Gleichungen 

I-  /'(^,y)  =  0  und  II.  q){x,y)  =  0 

gegeben  und  es  mag  y  leichter  aus  I.  als  aus  11.  berechnet 
werden  können  ^  wenn  für  x  bestimmte  Werthe  substitoirt 
werden. 

Wählt  man  in  L  für  o;  die  Werthe 

X,       x+fi,     x4-26,     X+36, 

und  löst  diese  Gleichung  nach  y  auf,  substituirt  alsdann  die 
flir  y  gefundenen  Werthe  in  11.  und  löst  diese  letztere 
Gleichung  nach  x  auf,  so  mögen  sich  hier  für  x  bezüglich  die 
Werthe 

iHo        m^        n»y        m^ mit  den  Diff. 

c. . 

ergeben.    Offenbar  ist  nun  x^=mn,  wenn  mn=^x+^- 

Nach  Formel  A  in  §  178  geht  aber  letztere  Gleichung 
über  in 

»»o  +  (a— 2 +|--)»»+(|  — !■.•)♦»•+..  •=>t+«« (N). 

Ist  hier  die  Unbekannte  n  gefunden,  so  ist 

x=x+nB (Q). 

BeispieL     L  a^— y^"^— 10  =  0;  IL  «^-2+  — —  10  =  0; 

X 

J 
««—3,  6,  %  12. 

Diese  Werthe  in  L  substituirt,  resultirt  daselbst 

y— 3,66667;         2;         1,29844;       2,93045. 

13  •• 


.  Wegen  des  Exponent-^  setze  man  die  Hypothesen 
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Diese  für  y  gefundenen  Zahlen  in  U.  substituirt  ergeben  in 
dieser  Gleichung 

a;  =  3,73273;  18;         12,76687;         8,30321. 

114,26727     —5,23313         —4,46366 
—  19,50040         0,76947 
20,26987 

Mit  x  =  3,  fi  =  3,  Wo  =  3,73273,  a=  14,26727,' 5  =  —19,50040, 
c==  20,26987  wird  Gleichung  N: 

3,73273  +  30,77409w—19,88514w«+ 3,37831^3=3  +  3«, 

oder  «»— 5,88612««+ 8,22130n  + 0,21689  =  0. 

Folglich  «'  =2,35095, 

«"  =  —  0,02590, 
«"'  =  3,56017. 

Damit  ergiebt  sich  aus  Q: 

x'  =3  +  2,35095  .  3  =  10,05285, 
a;"  =3—0,02590  .  3=  2,92230, 
ir'"=  3  + 3,56017  .  3  —  13,68051. 

Da  der  letztere  Werth  ausserhalb  der  Hypothesenreihe  liegt, 
so  ist  es  zweifelhaft,  ob  derselbe  gültig  ist.  In  der  That 
findet  man  für  alle  Hypothesen,  die  3>  12  genommen  werden, 
keine  Lösung. 

Zusatz.    Nimmt  man  fiir  x  nur  2  Hypothesen  und  zwar 
in  Gleichung     I:     a;==x,  x',    womit 
aus  Gleichung  U:    x=m,  m*    resultire, 
so  ergiebt  sich  die  bequeme  Näherungsformel 

xm'  —  x'wt 


X 


X  +  m'  —  (x'  +  m)' 


Auflösung  der  Gleichungen  mit  3  Unbekannten. 

180« 

Es  seien  die  Gleichungen 
I.  /"(«;  y>  «)  =  0;    U,  (p  {x,  y,  jer)  =  0;   IH.  V'  (a?,  y  i?)  =  0 
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gegeben.  Setzt  man  für  x  bestimmte  Werthe,  so  lässt  sich 
(z.  B.  nach  §  179)  aus  je  2  Gleichungen  y  und  z  finden.  Die 
Gleichungen  mögen  nun  so  angeordnet  sein^  das  sich  y  leichter 
aus  I.  und  11.,  sowie  aus  I.  und  in.,  also  weniger  leicht  au& 
II.  und  ni.  berechnen  lässt. 
Wählt  man  die  Hypothesen 

o;  =  X,         X  -f-  6,         X  -f-  26, ...  . 

setzt  dieselben  zuerst  in  I.  und  11.  ein  und  erhalte,   nachdem 
z  eliminirt  worden,  bezüglich 

y  =  mQ  Wi  Wg  . . . 

a  ag  . . . 

Diff.  I  ^  .    .  ■ 

Ca«« 

Dieselben  Werthe    für  x  alsdann    in  I.  und  III.    substituirt 
mögen  daselbst 


y  =  Po       Pi  Pi 


•    •    ■ 


Diff.  {  &'    . . 


c' 


ergeben. 

Aus  diesen  Reihen  geht  sofort  hervor,  dass  y=^mn  und 
a;  =  X  +  «€,  wenn  w„  =  p„. 

Nach  Formel  A  in  §  178  geht  nun  letztere  Gleichung 
über  in 


m,  +  (a-|+|^ 


w+lj— |-)"* 


Ist  hier  n  gefunden,  so  ist 

a;=x  +  n€ (Q) 

BeispieL  I.  z  +  xy  —    7  =  0, 

n.  y  +  xh  +41=0, 
III.  xy  +  xz  —    1=0. 

Mit  a;  =  —  0,04  —0,03  —0,02  erhält  man 
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« 

aus  I.  und    n.:"y  =  — 41,008         —41,005         —41,002 

DiflF.  0,003  0,003 

aus  r.  und  IH.:  y  =  —  30,769         —  39,158         —55,882 

r,.«.    f  —8,389         —16,724 
^^*-  \  -8,335 

Mit    x=  — 0,04;     6  =  0,01;    mQ  =  —  ^\fi^^\    a  =  0,003; 
5=0;  i)o  =  — 30,769;  a'=  — 8,389;  b'=  — 8,335  geht  Gleich- 
ung N  über  in: 
—  41,008 +  0,003w=—30,769+(—8,389-h4,l675)n—4,1675n». 

Mithin  w=  1,1405  und  nach  Gleichung  Q 

x=^  0,04  + 1,1405 . 0,0 1  =  —  0,0286. 
ZusatB.    Bei  nur  2  Hypothesen  und  zwar 

a;  MB  X,    x'    mag  sich 
aus  I.  und    U.  y  ^mm,    m* 
aus  I.  und  m.  y  =p,   l>'    ergeben. 
Alsdann  resultirt  die  sehr  bequeme  Näherungsformel : 

(m  — p)xf  —  (m'  — p')  X 

m — p  —  (m — p) 

Anmerkung.  Mittelst  der  in  §  179  und  180  gegebenen 
Methoden  lassen  sich  Gleichungen  mit  2  oder  3  Unbekannten 
selbst  dann  noch  auflösen,  wenn  die  bis  jetzt  bekannten 
Methoden  nicht  zum  Ziele  führen. 


Pier9r*Mka  HofbnehdniekenL   Stophw  Geib«l  A  Co.  in  Altmbarg. 


xo 


Einleitung 


in  die 


Inflnitesimal-ßechnung 

(Differential-  und  Integral-Reclinang) 


zum 


Selbstunterricht. 


Mit  Rücksicht  auf  das  Nothwendigste  und  Wichtigste. 


Von 


H.  B.  Lübsen. 


Mit  53  Figuren  im  Text. 


Sechste  Auflage. 


<  i»»i .  - 


Leipzig. 

Friedrich  Brandstetter. 

1880. 


Uebersetzungsrecht  vorbehalten. 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


Mehrseitig,  sowohl  mündlich,  brieflieh,  als  auch  öflfentlich 
dazu  angefordert,  übergebe  ich  hiermit  dem  Publicum  die  von 
mir  verlangte  Einleitung  in  die  Infinitesimal  -  Rechnung. 

Wie  der  Titel  besagt,  ist  diese  Arbeit  für  Anfiinger  und 
zum  Selbstunterricht  bestimmt  und,  wie  ich  es  för  angemessen 
hielt,  auf  die  Theorie  der  Reihen  gegründet,  weil  diese  ältere 
Methode  nicht  allein  von  den  ersten  Anßingem  viel  leichter  zu 
fassen  ist,  sondern  auch  natürlicher  scheint.  Ich  folge  hierin 
nicht  allein  meiner  eigenen  Ansicht,  als  vielmehr  noch  dem  ür- 
theil  eines  Mannes,  Hansen,  der,  wie  er  öfters  bewiesen  hat, 
das  Newton'sche  Riesenschwert,  wie  Whewell  die  Infinite- 
simal-Rechnung  nennt,  wohl  zu  heben  und  zu  führen  weiss. 

Cauchy's  classisches  Werk  ist  nicht  flir  den  Anfanger 
und  zum  Selbstunterricht,  sondern  nur  für  Leser  geschrieben, 
welche  mit  der  Infinitesimal -Reclmung  bereits  schon  vertraut 
sind.  Um  sich  von  der  völligen  Richtigkeit  dieser  Behauptung 
zu  überzeugen,  braucht  man  nur  Cauchy's  Werk:  „Le9on8 
de  calotQ  diffiirentiel  et  de  calcul  integral,  rädig^es  paz 
M.  TAbbe  Moigno/'  in  die  Hand  zu  nehmen. 

Hamburg,  im  Juni  1855. 

Lübsen. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Die  auf  dem  Titelblatt  erwähnte  Verbesserung  dieser  neuen 
Auflage  besteht  hauptsächlich  in  der  Ausmerzung  der  Druck- 
fehler und  die  erwähnte  Vermehrung  in  dem  Versuch  einer 
Metaphysik  des  unendlich  Kleinen,  um  der  ursprünglichen 
Leibnitz' sehen  Infinitesimalmethode  aufs  Neue  wieder  Geltung 
und  Eingang  zu  verschaffen.  Die  sogenannte  Grenzmethode 
ist  jedoch  unverändert  beibehalten  und  es  ist  somit  dem  Leser 
ganz  überlassen,  für  welche  dieser  beiden  Methoden  er  sich  am 
meisten  interessiren  will. 


Altona,  im  November  1861, 


Lübsen. 


Dmekfehler?erzeiehnis9. 


S.  26,  Nr.  9.  ij^^Binx  statt  j:=asina:. 
S.  118,  4.  Zeile  v.  ob,  F'  statt  F. 

S.  123,   5.  Zeile  v.  u. statt 


2Vx-4  2Kx— 8 
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S.     (^  ^McK^^aJCa^^^     yVC/lWA.Q/XiXU/C      Ai^lß'^H^H' 

9.  ^vftw'Jc^ii/tMj   3e^  MM^xZ^^^iM^AXXiA^  Viru-' 
10.    üV-ö^4/tcM^  UIA4J  (j^^cCvc^^Cc^,  ;fS 

//.       /KTl^    Ml^X^     y^AAA/^    !^AAA\QJU/0AA^     y,  Z  oS,  HifW- 

^U^tci*'  ^ooüJ^  A^c^Miu).  3av>^Ca4.  Ü^au^AA^.  /6y 


t 


Erster  Theil. 


Differential  -Rechnimg. 


^Icb  seb«  mit  Bawnndenuig  und  EnUiueB  die  Frnohtbar* 
keit  dieser  WiaMnacbaft.  Nach  welcher  Seite  icb  meinen 
Blick  ricbte,  entdecke  ich  nene  Anwendiuigen  dereelben. 
leb  erkenne  in  ibr  einen  Fortgang  nnd  eine  Speenlfttion,  die 
ins  Unendkbe  fbbrt"  Hnygbeng. 


Einleitung. 


IVeine  der  mathematiaehen  Wiaaenschaften  hat  den  An- 
fängern BO  viele  Schwierigkeiten  und  Dunkelheiten  bereitet  und 
80  yiele  gelehrte  Streitigkeiten  über  ihre  Evidenz  veranlasst,  als 
die  von  den  grossen  Denkern  Leibnitz  und  Newton  erfun- 
dene Differential-  und  Integral -Rechnung,  oder,  wie  man  beide 
auch  wohl  mit  einem  einzigen  liTamen  zu  benennen  pflegt,  als 
die  Analysis  des  Unendlichen  (Infinitesimahechnung),  die  höchste 
und  schönste  der  gesammten  mathematischen  Wissenschaften, 
aber  in  der  That  auch  die  schwerste,  sowohl  zu  lehren  als  zu 
lernen,  was  schon  daraus  folgt,  dass  von  zehn,  die  sie  studiren, 
kaum  einer  sie  verstehen  und  noch  vid  weniger  sie  selbst- 
stilndig  anwenden  lernt. 

2. 

In  der  Einldtung  zur  Trigonometrie  haben  wir  hervoi^e- 
hobeoQy  welche  Umstttnde  diese  Wissenschaft  angeregt,  nftmlich: 

Ltbsen,  Infloitesimal-Recbnnng.    6.  Anfl.  1 


das  praktische  Bedür&iss,  aus  den  in  Zahlen  gegebenen  Elemen- 
ten eines  Dreiecks  die  dadurch  bestimmten  möglichst  genau 
zu  finden,  was  der  construirenden  Geometrie  allein  nicht  mög- 
lich ist.  Der  pythagoräische  Lehrsatz  und  die  Theorie  über 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  bilden  offenbar  das  Fundament  der 
Trigonometrie.  Aber  die  Trigonometrie,  obgleich  auf  jenem 
Fundamente  sich  stützend,  bildet  doch  eine  ganz  besondere 
Wissenschaft  für  sich,  durchaus  verschieden  Ton  den  beiden 
Wissenschaften  der  euklidischen  Geometrie  und  Arithmetik, 
worin  sie  ihre  Wurzeln  hat.  Denn  ein  neuer  Grundgedanke 
musste,  wenn  diese  neue  Wissenschaft  entstehen  sollte,  durchaus 
erst  geÜEisst  werden,  nämlich  der  der  trigonometrischen  Functio- 
nen, mithin  auch  ganz  neue  Begriffe,  Zeich^i  und  Kunstwörter 
gebildet  werden.  Daher  auch  —  weil  der  Uebergang  von  der 
Geometrie  zur  Trigonometrie  nicht  allmählig,  sondern  ^eichsam 
durch  einen  Sprung  geschieht  —  die  anfkn^che  Fremdartigkeit 
und  Schwierigkeit,  welche  die  Trigonometrie  ftlr  den  ersten  An- 
filnger  zu  haben  pfl^. 

3. 

Von  der  Trigonometrie  zur  hohem  Geometrie  findet  eben- 
falls kein  allmähliger  Uebergang  Statt.  Auch  hier  wird  der 
An&nger  plötzlich  in  ein  ganz  fi^emdes  Gebiet  versetzt.  Nur 
ein  ganz  neuer,  von  einem  grossen  Genie  ge&sster  Grund- 
gedanke konnte  diese  neue  Wissenschaft  begründen.  Die  ftlr 
den  ersten  Augenblick  ganz  unlogisch  scheinende  Vorstellung: 
die  räumlichen  Grössen  arithmetisch  (durch  Zahlen)  aufzu&ssen, 
muss  den  Anftnger  sehr  befiremden.  Hierzu  kommen  nun  die 
neuen  Begriffe  von  stetigen  und  unstetigen  Functionen  veränder- 
licher Grössen  etc. 

4. 

Ebenso  verhält  es  sich  nun  mit  dei^  Infinitesimabechnung.^ 
Wiederum  ein  neuer  Ghrundgedanke  hat  diese  neue  Wissen- 
schaft hervorgerufen  und  es  ist  hier  noch  viel  schwerer,  sich 
mit  den  neuen  Begriffen  vertraut  zu  machen  und  sich  an 
die  neuen  Zeichen  und  Kunstwörter  zu  gewöhnen.  Dessen- 
ungeachtet wollen  wir  versuchen,  den  Leser,  so  wie  in  die 
vorhergehenden  mathematischen  Wissenschaften,  auch  in  dieses 
neue  Gebiet  der  Mathematik  einzuftüu^en  und  ihn  allmählig 
an  das  neue  licht  zu  gewöhnen,  welches  in  der  ganzen  IHille, 
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wie  es  aas  den  Häuptern  der  ersten  Erfinder  hervorbrach,  ihn 
blenden  würde.  Bei  diesem  onsem  Versuche  müssen  wir  aber 
die  analytische  Geometrie  und  die  Analysis  ab  bekannt  vor- 
aussetzen. 

5. 

Gleich  nachdem  Cartesius  (1596 --1650)  gezeigt  hatte, 
wie  die  ebenen  räumlichen  Gestalten  durch  Functionen  zweier 
veränderlichen  Gh'Ossen  (Abscisse  und  Ordinate)  arithmetisch 
au%eGstf8t  werden  können  und  umgekehrt,  wenn  eine  solche 
Function  gegeben  wird,  die  darin  enthaltene  Gestalt  darnach 
constmirt  werden  kann,  musste  man  auch  sehr  bald  auf  den 
sehr  nahe  liegenden  Gedanken  kommen:  dass  in  einer  solchen 
Function  einer  räumlichen  Grösse  nothwendig  auch  schon  alle 
Eigenschaften  derselben  enthalten,  und  dass  die  Möglichkeit 
vorhanden  sein  müsse,  diese  Eigenschaften  aus  der  Function 
selbst  abzuleiten,  z.  B.  die  Lage  und  Grösse  der  Tangente,  Nor- 
male etc.  ftlr  einen  bestimmten  Punct;  die  Stellen,  wo  eine 
krumme  Linie  sich  wendet,  von  Concavität  in  Convexität  oder 
umgekehrt  übeigeht;  die  Puncte,  wo  die  Ordinate  ihr  Maximum 
oder  Minimum  erreicht,  femer  die  Länge  und  Fläche  einer 
krummen  Linie  ftlr  eine  gegebene  Abscisse  etc. 

6. 

Aber  keines  dieser  Probleme  konnte  durch  die  gewöhnliche 
Algebra  gelöst  werden.  Man  ftihlte,  dass  dazu  erst  eine  ganz 
neue  Art  Analysis,  die  Infinitesimalrechnung,  erftmden  werden 
müsse.  Denn  diese  erwähnten  Probleme  und  namentlich  das 
erste:  die  Lage  der  durch  einen  bestimmten  Punct  gedachten 
Berührungslinie  aus  der  Gleichung  der  Curve  zu  bestimmen, 
sind  es  gerade,  welche  ^ie  Erfindung  der  Differentialrechnung 
veranlasst  haben.  Denn  dass  die  Methode,  nach  welcher  wir 
in  der  analytischen  Geometrie  an  die  sogenannten  Kegelschnitte 
Berührungslinien  gezogen  haben,  nur  auf  diese,  nämlich  auf 
krumme  Linien  zweiten  Grades  und  auf  keine  höh^n  Grades 
anwendbar  ist,  ist  von  selbst  klar. 

7. 

Um  nun  zu  zeigen,  wie  Leibnitz  und  Newton  sich  hier 
durch  die  Erfindung  ihrer  neuen  Wissenschaft,  die  Infinitesimal- 
rechnung, neue  Bahn  brachen  und  zugleich  die  allmählige  Ent- 


et^iing  dieser  WisBenBchnt^  ihr  Hervorkriechfln  aus  dem  ES,  nn- 
veriittllt  dArznlegen  und  dadurch  den  ÄnAtnger  an  dem  Vergnügen 
des  Sdiaßena  und  Selbeterfindens  Theil  nehmen  zu  lassen,  wollm 
wir,  der  geschichtlichen  Entwickelung  dieser  Wissenschaft  folgend, 
das  erste  Problem  vorigen,  welches  sie,  wie  gesagt,  veranlasst 
hat,  oämlidi  das  Problem  der  Tangentenziehung,  and  sehen,  auf 
welche  sinnreiche  Weise  zunächst  dieses  gelOst  wurde. 
Sei  deshalb:  x'      o  »  i  o     ,  e 

die  G^I^cfaung  einer  krummen  Linie,  der  Bogen  HM6  ein  StQck 
derselben*),  und  die  Aufgabe:  durdi  einen  bestimmtea,  durch 
seine  Coordinaten  AP=ar,  MP=j/  g(f;ebeiien  Punct,  M,  ein© 
BerUhrungslinie  an  dieselbe  zu  ziehen,  d.  h.  die  K«gung  (t)  der- 
selben g^en  die  Abscissenlinie  zu  finden,  woraus  sich  datm  das 
Uebrige:  Subtangente,  Normale  etc.  engiebt 


Versteht  man  nun  wieder,  wie  in  der  analydsdieD  Geometrie 
testgesetzt,  unter  Berührungslinie  im  Puncte  M  digenige  Linie 
TT' ,  welche  ans  der  durdi  denselben  Puna  M  gedachten  be- 
liebigen Secante  SS'  entsteht,  wenn  diese  sich  so  weit  um  Atai 
Punct  M  dreht,  bis  der  andere  Durchschnitts  -  Funct  N  mit  H 
zusammenfilllt,  so  kann  man  auf  folgende  Weise  die  Lage  der 
Tangente  g^;en  die  Abscissenlinie  oder  den  Winkel  z  sehr  leicht 
aus  der  Gleichung  finden. 

Die  Lage  der  Tangente  MT  ist 
offenbar  durch  die  als  gegeben  ge- 
dachte Abedsse  AP  =  x  bestimmt, 
wal,  vermöge  der  gesonderten  GIm- 
chung,  durch  eine  bestimmte  Absdsse 
AP  =  a;  auch  die  zugehörige  Ordinate 
MF  =  if  bestimmt  ist. 

Ich  lasse  nun  die  Absdsse  AP^« 


*)  Diese  Linie  iet,  m  wie  ihre  Fnnction,  eine  stetige.  8teht,  wia 
hier,  die  abh&ngig  verftnderliche  Gröeae  (^)  auf  anet  Seite  allein,  so 
hdsHt  die  Function  eine  gesonderte  (eiplidte),  im  Gegenutse  ED  den 
Functionen,  bä  welchen  dies  nicht  der  Pall  ist,  nnd  die  matt  deshalb 
verwickelte  {implicite)  Functionen  nennt  Mo  letztem  lassen  sich  oft 
we^n  der  Schwierigkeiten  der  höheren  GIdchungen  nicht  snf  die  ab- 
hängig veränderliche  GrCese  redaciren. 


um  ein  Stück  PQ=  Aa?*)  (dessen  Grösse  nicht  weiter  bestimmt 
zu  werden  braucht)  wachsen  (die  Absdsse  Xj  also  auch  die 
Function  j/,  gleichsam  fliessen),  so  gelange  ich  dadurch,  indem 
ich  in  die  vorliegende  Gleichung: 


a?» 


N 
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y=-g-2a:«  +  3;r  +  5 (i) 

x+A^  statt  X  setze,  zu  einem  andern  Punct  N  der  krummen 
Linie,  dessen  Ordinate  NQ:=y  ^  Ay  ist  (indem  wir  das  Wachs- 
thum  von  y,  nämlich  NR,  mit  Ay  bezeichnen).**)  Man  hat 
also  fbr  den  Punct  N  die  Gleichung 

y+Ay=^^-t^-^  — 2(a?+Aa?)«+:Ha?  +  Aa:)  +  5 

oder,  entwickelt  und  nach  steigenden  Potenzen  von  Ax  geordnet, 

y+Ay-f|--2a:«+3a;+5)+(a:«-4arf-3).Aa;+-(a?-2).Aa:ä+-i.Aa^^^ 

Um  das  Wachsthum  von  y  zu  erhalten,  welches  offenbar 
von  dem  in  (1)  fiir  x  anzunehmenden  bestimmten  Werthe  und 
von  dem  Zuwachs  desselben,  Arr,  abhängt,  ziehen  wir  von 
diesem  neuen  Zustand  der  Function  den  alten  ab,  nämlich  (1) 
von  (2),  so  hat  man 

Ay=(x«— 4a:+3) .  Ax+{x—2) .  Aa:-+^ .  Aa;». . . .  (s) 

Wären  nun  x  und  Ax  gegeben,  so  k(innte  die  dadurch 
bestimmte  Differenz  (Wachsthum)  von  y,  nämlich  Ay,  nach 
dieser  Gleichung  (3)  berechnet  werd^i. 

Ebenso  ist  einleuchtend,  dass  auch,  beiderseits  durch  Ao? 
dividirt,  der  sogenannte  Differenz-Quotient^  nämlich 

^=ir«~  4fl:+3  +  (a?— 2).  Aa;-hi.  Aa;» (4) 

durch  X  und  Ax  völlig  bestimmt  und  die  trigonometriache 
Tangente  des  Winkels  NMR,  also  auch  des  Winkds  ist,  welchen 
die  durch  M,  N  gehende  Secante  SS^  mit  der  Abscissenlinie  macht 

—  -  h 

*)  Man  mnss  sich  diese  HÜI^grOsse  A^*  welche  nur  als  Mittel  dient, 
die  Rechnung  einsnfödeln  and  die  ans  derselben  wieder  heransftllt^  nicht 
als  zwei  Fwfeoren  A  imd  x,  sondern  nnr  ab  einen  emsigen  Bachstaben 
(Zeichen)  denken,  deshalb  kann  man  auch  statt  (Aa?)*,  {/\xf  etc.  kurz 
A«*>  A«*  etc.  schreiben. 

**)  Wir  nehmen  bei  nnserer  Figor  an,  dass  die  Ordinate  NQ  giGsser 
als  MP  ist.  Im  umgekehrten  Fall  wftre  das  Wachsthnm  (Increment)  von 
y^  nämlich  A^«  negativ  (ein  Decrement).  Man  nennt  aber  Av»  es  möge 
pocntiv  oder  negativ  sein,  immer  Wachsthum  der  Function. 
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9. 

• 

Man  stelle  sich  nun  vor:  die  Ordinate  NQ=y+ Ayfliesse^ 
parallel  mit  sich  selbst,  wieder  zurflck,  bis  sie  mit  MP  =  y  zn* 
sammenfidlt,  so  wird  zu  gleicher  Zeit  die  Grösse  MR=A:r 
(welche  nur  als  Hülfsgrösse  angenommen,  um  die  Rechnung 
einzuleiten)  immerfort  abnehmen  und  zuletzt  =0  werden« 
Während  dieses  geschieht,  dreht  sich  zugleich  auch  die  Secante 
SS^  um  den  Punct  M  und  Mt  ftlr  Ax^=0  mit  der  Berührungs- 
linie  TT^  zusammen.     Der   erwähnte  Differenz -Quotient  -r-^, 

laX 

d.  h.  die  auf  der  rechten  Seite  der  Qleichung  (4)  befindliche  Reihe 
verliert  flir  diesen  Fall  (nämlich  Afl;=0)  alle  mit  Ax  multipli- 
cirten  Glieder  und  erhält  den  dadurch  bestimmten  Grenzwerth: 

^=x^—4x+8 U) 

und  dieser  Grenzwerth  muss  nothwendig  die  genaue  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels  t  sein,  welchen  die  Berdhrungs- 
linie  TT'  mit  der  Abcissenlinie  macht,  nämlich 

tg  T=x^  —  4x  +  S. 

Für  a?=4  z.  B.  wäre  tg  t  =  3;  fllr  x=^2  ist  tg  t  =  —  1; 
fllr  05=  —  2  ist  tg  T  =  15;  flir  x=\  und  flir  a?  =  3  ist  tgT=Q. 
In  den  beiden  letztem  Fällen  ist  also  auch  t=^0  und  die  Be- 
rührungslinien laufen  mit  der  Abscissenlinie  parallel 

Das  in  Gleichung  (5)  linker  Hand  stehende  Zeichen  ^  ist 
schon  in  der  Analysis  §  79  vorgekommen  und  kann  nicht  be- 

firemdend  sein.    JedenjGEdls  ist  klar,  dass  der  Quotient  -r  -  in  (4), 

so  lange  Ax  noch  einen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  angeb- 
baren  Werth  hat,  wohl  näherungs weise,  aber  doch  nicht  genau 
die  trigonoihetrische  Tangente  des  gesuchten  Winkels  r  geben 
kann,  dass  aber  die  Secante  SS^  mit  der  Tangentiallinie  TT^ 
wirklich  zusammenftllt,  wenn  wir  in  (4)  Ax^=0  setzen  und 
dass  dann,  vermöge  Gleichung  (ä),  auch  Ay=0  wird. 

Aus  der  gefimdenea  trigonometrischen  Tangente  des  Win- 
kels %  erhält  man  dann  leicht  die  Subtangente,  Subnormale  etc. 
(Analyt.  Geometrie  §  44,  6.) 

10. 

Versuchen  wir  jetzt  diese  vorläufig  auf  einen  besonderen 
Fall  angewandte  Methode  der  Tangenten  zu  verallgemeinem. 


Sei  deshalb  allgemein 

y=F(x) (i) 

irgend  eine  gesonderte  und  stetige  Function  und  HG  ein 
Stück  der  ihr  entsprechenden  krummen  Linie  und  die  Lage  der 
durch  einen  Punct,  M,  gedachten  Berührungslinie  zu  bestimmen. 
Sei  AP=a:  die  Abscisse  und  MP=y=F(a;)  die  Ordinate  des 
Punctes  M. 

Lassen  wir  die  Abscisse  x  um  PQ=  Aa;  wachsen,  so  wird 
auch  y  ein  Wachsthum,  NR=  Ay,  erhalten  und  wir  haben 
dann,  indem  wir  in  (1)  x+-Ax  statt  x  setzen,  für  den  neuen 
Zustand  der  Function 

y  + Ay  =  F  (x+Ax) G) 

Nun  wird  sich  gleich  zeigen,  dass  uns  die  (eben  deshalb 
vorausgeschickten)  Lehren  der  Analysis  hinreichende  Mittel  an 
die  Hand  geben,  jede  bestimmte  Function  einer  zweitheiligen 
Grösse  F(x+Ax)  immer  in  eine  Beihe  zu  entwickeln,  wovon 
das  erste  Glied  die  ursprüngliche  Function  F  {x)  selbst  ist  und 
die  folgenden  Glieder  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des 
Increments  Ax  fortschreiten,  so  dass  nämlich  die  Gleichung  (2) 
sich  verwandelt  in: 

y+Ay=F{x)  +  p.Ax+M.Ax^  +  ^.Ax^  +  ..,{s) 

und  wo  die  Coefficienten  j?,  M,  N . . . .  im  Allgemeinen  Functionen 
von  X  sind,*) 

Dass  übrigens  das  erste  Glied  der  Reihe  die  ursprüngliche 
Function  F(x)  selbst  sein  muss,  könnte  man  schon  mit  La- 
grange daraus  schliessen,  dass  fiir  Aa;  =  0  der  neue  Zustand 
der  Function  auf  den  alten  wieder  zurückgehen  muss.  Setzt 
man  nämlich  in  (3)  Aa;=0,  so  ist  auch  Ay  =  0  und  man  er- 
hält dann  wieder  die  Gleichung  (1),  nämlich  y  =  F  {x).  Dies 
ist  jedoch  nur  beiläufig  bemerkt,  indem  die  jedesmalige  Mög- 
lichkeit der  behaupteten  Entwickelung  von  F  (o;  -h  Ax)  sich  ganz 
ein&ch  aus  den  Lehren  der  Analysis  ergiebt  Um  aber  Wieder- 
holungen zu  vermeiden  und,  wie  es  in  unserm  Plan  liegt,  den 
Anfänger  auf  die  Spur  leiten  zu  können,  den  Beweis  ihr  diese 


*)  In  der  Gldchung  (2)  §  8  ist  z.  B.  p«««— i«+8;  M==a;— 2;  N=- J. 
Es  kann  aber  anch  schon  der  Coefficient  p  eine  conetante  GröBse  sein. 
Dies  ist  jedoch  nur  für  die  einzige  einfache  Gleichung  y^^ax  (gerade  Linie) 
der  Fall.  Es  ist  nämlich  t/ -f  Ay  =-  ö( x-f  A«)  ^ax+a.  A«i  also  hier  p^a. 
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Behauptung  selber  zu  finden  ^  nehmen  wir  ftar  den  Aug^iblick 
an,  dass  die  obige  Reihe  (3),  die  den  Umständen  nach  endlich 
oder  unendlich  sein  kann,  Statt  findet,  indem  es  uns  hier  vorerst 
nur  darum  zu  thun  ist,  einen  neuen  Begriff  und  dessen  übliche 
Bezeichnung  festzusetzen. 

11. 

Subtrahirt  man  die  beiden  Gleichungen 

y-f- Ay=F(ic)-f-p.  Aa;  +  MAa;«  + 

von  einander,  d.  h.  den  alten  Zustand  der  BWction  F{x)  von 
dem  neuen  F(^  -f-  Ax) ,  so  erhält  man  die  sogenannte  Differenz 
(Wachsthum)  der  Function,  nämlich 

Ay=i).  A:r  +  M.  Ax*  +  N.  Aa?»+ 

Dividirt  man  beiderseits  durch  A^,  so  erhält  man  das  Ver- 
hältniss  der  Incremente  Aa:,  Ay,  den  sogenannten  Diflferenz- 
Quotienten,  nämlich 

^'^=p4-MAa:+NAa?*  ^ 

/\x 

Lässt  man  jetzt  Ax  immerfort  abnehmen,   so  ändert  sich 

auch  fortwährend  der  Differenz -Quotieüt     .  ^  und  erreicht  fUr 

Ax 

Aa;  =  0  (indem  dann  rechter  Hand  alle  Glieder  in.  Ax  ver- 
schwinden) den  bestimmten  von  Ax  befi:«iten  Grenzwerth  pj 
welcher  (im  Allgemeinen)  eine  neue  Function  von  x  ist  und  die 
trigonometrische  Tangente  des  Winkels  r  ausdrückt,  welchen 
die  durch  den  Punct  {x,  y)  d.  i.  hier  den  Punct  M  gedachte 
BerühruBgslinie  mit  der  Abscissenachse  macht,  und  den  wir  von 
nun  an,  Kürze  halber.  Berührungswinkel  nennen  wollen.  Diese 
neue  Function  von  Xy  nämlich  p,  welche  offenbar  durch  die  ur- 
sprüngliche (primitive)  Function  F(x)  im  Voraus  bestimmt  ist 
und  auf  die  angegebene  Weise  daraus  abgeleitet  worden,  nennt 
man  deshalb  auch  wohl  die  abgeleitete  (derivirte)  und  bezeichnet 
sie  nach  Lagrange  's  Vorgang,  statt  mit  p,  häufig  auch  mit 
F'(a?)  (sprich:  Function  Stricli  x). 

12. 

Betrachten  wir  einmal  wieder  die  Differenz  der  Function 
y=F(a?),  nämlich 

Ay=p  .   Aic4-MAT«-+-NAa?«  +  .... 
oder  Ay^F'ix),  Ax+läAx^+l(Ax^-h, . . . 


80  wissen  wir^  dass,  insofern  es  das  Problem  der  Berfihrungs- 
linie  betrifit,  von  der  ganzen  nach  Potenzen  von  ^x  fortschrei- 
tenden DtfSarenz  Ast  I\inctton,  y=F(a?),  das  erste  und  nur 
das  erste  Glied  p,Ax  von  Wichtigkeit  ist  und  in  Betracht 
kommt,  weil  hieraus  der  Coefficient  p  oder  das  Grenzverhältniss 

-rr^  für  Aa;=0,  sich  von  selbst  ergiebt 

Da  nun  aber  (wie  Leibnitz  und  Newton  voraussahen) 
nicht  bloss  ftbr  das  Problem  der  Berührungslinien,  sondern  auch 
bei  vielen  andern  und  viel  wichtigeren  Problemen,  die  Eenntniss 
des  ersten  Gliedes  p,Ax-==F^(x).Ax  in  der  vollständigen 
Differenz  der  ursprünglichen  und  abgeleiteten  Function  von 
grosser  Wichtigkeit  ist,  indem  gerade  dieses  erste  Glied  zur 
Lösung  dieser  Probleme  verhilft,  so  benennt  man  zur  Abkürzung 
des  Vortrags  dieses  erste  Glied  mit  einem  eigenen  Kunstwort, 
man  nennt  es  nämlich  Differential  der  E\mction  und  so  wie 
man  jene  ganze  Differenz  derselben  mit  dem  Zeichen  Ay  zu 
bezeichnen  pflegt,  so  bezeichnet  man,  nach  Leibnitzens  Vor- 
gang, bei  verschwindend  kleinem  (0  werdenden)  Ax  und  Aj^ 
das  erste  Glied  dieser  Differenz  p.Ax  oder  ¥\x),AXj  nfimlieli 
das  Differential  der  Function  y==^Y{x)  mit  dem  2ieichen  A/y  so 
dass  also  diy=pAx  oder,  indem  man  der  Symmetrie  halber 
audi  dx  statt  Ax  setzt,'*') 

dy=p.da?. 

In  diesem  Diffin^ntial  fbhrt  nun  der  durch  die  ursprttng- 

lidie  Function,    y  =  F(x),   im   Voraus   bestimmte  Factor   von 

dXy  nttmlich  p  oder  F'{x)';  drei  versdiiedene  Namen.    Weil  er 

nämlich  aus  der  ursprünglichen  Function  erst  abgeleitet  werden 

muss  und,  wie  wir  gesehen  haben   (im  Allgemeinen),   wieder 

eine  Function  von   x  ist,   so  nennt  man  ihn  die  derivirte 

(abgeleitete)  Function.     Zweitens  heisst  p  oder  F'(^)  auch  der 

Differentialcoefficient,  und  drittens^  weil  aus  dy  =  p.dx 

du 
folgt,  dass  ^=|>,   so  wird  diese  Function  p  oder  F'(x)  auch 

Differential quo.tient  genannt**) 


*)  So  wie  äff  das  Differential  von  y  heisst,  so  nennt  man  auch  ilx 
das  Differential  von  x, 

**)  Das  Differential  der  Function  y^F{x)j  n&mlich  das  erste  Glied 
der  vollständigen  Differenz  Ay^*l'«A^4'^A^*+<<*  ist  offenbar  nichts 
anders,  als  das  Product  aus  dem  Incremente  dx  der  absolut  verfinder- 
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18. 

Zu  vorhei^ehendein  Paragn^hen  wollen  wir  noch  ein  Er- 
läutemngs-Beispiel  geben«.  In  §  9  haben  wir  gesehen,  dass  die 
krumme  Linie,  deren  Gleichung 

y— 1^— 2a:«+8ar-|-5 

ist,  einen  solchen  Lauf  hat,  dass  fllr  die  beiden  Puncte,  deren 
Abscissen  ^=1  und  x=3,  die  Berilhrungslinien  parallel  mit 
der  Abscissenachse  laufen,  denn  von  der  dort  gefundenen 
Differenz 

ist  das  erste  Glied  oder  Differential  von  y 

dy=(x*^4x  +  S),dx 

und  also  der  Differentialquotient,  d.  i.  die  trigonometrische 
Tangente  des  Berührungswinkels  v 

^^=x^-^4x  +  S. 
(ix 


liehen  Grösse  x  und  der  Derivirten  p  oder  F'(x)  d.  i.  die  trigonometxisehe 
Tangente  des  ßerahrungswinkels  r  und  man  sieht,  dass  die  Grösse  des 
Differentials  tfyt^p  .eix^m'F'ix)  dx  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  so 
lange  mibestimmt  bleibt,  als  nicht  auch  die  Grösse  des  Increments  dx 
gegeben  ißt.  Diese  Unbestimmtheit  kann  aber  deshalb  bleiben,  weil  wir 
niemals  die  absoluten  Grössen  der  Differentiale  flx^  dy,  sondern  immer 
nur  deren  Verh&ltniss  zu  kennen  brauchen,  nftmlich  den  aus  dy^^p.dx 

folgenden  Differentialquotienten  -^m:»p^^Y*(x)^  der  durch  x  allein  schon 

ax 

bestimmt  ist    und    mit  dem   erwähnten    Grenz  werth   des   Difierenz- 

quotienten^^  für  /v^a;=»0,  den  wir  Anfangs  mit  der  unbestimmten  Form  % 

bezeichnen  mnssten,  übereinstimmt. 

Dass  man  sich  mit  dem  E^inen  Kunstwort  „Dcrivirte^  und  der  La- 
grange'sehen  Bezeichnung  Y'{x)  nicht  begnügt ,  was  freilich  möglich 
gewesen  w&re,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  durch  Einführung  des  Be- 
griffs Differential  und  dessen  Bezdehnung  sowohl  der  Vortrag  als 
die  Zeichensprache  viel  bequemer  wird.  Weil  nftmlich  die  Differentiale 
dxy  dy,  wenn  auch  unbestimmt  gelassene,  Grössen  bedeuten,  so  kann 
man,  was  mit  dem  unbestimmten  Grenzzeichen  jj  nicht  möglich  sein 
würde,     die    Diffsrentiale    von     einander    trennen    und    arithmetische 

Operationen  damit  vornehmen  und  z.  B.  statt^aip  auch  dy^p  .  dx, 
statt  (^)  =;>•  auch^=-jp«  oder  rfy«=-|?«  «te«  schreiben  etc. 
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Wäre  nun  die  Aü^be  gdgeheiay  die  Abscissen  derjenigea 

Poncte  zu  finden,  in  welchen  die  BerühnmgBlimen  mit  der  Ab- 

sdssenacbfle  parallel  laufen,  so  hat  man  offenbar  nur  die  Werthe 

von  X  zu  bestimmen,   fiür    welchen   das  Differential  oder  der 

x^ 
Differentialquotient    der    Function    y  =  ~^  —  2a;*  +  3a; +  5    Null 

wird.    Ans 

a;«— 4a?— +  3  =  0 

folgt  nun  a?ss2+l.  Zur  Beantwortung  dieser  Aufgabe  war  also 
wiederum  nur  die  Kenntniss  des  ersten  Gliedes  der  Difierens, 
d.  i.  des  Differentials  der  gegebenen  Function  erforderlich. 
(Vergl.  noch  §  88  und  89.) 

14. 

Nachdem  wir  nun  den  Nutzen  des  Differentials  einer 
Function  vorläufig  erst  durch  ein  paar  der  leichtem  Beispiele 
erläutert  haben,  müssen  wir  jetit,  um  die  fernem,  mannich- 
fiJtigen  Anwendungen  desselben  zeigen  zu  können,  erst  die 
Regeln  au&uchen,  nach  welchen  man  von  jeder  besondem 
Function  das  Differential  derselben  leicht  aufstellen  kann.  Die 
allgemeine  Vorschrift,  diese  Regeln  zu  fioiden,  fliesst,  wie  schon 
gesagt,  aus  den  Lehren  der  Analysis.  Wir  müssen  in  jeder 
der  ftUif  verschiedenen  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse, 
nämlich  in  a;^,  a^,  IXy  sin  a;,  cos  x  *)  allenthalben  x  -H  Aa;  statt 
X  setzen,  dann  nach  den  bekannten  Regeln  der  Analysis  nach 
Potenzen  von  Aa;  entwickeln,  den  alten  Zustand  von  dem 
neuen  abziehen  und  von  der  erhaltenen  Differenz  das  erste  iu 
Aa;  multiplicirte  Glied  (das  Differential  der  IWction)  als  Diffe- 
rentialformel dem  Gedächtniss  einprägen,  um  darnach  in 
jedem  speciellen  Fall  das  Differential  gleich  aus  dem  Gedächt- 
niss hinschreiben  zu  können. 

Und  hiemit  glauben  wir  nun,  was  das  Auffinden  dieser 
Differentialformeln  anbetriffi,  dem  An&nger  die  Sache  so  nahe 
gerückt  zu  haben,  dass  er  sich  üst  im  Stande  Müen  muss,  die 
im  folgenden  Buche  gestellten  und  zuerst  zu  lösenden  Aufgaben 
selbstständig  zu  lösen. 

Amnerknng  !•    Man   merke   sich   ein   fUr   allemal,    dass, 


*)  Ans  den  Differentialen  dieser  einfachen  Functionen   ergeben  sich 
die  aller  übrigen  noch  so  complicirten  Functionen. 
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wenn  mit  einer  Function  einer  Terftnderlichen  GMflse  eine 
constante  Ghrösse,  C,  bloss  als  additives  oder  subtrac- 
tives  Glied  verbunden  ist,  dann  das  Differential  der  Function 
von  diesem  constanten  Gliede  +C  ganz  unabhftn^g  ist.  Mit 
andern  Worten:  das  Difierential  einer  constanten  Grösse  ist 
:bsO.  Dies  sieht  man  schon  aus  dem  §  8  gegebenen  Beispiele. 
Ob  dort  die  Zahl  5  steht  oder  nicht,  das  ist  für  das  Differential 
der  Function  gleichgültig.  Ein  solches  constantes  Glied  +C 
kann  auf  die  G^estalt  oder  Neigungen  der  Tangenten  der  ent- 
sprechenden krummen  Linie  keinen  Einfluss  haben ,  indem  die 
Hinzuftigung  oder  Weglassung  dieses  constanten  Gliedes  +0, 
die  Absdssenachse  bloss  tiefer  oder  höhw  schiebt.  (Vergl.  höhere 
Geometrie  §  68.) 

Anmerkung  2.  Bei  der  Entwickelung  einer  Function 
einer  zweitheiligen  Grösse  F(x  -{'  Ax)  in  eine  nach  Potenzen 
von  Ax  fortschreitende  Reihe  brauchen  wir  uns  bei  der  Ab- 
leitung der  Differentialformehi  um  die  Convergenz  der  Reihen 
gar  nicht  zu  bekümmern^  weil  wir  ja  von  der  Differenz 
Ay=j).  Aa?-f-MAa;*-i-. . .  immer  nur  das  erste  GKed,  näm- 
lich das  sogenannte  Differential  dy  =p .  dx  beibehalten. 


Erstes  Buch. 


Ableitung  der  Differentialformeln, 


15. 

Anfigabe.  Das  DifPerontial  einer  beliebigen  Potenz  einer 
veränderlichen  Grösse  zu  finden.    Es'  sei  nftmlich 

Auflösoiig«  Ver&hren  wir  nadb  der  §  14  gegebenen  all- 
gemeinen Begel,  indem  wir  :r+  Ax  statt  x  setzen,  so  hat  man 

Da  der  binomische  Lehrsatz  auch  filr  jeden  gebrochoien  und 
negatiTen  Exponenten  gültig  ist  (§  14,  Anmerkung  2),  so  folgt 
(Analysis  §  70) 

y^/^y=a^^ngi^--\,^x+^^^^^^oif'-^,Ax^+. .  .  . 

Ziehen  wir  den  alten  Zustand  Ton  dem  neuen  ab,  so  erhält  man 
die  Differenz  der  Function,  nftmlich 

Ay=tM:»»-^  Aa;+"^-=^:c^2^  Aa;«  + (Y), 

woraus  durch  Division  mit  Ax  folgt: 

Ax  1.2 

und  wenn  Ay  und  l:^x  verschwindend  klein  (»»0)  werden: 

2—-+» 

Mithin  ist  definitionsmässig  das  verlangte  Differential,  welches 
wir  künftig  sogleich  aus  der  Gleichung  Y  mit  Weglassen  der 
höheren  Potenzen  von  Ax  ableiten  können, 
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In  Worten:  das  Differential  einer  Potenz,  o^,  ist  gleich  dem 
EiXponenten,  multiplicirt  mit  der  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Potenz  und  dx. 

Ist  y=^ax  +Cy  so  ist: 

y-hAy=a(x+  Aa;)'*±c, 

y=naoif*-^ ,  Ax+'ilLAx^  + . . . 
dy=naoif*-^,dx. 


16. 

Aullsabe.  Man  differentiire  folgende  Fmietionen,  d.  h.  man 
schreibe  nach  der  eben  abgeleiteten  Regel,  die  man  im  Gedächt- 
niss  behalten  muss,  ihre  I^erentiale  hin. 


Es  8«: 

Man  hat: 

1.  y— 4a?»+S 

1. 

dy=2(^a^,dx 

2.  y— K— 1 

2. 

dy —  ix^.dx 

3.  y  =  |ar-»*) 

3. 

dy  — — ix^.dx 

*•  y^-Tx»"^^-  •  • 

4. 

^                  15        IT 

dy -^ar-*cfo 

5            — 1 
5.  y=—j^—^x  *.. 

l^x^ 

5. 

dy 1^1^ 

6.  y^^a^x=^ax^ , . . 

6. 

dy=:^ax-ldx 

7.  t/-»-7-=ar  *. . . 

7. 

dy  —  —  lax-ldx 

8.  y— -y-  —  ax  ^. . . 

8. 

dy==^  —  \ax^i.d 

yx 

9.  y  =-j- V^  ="  j- ^''  9.  dy^^^x^     dx. 

10.  y=iyx^^lx^. . .  10.  dy  =  ix-idx 


a*'.  ^      a    ^  ^    ,       iwfl  '^-1 


*)  Hier  zeigt  sich  die  grosse  Wichtigkeit  der  negativen  und  ge- 
brochenen Exponenten  und  wie  viel  von  einer  glücklich  gewählten  Zeichen- 
sprache abhängt. 
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17. 

Aufgabe.  Das  Diflbrential  der  Exponentialfimction  eF  zu 
finden,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist.  Sei 
nftmlich 

Auflösung.  Es  ist  hier:  y4- Ay  =  e«H-Aa?=c*.c^*  und 
wenn  man  ef^  in  eine  Reihe  verwandelt  (Analysis  §  73), 

y+ Ay=e«  (1  + Aa:+y-2+. . . .) 

y4-Ay=e»+e*.Aa?+MAa;*+ 

Ay  =  c*  Ar-+-MAa?*+. . . 

In  Worten:  das  Differential  der  ExponentialgrOsse  ^  ist  wieder 
dieselbe  Grösse,  multiplicirt  mit  äx, 

l8ty=a.e*+c,  so  ist  d^  =  a^ ,ix, 

Anmerkung.  Hat  man  eine  ExponentialgrOsse  von  anderer 
Basis,  z.  B. 

so  ist  (Analysis  §  75) 

y4.Ay  =  a*+^^=a-.a^=a-(l  +  fa.AÄ+^^j^^V 

Ay=a*  ia.  Aa:  +  MAa:*  +  . . . 
ä%f^=€fla.äx. 

loip  8 
Für  y— 3*  ist  dy  =  3M3.(to=3^.Q^gQ     (fe. 

Fttry=ß-*  ist  (iy= — c"-*(fe. 

18. 

Aulgabe.  Das  Differential  vom  natürlichen  Logarithmen 
ecaxx  veränderlichen  Qrösse  zu  finden.    Es  sei  nämlich 

Aofldsnng.    Man  hat  hier 
und,  wenn  man  jetzt  nl  H )  in  eine  Reihe  auflöst  (Analysis  §  77)^ 

*)  Algebra  §  277,  weil  a:+AaJ^a:(l+^). 
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Ay=^— MAaJ«-h 

dy=  — .dx. 

X 

Ist  y=a.lx+Cy  80  ist  dy=  -.dx, 

Anmerkung.  Hätte  man  vom  Briggs' sehen  Logaritfamog 
einer  veränderlichen  GrOsse,  log  x,  das  Differential  zu  nehmen, 
so  folgt  aus 

y=loga;, 

indem  man  den  natürlichen  Logarithmen  mit  dem  Modulus  des 
Briggs'schen  m  =  0,43429 moltiplicirt,  dass  (Analysis  §  78) 

y^=\ogx=:mlx 

ist,  mithin  ist 

,  dx 

rty=m. — . 

X 


19. 

Aufgabe.     Das  Differential  vom  sinus  eines  veränderlichen 
Bogens,  Xj  zu  finden.    Es  sei  nämlich 

y==sinÄ. 

Auflösung.    Man  hat  y-h  Ay  =  sin (a;  +  Ax)j 

y  +  Ay = sina;co8  Aa; + cosa; .  sin  Aä 

und,   wenn  man  statt  cos  Ax  und  sin  Ax  die  entsprechenden 
Reihen  setzt  (Analysis  §  80), 

y-h  Ay=änx(^l  —  j^+  . .  .J  +  cmx\Ax—Y-Y^'^'  ••/ 

sinn; 
y+  Ay^=smx+coB.Ax — y~o^^ — 

Ay=coBx.Ax — M Aa?* — .  .• . 
dy==co6x.dx. 

Ist  y=a.sina;,  so  ist  dy=^a.eoBX.dx. 
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20. 

Aufgabe.  Das  Differential  vom  CosinuB  eines  yeründer- 
Kchen  Bingens,  Xj  zu  finden.    Es  ad  nämUch 

yssOOS  X. 

Auflösung.    Man  hat 

y+Ay=coB(x+Ax)y 

y+  /^y=coax.coBAx — sinn;,  sin  A:r, 

y  +  Ay=(x>Bx(l  —  Y^+, . .  j— sinir^Aic— j^+. .  .^, 

y+Ay^^'Coex — ohx.Ax—y^  Ax^-^-.  . . 

Ay= — sina:.  Aa? — MAa;*+ 

dy=  —  emx.dx, 

Anmerkung.  Wenn  mit  dem  Wachsen  einer  yeränderBchen 
Grrösse,  Xy  die  daraus  gebildete  Function,  wie  z.  B.  cos  Xj  cot  Xy 
e^  etc.  abnimmt,  so  wird  natürlich  sowohl  die  Differenz  Ay, 
als  auch  das  Differential  derselben  dy  immer  negativ. 

21. 

Aufgabe.  Das  Differential  einer  Function  zu  finden,  welche 
aus  der  algebraischen  Summe  zweier  oder  mehrerer  der  bisher 
betrachteten  sogenannten  einfachen  Functionen  (x^,  o*,  Ix,  sin  x^ 
cos  x)  besteht    Es  sei  nämlich 

y=F(a;)4-/(Ä)-h.... 

wo  F  (x),  f  {x)y eine  der  erwähnten  ein£su^hen  IWctionen 

bedeutet 

Auflösung.    Es  ist  zuerst 

y+  Ay=¥{x'['  Ax)  +  f{x+  Ax)+. . . , 

und  da  nun,  wie  im  Vorhergehenden  gezeigt,  jede  dieser  ein- 
fachen Functionen  von  x+  Ax  sich  in  eine  nach  Potenzen  von 
Ax  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lässt,  so  ist  (§  10,  3) 

Y{x+  Ax)  =  Y{x)+p  Aa;+M  Aa:*+. . .  • 
f{x+Ax)=  f(x)+pAx  +  ^Ax^  +  , . . . 


Mithin  ist: 

y+Ay=F{x)  +  /(:c)  +  (p  +!>'+. .  .)Ax+(K+'i£+ ...)  Aic«+ . . . 
Ay=(p-|-jp'+ . . .)  Aa;+Mi  Ax^  + . . . 
dy==(p  +|)'+ . .  .)dx  =pdx+pdx -h 

L&lwen,  InflniteBimsl-Bechnuug.     6.  Aafl.  ^ 


18 
oder  audb  nach  der  andern  Schieibart: 

In  Worten:  Man  muss  das  Differential  von  jedem  OHede  be- 
sonders nehmen. 

Beispiel  1.    Ist    y=aaf^  +  €^j  so  ist 

dy^=naaf^^^dx+d'dx, 
dy = (naaf*''^ + ef')dx. 

Beispiel  2.    Ist    y=^  — ar«+ar+5,  so  ist 

dy^=x^dx — Axdx+ZäXj 
dys^(x^ — 4x+S)dXf 


äx 

3  Q 

Beispiel  8.    Ist    y=2yir-fya;*4--r +7,  d.  i. 

y=ac^— fa?'  +  3a?'~*+7,  so  ist 
dy = (x~''  —  ix^  —  Ix"^) .  (fo, 

dx     ix     *^^     2Va;»' 

Beispiel  4.    Ist    j/ssa.£r-f  ^-sin  x+^^.coso;,  so  ist 

dx 
dy=a, h  &.coB^.(ii;~c.sina!;.(7a;, 

dy      a   .  , 

^== — hö.cosa? — csm  a;. 


22. 

Aufgabe.  Das  Differential  einer  Function  zu  finden,  welche 
aus  dem  Producte  zweier  der  ein&chen  Functionen  a^,  c^  y  Ixj 
sin  Xj  cos  Xy  welche  wir  mit  ¥{x)  und  f{x)  bezeichnen  wollen, 
besteht.    Es  sei  nämlich 


*)  In   der  Folge   werden   wir   manchmal   (des  kürzeren  Schreibens 
halber)  statt  des  Difierentials  den  Diflferentialquotienten  hinschreiben. 


I  '* 
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AnflSsTing.    Man  hat  hier  soerst 

y  +  Ay =F  (x  +  Aa) .  f{x  +  Aa?). 

Jede  dieser  dnfiichen  IWctionen  von  x-\'Ax  lässt  sich  in  eine 
Reihe  von  der  erforderlichen  Form  auflösen.    Es  ist  nämlich: 

y'i-Ay^\F(x)+pAx+ilAx^+. .  .][/(ic)+p  Arc+M'Aa:«+. . .] 

Führt  man  die  Multiplication  aus,  indem  man  die  vereinigten 
Coefficient^i  von  Ax^y  Aa?*,...  mit  M",  N"...  bezeichnet, 
so  ist: 

y+Ay=F(x).f(x)+fix).pAx+F(x),pAx+iS:'Ax^-\-:.. 
Ay=f(x),pAx  +  Fix).pAx+K''Ax^+TS"Ax^+. . . . 
dy=f(x)  .pdx+F(x)  .pdx 

oder  auch,  weil  (§  12)  p=F(x)\md  p'=f{x)f  so  geschrieben : 

dy^f(x).r(x),dx  +  F{x).f(x).da:. 

Da  nun  hier  pdx  oder  F^(x)dx  das  Diflferential  von  F  (x)y  des- 
gleichen p'dx  oder  f'(x)dx  das  Differential  von  f{x)  ist,  so 
lautet  die  B^el:  Das  Differential  eines  Products 
zweier  Functionen,  F  {x).f(x)y  ist  gleich  der  Summe 
eines  jeden  Factors,  mit  dem  Differential  des 
andern  multiplicirt 

Bezeidmet  man  die  beiden  veränderlichen  Factoren  des 
Products,  Kürze  halber,  mit  P  und  Q  und  setzt  also 

so  ist  dy=Q.d(P)  +  P.d(Q). 

Durch  die  Eüiammem  oder  einen  Punct  deutet  man  an, 
dass  die  Differentiale  von  den  Functionen  P  und  Q  noch  zu 
nehmen  sind.    So  ist  z.  B. 

d{oc!*^)  oder  d.a^  =  naf*'~^dx. 

Beispiel  L     Ist    y==x*^,€^,  so  ist 

dy  =  &'  .d(af)+af.d(e') 

dy  =  &'  .nx^~^dx  +  x^.&'  dx,  oder 

dy  =  e'  .x^"^  {n  +  x)  dx, 
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Beispiel  2.    Wenn    y=ae^lXy  so  ist 

—  «=te.c*(fa;  +  c*. — , 
a  x^ 

.cJy=:ac*(ZirH \dx. 

Beispiel  8.    Ist    y^^atanx.oofiXy  so  ist  (§§  19,  20): 

-^=zQo%x.QO&xdx — sina^.sino^d»;,  \ 

^  =  a  (cos*a: — sm  ^x)  =  a,cm2x. 


23. 

Besteht  ein«Prodact  aus  mehr  als  zwei  veränderlichen  Fac- 
toren,  so  kann  man  es  erst  in  zwei  zerlegen;  so  ist  z.  B.,  wenn 
P,  Q,  R  einfache  Functionen  von  x  bedeuten,  und  wenn 

y=PQR=P.QR, 

dy==QB.d(P)4-P.ti(QB). 

Nun  ist  aber  (§  22)  ti(QR)  =  R.d(Q)  +  Q.d(R),  folglich 
dy=QR.d(P)  +  PR.d(Q)4-PQ.d(R). 

Beispiel.    Wenn  y=x^€flx,  so  ist 

dy  =  (€i'lx,fiaf^^^+af^lx.&'  +  x^^ .  —  )dx, 

^:='af''^e'(nlx+xlx+l). 


24. 

Au^abe.  Das  Differential  von  einem  Quotienten  oder  Bruche 
-jrW  zu  finden,  wenn  sowohl  Zähler  als  Nenner  eine  der  ein" 
fiwhen  Functionen  ic",  a',  Ix,  sin  a;,  cos  a;  ist.    Es  sei  nämlich 

''-m • ^^^ 

Auflösung.     Da    sich,    wie  gezeigt,    alle   diese   einfachen 
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Fanctioneii  von  x  +  Ax  in  Reihen  von  gesetzmäsaiger  Form 
auflösen  lassen,  so  ist  zunächst*) 

_F{x  +  Ax)¥{x)+pAx+llLAx^+. . , . 
y-hAy—  ^(a;+ AÄ:)~/'(a:)  +p'Aa;+M'AÄJ*+. ..."  '^'^ 

und  man  sieht,  dass  dieser  Quotient  wiederum  in  eine  gesetz- 
mfiasige  Reihe  entwickelt  werden  kann,  und  es  ist  leicht,  das 
hier  nur  erforderliche  erste  in  Ax  multiplicirte  Glied  zu  er- 
halten.    Man  hat  durch  wirkliche  Division'^'*') 

F(«)+,A»=+...: /(»)+(.■  A*+...=ffl  +  (^-^)A«+.. 

P(.)+»:As+.. 


(     '^{x)  ,\ 


Ax+ 


*)  Will  man  nicht  die  Differenz  fAy)  der  Function,  sondern  nur  das 
Differential  derselben  (dy\  um  waches  es  uns  eigentlich  nur  zu  thon  ist, 
so  kann  man  dieses  folgendennassen  viel  kürzer  erhalten.  Aus  obiger 
Gleichung  (1)  folgt  y./(«)— FC»),  mithin  (§  22) 

f{x)dyi-y.f{x)dx'^T(x)dx 

,       f(x).n^)flx^F(x).f(x)dx 


*«i 


*)  Man  kann  hier  das  gesuchte  Differential  auch  folgendermassen 
auf  kürzerem  Wege  finden,  indem  man  erst  den  Differentialquotienten 
sucht.    Subtrahirt  man  (1)  von  (2),  so  ist 

.         F(a:)+pAa?+MAg'+....     F(a?) 
^  ^  fix)  +pAx  +  M' A«* + . . . .      f(x) 

oder,  auf  einerlei  Nenner  gebracht  und  durch  A®  dividirt, 

A!/_f(x).p  —  T(T).p'+[f(x).M  —  T(x)U']Ax+.... 

Ax  [mV-h/(x)pAx+.... 

Da  nun  aus  diesem  Differenzquotienten  der  Differentialquotient  her- 

Yorgeht,  wenn  man  A^'^O  setzt,  so  ist  der  Differentialquotient  offenbar 

J\x).p—F{x).p  f(x),pdx^F(x).pdx 

r /yTt*^'**  mithin  das  gesuchte  Differential :  dy=a  r/y  ~\li~    " —  * 
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Mithin  ist 

,       /•(«)p-F(a;)p'   , 
,  _  /•(a;).i)(fa— F(a;).p'(fa 

Da  nun  pdx  das  Differential  von  F(:r)  und  pdx  das  Diffe- 
rential von  fix)  ist,  so  lautet  die  Kegel:  Das  Difierential  eines 
Quotienten  ist  gleich  dem  Nenner,  multiplicirt  mit  dem 
Differential  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler, 
multiplidrt  mit  dem  Differential  des  Nenners,  diridirt 
durch  das  Quadrat  des  Nenners. 

Bedeuten  P  und  Q  ein£EkJie  Functionen  von  x  und  setaet  man 

F 
^^(^ 
so  hat  man  kürzer: 

.„  _Qd(P)-Pd)Q) 

Beispiel  1. 

^*) 
Wenn     y=—    ,  so  ist 

dy^      e^(x — n) 
dx  x^+^ 


*)  Es  ist  auch:  ffmme^,x-n,  und  dies  nach  §  22 
dy      eß{x — n) 


dx         X  »»+1 
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Beispiel 

2. 

Wenn 

y= 

X          .  . 

T-H   80   ist 

■ 

Ix.doL-'X, 

dx 

X 

dy= 

(Ixy 

dx 

&  — 1 

Beispiel 

8. 

Wenn    y=~    ,  so  ist 

dy= -^ =  —nax"^^^^  die, 

dy «n 

Beispiel  4. 

Wenn    «/  = -^  so  ist 

dy      cos.r.o'Za+a'sina;       <^  ,i    ,  a    \ 
-^  «r : «s (to+  tax). 


25. 

Aufisabe.     Das  Differential   von  der  Tangente  eines  rer- 
finderlichen  Bogens,  Xj  zu  finden.    Es  sei  nfixnlich 

!^==tga;. 

Aufldsong.     Man  hat  ii«= ,   und    wenn    man   diesen 

cos^ 

Quotienten  nach  §  24  differentürt,  so  ist 

,       cofla;.coBa?dg — 8ina?.(— sinrcdr) 
^  cos*a;  ' 

^  coB*a;  ' 

j         dx 

C08*iC 


*)  £b  ist  auch  y^-a.rc-«,  mithin  dy= — nax^^^^^dx. 
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26. 


Auf^B^be.    Das  Difierential  von  der  Cotaiigente  dnes  rer- 
änderiichan  Bogeos  x  zu  finden.    Es  sei 

y=scota;. 

cos  X 
Auflösimg.    Es  ist  auch  y  =  -^—    ;  daher  (§  24) 

,_ama:.(-sm:«f^)-co8^.ooBa^ 
^  ain*iP  ' 

,  dx 

^  sinV 


27. 

Aufgabe.  Das  IMfferential  vom  Bogen  eines  yeränderlichen 
Sinus  zu  finden.    Es  sei  nämlich 

y=arc(sin=a:). 

Auflösung.    Wdl  X  der  sinus   vom  Bogen  j/  ist,   so   hat 
man  erst  durch  Umsetzung  x=^taiLy^)  und  hieraus 

d^Bscosj/.(7y, 

dx 
dy=-^=^ 
^      cosy 

und,  weil  sin  y=Xj  also  cos  y=Vl — x^  (Trigon.  §  100,  1.), 

dx 

28. 

Aufgabe.    Das  Differential  zu  finden  von: 

y=:arc(cos=:&). 
Auflösung.    Es  ist  zuerst  a!;=co8  y,  mithin 


*)  Durch  die  Umformung  einer  Function  wird  das  Verb&ltniss  der 
veränderlichen  OrösBen^  so  wie  auch  das  ihrer  Incremente  und  DifiPeren- 
tiale  zu  einander  offenbar  nicht  geändert  und  deshalb  ist  die  Umformung 
erlaubt.    So  folgt  z.  B. 

aus:  y*^lx,  dass  x^^^  und 


,       dcc 

dy       ] 

dx       X ' 


fix       X  ' 
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,  dx 

siny 

und,  weil  cos  y==a?,  mäfain  sin  y=yi  ^xh  ^  ^  ^^'^ 

dx 


dy^- 


l/\—x*' 


29. 

An^be.    Man  suche  das  Differential  von 

y=s=arc(tg=a;). 

Auflösung.    Man  hat  hier  a;=tgy;  daher  (§  25) 

cos  "y 
(2y  =  co8'y.(£r; 

aus  i%y^x  folgt  C508«y=3-^  (Trigon.  §  100,  6),  mithin 

,  dx 


30. 

Aufgabe.    Man  suche  das  Differential  von 

ys=arc  (cot=a;). 

du 
Auflösung.    Aus  a;:=coty  folgt  (§  26)  dx= :-^— ? 

dy= — sin^.dz;, 
und  weil  coty  =  Ä;,  also  8in*y==;j--r- — ,,  so  ist 


31. 

Sämmtlidie   im   Vorhergehenden   gefimdenen    DifiGsrential- 
formefai  sind  also,  übersichtlich  zusamm^igestellt,  folgende: 
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^ 


Wenn: 

1.  y==a;* 

2.  y=c* 

3.  y=a* 

4.  y=lx 

5.  y=logso 

6.  y=F(x)±f(x)± 

7.  y=P.Q 

8.  ;=| 

9.  iu==Hmx 

10.  y==cosa; 

11.  y=tgx 

12.  y=ootx   

13.  j/=arc  WRX  . . . . 

14.  j^=arccosrc  . . . . 

15.  y  =  arctgÄ; 

16.  y=arccot.f   . . . . 


dy- 


äy 

dy 
äy 

dy 

dy 
dy 


so  ist: 

naf^-^dx 
e'dx 
a'la.dx 
dx 

X 

dx 


=  m. 


X 


dy  = 


F(x)dx+f{x)dx±. . 
Q.cflP+P.dQ 
Q.dP— P  dQ 

COBXdx 

— siaxdx 
dx 


co8*a; 


dy=- 


dy= 


dx 
fan^x 
dx 


VT^ 


dy=- 


X' 

dx 


dy  = 


Vl—x^ 
dx 


1  ^x^ 
dx 


dy=—T 


l-^-x^ 


82. 

Mit  vorstehenden  Fandamentalformeln,  die  man,  wie  die 
wichtigsten  Formeb  der  Trigonometrie^  durch  fleissige  Eintibmig, 
wozu  im  Folgenden  Geleg^iheit  gegeben  wird,  dem  Gedächtniss 
wohl  einprägen  muss,  sind  wir  nun  im  Stande,  jede  noch  so 
complicirte  Function  zu  difFerentüren. 

Wir  nehmen  zuerst  eine  Function  von  dner  Function.  Es 
sei  nämlich  allgemein 

y=F(u)  und  u=f{x), 
wo  f(x)  irgend  eine  der   im  vorigen  §    au%e8tellten    sechz^n 
fNmctionen  der  absolut  veränderlichen  Gr^isse  x  und  F(tf)  irgend 
eine   dieser   Functionen   von  u   bedeutet,    so  dass  also  jetBt  y 


27 

nicht  unmittelbar y  sondern  durch  eine  Zwischengrösse,  u,  als 
Fonction  von  x  gegeben  ist  Es  ist  mithin  u  nicht  eine  absolut, 
sondern  wie  y  eine  abhängig  reränderliche  Qrösse.  Denkt  man 
sich  ftkr  X  einen  bestimmten  Werth  gesetzt,  so  erhält  auch  u 
und  dadurch,  zufolge  der  ersten  Gleichung,  audi  y  einen  be- 
stimmten Werth. 

Wollte  man  u  eliminiren,  um  y  als  unmittelbare  Function 
von  X  zu  erhalte,  so  würde  dies  auf  die  Bezeichnung  y=^\f[x)] 
ftlhren.'*')  Um  nun  die  allgemeine  Regel  zu  finden,  nach  welcher 
man  auch  eine  Function  von  einer  Function  differentüren  kann, 
lassen  wir  in  den  beiden  Gleichungen 

y=F(tt)  und  w^fix) 

die  absolut  veränderliche  Grösse  x  um  das  Increment  Ax  wach- 
sen, alsdann  wird  auch  die  unmittelbar  von  x  abhängige  Grösse 
u  ein.  Wachsthum,  Au,  und  vermöge  der  Gleichung  y=F(u) 
auch  die  unmittelbar  davon  abhängige  Gh:^sse  y  ein  Wachsthum, 
Ay,  erhalten  und  wir  haben  dann 

y+ Ay=F(tt-|- At^  wnd  u+ Au=f(x+Axy 

■ 

Nun  lässt  sich,  wie  bei  der  Ableitung  der  §  31  angestell- 
ten Formdn  bewiesen,  f(x+  Ax)  in  eine  nach  ganzen,  positiven 
Potenzen  von  Ax  und  ebenso  F  (u+  Au)  (indem  man  einst- 
weilen u  als  absolut  veränderlich  betrachtet)  in  eine  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  von  Au  fortschreitende  Reihe  entwickeln. 
Man  hat  nämlich:'*''*') 

t*+ Aw=/(a;+ Aa?)=/(a;)-f-l>Aa?  +  M  Arc^-I- 

Au=pAx+lilLAx^  + (i) 

y+Ay=F(w+Au)=F(w)4-|)'AM+M'Aw«+... 

Ay=p  Aw-^M' Aw*+ (2) 


*)  Wäre  z.B.  y*»e^  und  w^ninx,  so  wäre  yaena«.    Hätte  man 
jf'^'lu  und  «=«»»+^*+ß»naj+,..  so  wäre  y»- 2  («»«H-«*-|-Mna;4-...)  etc. 

**)  Sei  z.  B.  y^u^  und  w^^*,  bo  ist: 

tt -I- A«  — (»  4- A«)* -«  «' + 2a:A« + A«" 
Att'^^ÄarAÄ+A»* 

y+Ay=-(M+Aw)'=w«+8««Att+8MAtt"+Att' 

Ay="3tt*.AM+8uA"*+Att' 
Ay«3i««(2ajA3;+ AjJ*)+3ii(2xA«+A«")*+.. .. 
Ay  =*  6t**.  xA^ + M  A-«^*+ . .  •  • 
Ay—6aH^.A«  +  M'A^« -}-... . 
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Weil  nun  aber  u,  also  auch  Au  von  x  und  Ax  abhängig  ist^ 
so  müssen  wir  in  (2)  den  Werth  von  Au  aus  (1)  substituiren, 
alsdann  ist: 

Ay=p(pAx+Ti/LAx*+....)  +  W(pAx+MAx^+....y+.... 
Ay=pp.Ax+W\Ax^+lS\Ax^  +  . . . . 

Hier  ist  also  Ay  durch  eine  Reihe  ausgedrückt,  die,  wie 
es  sein  muss,  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  Ax  fort- 
schreitet. Die  Ooefficienten  p\  p,  M". . . .  sind  Functionen  von 
X  und  u  oder  von  x  allein,  weil  vermöge  der  gesonderten 
Gleichung  u=^f{x)j  u  durch  x  ausgedrückt  werden  kann.  Da 
nun  das  erste  Glied  ppAx  dieser  Reihe,  der  Erklärung  gemäss, 
das  Differential  von  y  in  Bezug  auf  x  ist,  so  haben  wir 

d!y=^p  .päx. 

Betrachten  wir  nun  dieses  gefundene  Differential  genau,  so 
filllt  auf,  dass  der  Factor  päx  das  Differential  von  der  Function 
u=f{oc)  ist,  nämlich: 

du==^pdx (s) 

und  dass  der  andere  Factor,  Py  der  DifferentialcoefiBdent  von 
Function  y=Y{u)  ist,  so  nämlich,  als  wenn  m,  statt  einer  von 
X  abhängigen,  eine  absolut  veränderliche  GrOsse  wäre.  Denn 
betrachtet  man  sie,  in  formeller  Hinsicht  als  solche,  so  folgt  aus 
»=F(m) 

äy=p.du (4) 

Setzt  man  nun  in  (4)  fiir  du  seinen  Werth  aus  (3),  so  ist, 
wie  vorhin,*) 

dy=p  .pdüc**). 


33. 

Aus  vorbeigehendem  §  eigiebt  sich  also  der  wichtige  Satz, 
dass  die  in  §  31  aufgestellten  sechszehn  ein&chen  Differential- 
formein  ausreichen,  um  darnach  eine  jede  noch  so  zusammen- 
gesetzte Function  einer  absolut  veränderlichen  GrOsse,  a:,    oder 


*)  So  folgt  z.  B.  aas  y^^u*  und  i/»x',  dass  du*^2xdx  und  dy 
Zu*,duj  mithin  wieder  dy^=Bu\2x€iX'»^dx, 

**)  Oder  auch,  wenn  y=F[/|[a;)],  in  anderer  Schreibart: 
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eme  Function  von  einer  BWction,  j/==F[/(a?)],  zu  differentüren. 
Man  setze  nämlich  einstweilen  u  statt  f(x)  und  differentüre  dann 
nur  nach  §  31,  y=F(tt)  und  u=f(x)j  und  substituire  in 
dfi=F'(u).du  flir  u  und  du  ihre  Werthe  f{x)  und  f{x)dx. 


84. 

Zur   Einübung    dieser  Regel    mögen    folgende    Beispiele 
dienen. 

1.     y  =  ^'. 

Setzt  man*)    y=^,  also  M  =  siniP, 

so  ist      dy  =  e^,du  und  du=cosa?(b;, 
mithin      dy  =  €^'^.Ci0^xdx. 


2.     y==e»«:+»»^'*. 

Aus  y=^,  äIso  w  =  00:24-6373  folgt 

(fj/=e".dw  und  du^^(lax~i  +  ^bx~^)dXj 

3.    yz=y  (l  +  2a?--3a;«)^ 

Setze  y  =  tii,  mithin  u=^l  +  2x  —  3a;*, 

dy=^u^.du  und  du=(2 — 6x)dXf 
dy=^(l  +  2a;— 3a;»)^  (2  —  6a;)  rfa;, 

4.    y=Z(aa;"  +  6co8a;). 

■ 

y  =  luj  also  w:=aa;"+ 6  cosa:, 

(?t/= —  und  du=(anxi^'-^  —  6sina;)da:, 

,       awa:**""' — ftsina;   , 
aa;**  +  6cosa; 


*)  Bei  einiger  Aufmerksamkeit  wird  man  solche  Substitutionen  selten 
zu  Hülfe  rufen  und  z.  B.  aus  y=r^»w.x  direct  ableiten,  dass  dy^=^t«ai*.GOBxdx 
ist.    Auch  für  alle  folgende  Beispiele  ist  eine  Substitution  unnöthig. 
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5.    y=8m"»a;. 

dy=^fn  ain^'^^a; .  cos  xdx. 


6.    y=arcBmVl — 2x. 
y  =  arcsintt;  f#=(l — 2x)iy 

dy = ^^^^= ;  du=-\(l-2x)-i .  2dx% 

, (1 — 2a;)'~«.da? dx 

^  V2S         ^""yar.Vl— 2a; 


7.    t/=rarcco8 . 

^  r 

y — X 

t/=:r  arc  C08  ti-,  u= , 

,  rdu         ,  dx 


8.    y  =  coB**ax. 

dy=nt«''~^dM-,  dM'= — sin.ax.adxj 
dy= — an  cos**"iaa?  sin  axdx, 

9.    y  =  ?.co8"aa?. 

dy  =  — :  du=  —  ancoff^'-^ax.sinax.dx, 
dy=  —  an  tg  ax,  dx. 


*)  Man  h&tte  hier  wieder  u==^Zi,    also  «=1  —  2x  setzen  können, 
woraus  dann  c2ti»^e   *  rf«  und  dz=  —  2^/^,  mithin  rfff « —  ?.  (1—2«)""^ .  2dx, 
**)  Oder  so:  y^^lu]      u^=^vn\  v=^e,osax, 

dy=^ — ;  c?M=nrw-lrfu:  rft?  =  —  8inax.flrr/.r, 

du==^n  COS"  — la.r .  (—  sin  ax)atlx 
dy^=  —  aw  tg  ajcda;. 


81 
10.    y=Zarctgiiu;. 

j       du    j  mdx 


ti 


, mdx 

^       (1  +  fnh>^)  arc  tg  um;" 

11.    y=VT+^.Vr=^  (§  22). 

d^=  (1  — aj«)i.d(l +a;)i4- (1 +a;)4.d(l  _a:*)i, 

^=(l-rr*)i.  i(l+a?)-i  +  (l+>i.  1(1  - a;«r*(-ar), 

Jy^(l— a;«)^  _  2a;(l  +  a;)i 
äx~2{\+x)^     3(1— a;«)« 

^  =      3— 4a?— 7a;^ 

da?"'6(l+a?)i0— a:*)«' 

t^ 

12.    y=^S(§24). 

<iy^(l+a^*.d(l4-a?>)*  — (l+a?»)i.d(l+ag)^ 
(fe  1  +  a;  ' 

dy^(l  +  x)^.i(l+a;>H.2a;— (l+a?«)*.|a+a;H 
dr  1  +  a? 


,  _   (fl?«  +  4a?— 3).<fa 
^~6(l+a:)«  .(l  +  a;*)i* 


35a. 

*)  Man  kann  in  solchen  und  ähnlichen  Fällen,  wie  in  den 
Beispielen  10,  11  und  12,  sich  das  Differentiiren  manchmal  er- 
leichtem, indem  man  erst  die  Logarithmen  nimmt,  oder  umge- 
kehrt auf  die  Zahlen  ttbergeht     Beispiele: 

(l+fl:«)5 
1.    y  = i  • 

(1  +»)4 

dy \.2xdx     \Jb! 

y~\-^x*      l+a^ 
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dy  _     x*+4x—S 
ydx~6(l+x)(l+xy 

dy  x*+4x — 8 

^  ~  6(l+x)*(l+x*)i' 

, mdx 

^      (1 4-  fn*x^) .  arclgmo;' 

3.    y=a^. 

—  =  lx,dx+x. — , 
y  x' 

dy=af  .(jlx+\)dx. 

Um  mechanische  Gewandtheit  und  Sicherheit  im  DiSerentUren 
zu  erlangen,  möge  man  noch  die  im  folgenden  Paragraphen 
stehenden  Beispiele  berechnen  und  sich  dabei  erinnern,  dass  zwei 
Functionen,  welche  nur  um  ein  constantes  Glied  verschieden  sind, 
nothwendig  einerlei  Differential  haben,  so  folgt  z.  B.  aus: 

1.    y=^ — -  und  y  = 


:,  dx  ^  dx 

2.    y=?cosa;;         y=?cosa?4-8in*a?+oo8%t. 
dy=^ — \%x.dx\  dy^=^ — tgx.dx^ 

weil ^^^'^TZZZj  '"^^  8in*^+co8*a;=l. 


35b. 

Aufgabe.    Man  setze  y  ==  jeder  der  folgenden  Functionen 

dy 
dx' 


von  X  und  bestimme  dann  die  Differentialquotienten  -^. 
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1.    2ax*^x. 


2. 


X 


■t-1 


3.     lya: 


Ä,//*.2 


4. 
5. 

6. 
7. 


{a»—xy 
a  +  b^x- 


X 


0*+«' 


8.    Vt^x^ 


9.       «- 
coso; 


0.    ya^^x^ 


1. 


2. 


3. 


VI— ^ 


X 


Vä*+x* 


X 


Vä^^x* 

4.  j/i 


5.    Z(a4-ic) 


6.  l(x-^ya*+x*) 

7.  ZCrr") 

8.  (Za?)»* 


9.    l 


a 


VäH-x^ 


20.    e^ 

L&lweii,  Inflnitetimal-KeduiiiBg.     0.  Aufl. 


21.    llx 


22.    6" 


23. 


mn*x 


24.  Zsino; 

25.  la^.Zcosa: 


26.    a.co8*a; 


27.  8iii(a4-6a?) 

28.  wn^x — co8*a: 

29.  iQ*x+cot*x 

30.  8in"a?4-co8*rc 


31.    e^.sinnw; 


32.    tg2a; 


33,    tg  *»ir 


inj/ 


34.    aresin 


35.    arc  cos— 
a 


36.    arc  1g- 


1-x 


X 


Va^'^x* 


37.    arc  cot 


a 


l+x 


38. 


V 


1  —  cosa: 


39.    l 


X 


-i-Vx^  —  a 


X 


—  Vx^—a 


40.    ßwc  •*»  * 
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Auflösung.      Man    Iiat    für 
quotienten  der  Reihe  nach: 

1.  bayx^ 

2.  -1,         . 

3.  -5 — h 


11. 


12. 


15. 


16. 


4.  «(o +«)»-' 

5.  ix(x* — o*) 

2ya;"^V 


7.     — 


8. 


18. 


19. 


20. 


2x 


y(o  »  +  «»)* 
q     oainx al^x 

008  *X        COBX 

4x* 


10.    — 


3y(a*— «♦)* 


y(i— «»)» 

g* — X* 

y(a*  +  x*)' 


13.    = — 


14.    — 


a 


x*Va' — X* 
1 


a  +  X 
1 


17.    ^ 

X 


nQx) 


»-1 


X 


a? 


»{a*-{-x*) 

X 


xlx 

% 

e  .e* 


2a  0082 2aootjr 

sin*!;        mi*x 


36. 


37. 


88. 


39. 


40. 


—  igxlx 


die  geforderte ,   Difierehtial- 


21. 

22. 
23. 

24. 
25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 
31. 

32. 
33. 


34.    — 


cotx 
Icoax 

X 

— 4aco8':i;8ina; 

2sin2^ 

oj^?    gCota?^  16cot2a? 
cos^x    sin  ^x      sin*  2x 

0 

e^  (sin  ma:  +  m  008  fWic) 

2 
cos*  2a: 

2im.tgmx 
cos^fwa; 

1 


l/(l— a;)y(l+a;)»        35.    — 


2V\—x^ 

_  J 

Va*— Ä» 
1 


a 

a* -h  (1  +^* 
sin  X 


yS.Vl— coar 
2 

V^*^a* 

^uc  am  X 


=  ism— 


2 


Zweites  Buch. 


Von  den  saeeessiyen  und  hohem  Differentialen.    Der 
Maclanrin'sehe  nnd  Taylor'sche  Lehrsatz. 


36. 

Wenn  eine  und  dieselbe  Function  einer  veränderlichen 
Grösse,  F(a;),  durch  zwei  verschiedene  Formen  ausgedrückt 
ist,  und  welche  beide  Formen  also  ibr  denselben  Werth  von  x 
dasselbe  Resultat  geben,  oder  doch,  im  Fall  die  dne  Form 
eine  unencUiche,  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  x 
fortschreitende  Reihe  ist,  ftbr  jeden  Werth  von  rc,  für  welche 
diese  Reihe  convergirt,  dassdbe  Resultat  geben,  so  müssen 
natürlich  auch  die  Differentiale  und  also  auch  die 
Differentialquotienten  beider  nur  in  der  Form  ver- 
schiedenen Functionen  einander  gleich  sein.  Istz.  B. 
F(a?)  =  (a  +  Ä;)*,  so  ist  auch  in  anderer  Form  ausgedrückt: 
vlx)  =  a^+iaH  +  iax^  +  x\  mithin 

F  (a:)=  (a  +  ip)»  =  o« + 3a»a;  +  3aa;« -1- aj». 

Differentiirt  man  beide  Formen,  so  ist  nothwendig 

V{x)  cfo = 3  (a  -t-  xYdx = (3a«  +  6aa;  +  ^*)dx 

und,  indem  man  beiderseits  durch  dx  dividirt, 

F'(a;)=3  (a4-a?)«  =  3a»  +  6eia;+3a;«. 
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Da  nun  der  erhaltene  Di£fereiitialquotient  F^(x)  wieder  eine 
ENmction  von  x  ist,  so  kann  man  dieee  neue  ENmction  F^(x) 
wiederum  wie  gewöhnlich  diff«<entüren  und  erhält  dann,  nach 
jedesmaliger  Division  mit  dx^  den  2teny  Sten  Difierential- 
quotienten  der  ursprün^ichen  Function  F(x)y  woftb:  Lag  ränge 
die  Bezseichnung  F" (x\F^'" (x) , . .  dngeflihrt  hat  (sprich:  Function 
zwei  Strich,  drei  Strich  etc).    Für  obiges  Bdspiel  ist  nämlich : 

FXx)=6(a+x)  =  6a  +  6xy 
F'»  =  6, 


87. 

Die  successive  auf  einander  folgenden  sogenannten  höheren 

Diffiarentialquotienten  F(x) ,  T^\x) werden   auch   wohl   die 

Iste,  2te«  . .  Abgeleitete  (DeriTirte)  genannt  Wird  einer  von 
ihnen  eine  constante  Grösse,  so  werden  natürlich  alle  folgenden 
=  0.     Sei  ein  zweites  Beispiel: 

80  ist  F(.r)  =  e«-=H-*+j^  +  y^  +  .... 

Hier  nimmt  das  INfierentüren  kan  Eode.    Sei  noch: 
F(ar)  =  ^=^=l +«+««,  80  ist  (§  31,  8) 

2  —  6x  +  6x»—2x>      _ 
^^*^= (1^=-^^ ^' 

F»=0. 
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femer  noch 

F(a?)  — arcig^=«-J+~— "^H (AnalyB.  §  87) 


«»  .   ^*      x^ 


folglich  j^3^5r-,=  l  — 2««+3«*--4r«+. . . 

Eb  muBS  alflo  ftar  jedes  x^  ftir  welches  die  so  abgeleiteten 
neaen  Beihen  (welche  ofiFenbar  wieder  die  Orundform  der  Ana- 
Ijsis  haben)  convergent  sind,  der  linker  Hand  stehende  ge- 
schlossene Ansdrack  ihre  Summe  sein,  und  man  könnte  abo, 
was  auch  schon  Moivre  und  Euler  gethan,  das  successive 
Differentüren  dazu  benutzen ,  um  unzählige  summirbare  Reihen 
sammt  ihren  Sununen  zu  finden.  Wir  haben  jedoch  diese 
leichte  Anwendung  der  Differentialrechnung  hier  nur  beiläufig 
erwähnen-  woHen. 

38. 

Ehe  wir  aber  zu  andern  nützlichem  Anwendungen  Über- 
gehen können,  müssen  wir  uns  zuvor  noch  ein  paar  andere 
übliche  Bezeichnungen  der  hohem  Differentialquotienten  merken. 

Nehmen  wir  als  specielles  Beispiel  an^  es  sei 

y=x^f  so  ist 

ax 

du 

Da  hier  der  Differentialquotient  ^  wieder .  eine  Func- 
tion von  :i:  ist,  so  können  wir  sie  (ihn)  wiederum  wie  gewöhn- 
lich differentüren  und  erhalten  filr  den  zweiten  Differential- 
quotienten 

-5^  =  20«». 
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Diese  Bezeichnimg  ist  aber  sehr  unbequem  und.  wüi:d0  es  fiir 
die  folgenden  Differeotiale  und  Differentialquotienten  noch  mehr 
werden.     Sie  ist  deshalb  nicht  tibUch.    Man  bezeichnet  diesen 

zweiten  Differentialquotienten  kürzer  mit  -j-^  \  so  dass  also  flir 

obiges  Beispiel 

und  wo  also  die  an  dem  Differentialzeichen  d  stehende  ZaU  2 
nichts  anderes  bedeutet ,  als  dass  die  Function  y^s^;^  zweimal 
nach  einander  differentürt  worden.'*'*) 

Für  den  Sten,  4ten ....  DifferentialquotieDten  hat  man»  in 
ähnlicher  Bezeichnung 


*)  Die  älteste  noch  vorkommende  Bezeichnung  iat  —Ä* 

**)  Man  kann  sich  diese  Sache  auch  noch  so  zurecht  legen:  Das 
erste  Differential  von  y^^x^  ist  £fy>=>5a;*A^*  Lasst  man  hierin  die 
absolut  veränderliche  Grösse  x  wieder  um  dasselbe  constante  Increment 
wachsen  und  setzt  x-\'l\,x  statt  x^  so  wird  auch  dy  ein  Increment  er> 
halten,  welches  man  einstweilen  mit  A%  bezeichnen  mag,  und  wir 
haben  dann 

jetzt  den  alten  Zustand  von  diesem  neuen  subtrahirt: 

A^y— 20J:^A«*+MA«•+.... 
und  indem  wir  von  dieser  Differenz  nur  das  erste  Glied  behalten   und 
mit  ddy  oder  d^'y  oder  kürzer  mit  d^  bezeichnen,  so  hat  man  für  das 
zweite  Differential  von  y^^Jt^ 

cpyass  20a;' .  A«*  oder 
dhf^2iix*.dx^, 

indem  wir  der  Symmetrie  halber  du^  statt  A^  schreiben.  Dasselbe 
hat  man  offenbar  kürzer,  indem  man' das  erste  Differential  dy=^hx^,dx 
nochmals  differentürt  und  dabei  den  Factor  dx  aU  constant  betrachtet, 
nämlich:  rf*y— 20x'.<fa;".    Femer  cpy^«6üx*.£ia;'  etc 

Es  ist  klar,  dass  dorch  eine  gegebene  Function,  ^»F(x),  nicht  allein 
das  erste,  sondern  auch  alle  höheren  Differentiale  (Differentialquotienten) 
vollkommen  bestimmt  sind. 
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de« 


60»», 


0  =  120.. 

Auch  werden  noch  die  anf  einander  folgenden  Differential- 
quotienten.  Kürze  halber^  manchmal  mit  dem  Buchstaben  p,  q^ 
r bezeichnet,  so  dass  also,  wenn  allgemein 

y=F(x) 

18^  die  drei  verschiedenen  Bezeichnungen 


dieselbe  Bedeutung  haben. 

89. 

ICaolaurin'BOher  Lebnats. 

Die  im  Vorhei^gehenden  gezeigte  suecessive  DifiereDtiation 
brachte  Maclaurin  auf  den  nahe  liegenden  Gedanken,  dadurch 
jede  Function,  F(a;),  welche  dazu  geeignet  ist,  in  eine  gesetz- 
mfissige  Reihe  zu  verwandeb.  Qm  diese  leichte  Anwendung 
der  Differentialrechnung  zuerst  an  einem  besondem  Beispiel  zu 
zeigen,  möge  F(ar)  =  8in  (a+bx)  die  Function  sein,  wddie  in 
eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  des  veränderlichen  Bogens  a 
fbrtschrdtende  Beihe  verwandelt  werden  soll.  Wenn  die  gefor- 
derte Reihe  existirt,  so  kann  man  sie,  sagte  Maclaurin,  von 
der  firuchtbaren  Methode  der  imbestimmten  Coefficienten  pro- 
fitirend,  erst  fingiren.    Man  setze  also: 

(i)     F(ay)  =  sin(a+6«)«=A  +  Ba?  +  C.r«+-D«»+Ea:*  +  -... 

Sucht  man  jetzt,  um  A,  B,  C...  zu  bestimmen,  die  auf 
einander  folgenden  Differentialquotienten,  so  hat  man  nach 
und  nach 

(t)  F(x)  =&.  cos  (a-J-&j:)=B-i-2Clr  +  3Dx«+4Er »+.... 

(s)  F"(^)=— 6*8inL(a-hM-=2C+2.3Daj+8.4Ex«+.... 

(4)  F"(^)  =  -6»cos(a+6ar)=2.3D4-2.8,4Kr 

(6)  F^(«)  =  6*sin(a+&^)  =  2.3.4E+.... 
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Setzen  wir  non  in  sftmmtlichen  Gldchungen  (1),  (2)...., 
a;  =  0,  80  müssen  beiderseits  gleiche  Besultate  kommen.  Die 
erste  Oleichmig  bestimmt  dann  den  Coeifficienten  A,  die  zweite 
den  Coeifficienten  B  etc.  Es  ist  nämlich  filr  j*  =  0  in  üblicher 
Bezeichnung*) 

(i)    F(0)  =sina=A, 
(f)    F(0)  =6.co8a  =  B, 

^x         -r^^r-rw  «••  r.^  i^  l*  Wl  tt  F"(0) 

(s)    F(0)  =— &*sma=2C,  woraus  C  — r"2~~'^T2  ' 


W    F  (0)=  — ft»cosa=2.3D,  „      D=— ,^^  g    ""1^' 
(0    P-(0)  =  6^Bin«=2.3.4E,  „    E=j^^= J^. 


Es  ist  mithin 

•   /     .   r  x       •       .  r                    ft*sina     ,     &*cosa     ,  , 
8m(a+oa?)  =  sma  +  6co6  a.a i~^~  •"*  — 1~9~T'       ""  '  * 

Das  Gesetz  dieser  Reihe  tritt  klar  hervor. 
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Lilsst  sich  also  eine  Function  einer  veränderlichen  Grösse, 
F(x)y  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  Reihe  ver- 
wandeln, so  muss  man  in  F(«)  und  allen  Derivirten  F'(.r)y 
F"(^) j  a;=0  setzen,  und  hat  dann  allgemem: 

und    dies    ist   ntm,    in    üblicher    Bezeichnung,    der  erwähnte 
Maclaurin'sche  Lehrsatz.**) 


♦)  Wäre  z.  B.  F(x)^x*  —  Sx+\,  ao  bedeuteten  F(0),  F(l),  F(2).... 
die  Werthe,  welche  diese  Fimction  x* — 3a; +1  für  «=»0,  1,  2....  hat,  so 
dass  also  hier  r(0)—l;  F(l)«— 1;  F(2)=— 1;  F(8)=l;  F(4)=-5  etc. 

**)  Nach  einer  Bemerkung  von  Moigno  hat  weder  Maclanrin 
noch  Stirling,  sondern  Taylor  zuerst  diese  Formel  aufgestellt  Sie 
wird  jedoch  immer  nach  Maclaurin  benannt,  der  sie  pag.  610  seiner 
,,treat]se  of  fluxions^  mittheilt 
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41. 


Aufgabe.  Die  Function  arc  (sin^rr)  in  eine  Beihe  zu 
verwandeln,  die  nach  Potenzen  vom  sinns  des  Bogens  fort- 
schreitet. 

Auflösung.    Es  sei,  wenn  eine  solche  Reihe  existht, 

arcsina;=a  +  6^+  ex*  +  clx^  +  ex^-i-  fx^  + (i) 

8oi8t§27:-pi====6  +  2ca;+S(ir«+4«i;»  +  5/iM- (») 

yl—x* 

Die  ferneren  Difierentialquotienten  werden  hier  sehr  com- 
plicirt.  Man  thut  jetzt  besser,  die  Hülfe  der  Analysis  zu  be- 
nutzen und  =(1 — x^^  nach  dem  binomischen  Lehrsatz 


Vi 


— X 


i 


ZU  entwickeln.    Thut  man  dies,  so  ist  (Analysis  §  71) 


YlH^         '  2       *  2.4      •  2.4.6 

Setzt  man  jetzt  :r==0,  so  giebt  die  erste  Gleichung 
aresin  0=aBsO.  Da  ferner  die  beiden  Reihen  (2)  und  (3)  fbr 
jeden  Werth  von  x  einander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man 

,      6  =  1;  2c=0;  3(i=|;  46=0;  ^f^ö^  etc.,  mithin  ist 

,    l  x\  1.3  x^  .  1.3.5  x^  , 
^2  3^2.4   5^2.4.6   7^ 

Diese  Reihe  ist  convergent  von  x  =  0  bis  x=+l.  Setzt 
man  arcsina;«»t«,  mithin  x^s  sin  u,  so  ist  in  üblicher  Schreibart 

,   1   sin^  .    1.3  sin*u  , 
«=8m«+2-3- +2-^-5-+.... 

TT  • 

Nimmt  man  z.  B.  sin  tt=|,  so  ist  u=:-^,  mithin 

6      2^2'3.2»^2.4'5.2»^'    ■ 

Auf  verachied^ie  Ausdrücke  für  die  Zahl  n  kommt  loan 
in  der  hohem  Mathematik  sehr  häufig. 
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42. 

.  PrämiBie.  Hat  man  ii^end  eine  Function  von  einer  zwei- 
theiligen Grösse,  F(a-\-ß)y  sie  möge  in  eine  Reihe  entwickelt 
sein  oder  nicht,  so  ist  es,  was  den  Differentialquotienten  dieser 
Function  anlangt,  ganz  einerlei,  ob  man  den  ersten  Theila  oder 
den  zweiten  Theil  ß  als.  veränderliche  Grösse  betrachtet.'^) 

Um  die  Richtigkeit  dieses  an  sich  klaren  Satzes  noch  an 
ein  paar  spedeüen  Beispielen '  zu  zeigen,  sei 

1)  y=:^(a+/J)*=rö*4-4a»/J  +  6ö«/?»4-4ai^»+/?* 0) 

Betrachtet  man  nun  a  als  verfinderlich  und  ß  als  oomtant^ 
so  ist  • 

(^)**^=  4  (a  +  /?)»==  4  (a»  4-  3a»/?  +  Zaß^ + /?»). 

Betrachten  wir  dagegen  a  als  constant   und  -ß  als  veränderlich, 
80  folgt  aus  der  Gleichung  (1) 

dy=4(a  +  /?)»di^— (4tf»+12a«/J-hl2a/J»+4/9»).d/?, 

(^)=4(a  +  /?)'-4(a»+3a»/J  +  3a/?*+/?»), 

also  in  beiden  Fällen  die  Differentialquotienten  einander  gleich. 
Ware  Analysis  (§  80) 

2)   y-8in(a  +  /?)  =  (o  +  /J)— ^^±§^  + 

so  ist,  einmal  in  Bezug  auf  a  und  einmal  in  Bezug  auf  ß  diffe- 
rentiirt, 

©  =  ««,.H-«  =  .-!^+ 

(i="»("+«='-*^+ 


*)  Es  versteht  sich,  dass  in  'F{a-\-ß)  die  Grössen  a  und  ß  nur  in  der 
Isten  Potenz  und  mit  gleichen  Coefficienten  vorkommen.  Also  nicht  etwa 

(a'+^Y  etc. 
**)  Durch  die  Klammer  wird,  nach  Euler,  angedeutet,  dass  die 
Function,  nämlich  y^  in  Bezog  auf  a  differentürt  worden. 
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3)  y=6»+«-*e*.c«  =  e'[l  +  a  +  y^+....) 


a» 


.  (D='-(>+''+o+'-> 
(l)=-('.+-+Ä+-->  ■ 

Ist  ganz  allgemein  y=F(a-{-ß)y  so  ist  nothwendig 


48. 

Taylor's  Lehnats.  '''  ^  / 

Ist  allgemein  F(x)  irgend  eine  Fondiön  von  x,  so  ist  im 
Vorhergehenden  gezeigt  (indem  wir  aUe  Arten  Fmictionen  ein- 
zehi  durchgenommen  haben),  dass,  wenn  man  der  veränderUchen 
GhrOsse  x  ein  Wachsthtua,  a,  bdil^gt,  wir  dann  die  Function 
der  zweitheiligen  GrOsse,  nämlich  F(X'\-a)  immer  in  eine 
Seihe  entwickeln  können,  von  welcher  das  erste  Glied  die 
Function,  F(^),  selbst  ist  und  die  übrigen  nach  Potenzen  von  a 
fortschreiten,  so  dass  nämUch 

F(a:+a)  =  F(ÄJ)+pa4-Ma«  +  Na»4-Qa*+ (i) 

und  wo,  wie  wir  schon  wissen,   die  CoefiSdenten  p,  M,   N 

Functio^ett  von  x  sind.  Auch  ist  der  erste  von  ihnen  sdbon 
bekannt,  nämlich  p=F'(x).  Es  handelt  sich  jetzt  darum,  auch 
die  ttbrigen  CoefScienten  M,  N,....  zu  bestimmen,  welches  zur 
vollständigen  Kenntniss  der  Reihe  erforderlich  ist 

Da  nun  diese  Beihe  die  Entwickelung  einer  Function  von 
der  zweitheiligen  Grösse  x+a  sein  soll,  so  müssen  fiir  die- 
jenigen Werthe  von  x  und  a,  {iir  welche  die  Beihe,  im  Fall 
transcendent,  convergent  ist,  zufolge  §  42,  die  Differentialquo- 
tienten, in  Bezug  auf  x  und  a  genommen,  einander  gleich  sein. 
Dies  führte  nun  Taylor  auf  den  nahe  liegenden  Gedanken, 
die  nur  Yorlänfig  fingirten  unbestimmten  Coefifidenten  p,  M,  N, 
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durch  einfiiche  DifiSsrentiation  zu  beBtunmen.  Differentiiren  wir 
nftmlich  die  Gleichung  (1),  indem  wir  x  als  verttnderUch  und  a 
ab  constant  betrachten,  so  haben  wir*) 

F.<«+.)=F(x)+(|)..+  (^)..'+(^)  .•+.....(.). 

Differentiiren  wir  dagegen  die  Gleichung  (l),  indem  wir  jetzt 
umgekehrt  x  als  constant  und  a  als  veränderlich  betrachten,  so 
haben  wir  (weil  lP{x)y  jp,  M,  N....  kein  a  enthalten,  also  auch 
ihre  Differentiale,  in  Beasug  auf  a,  =  0  sind) 

F'«(a;+a)=i}  +  2Ma  +  3N.a«+4Q.a»4- (s). 

Da  nun  [weil,  §  42,  Y'^{x  +  a)=¥'a{x+a)\  beide  Reihen  (2) 
und  (3)  fllr  jeden  Werth  von  a,  fUr  welchen  sie  conyeif;ent  sind, 
einander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man  (Analjs.  §  54) 

p  =  F'(ic),  was  wir  schon  wissen.    Femer 
^^      (dM\     ä.¥'\x)      Y^'^x)  ^      ¥''\x) 


u.  s.  w. 


Es  ist  mithin  ganz  einfach  und  allgemein 

oder,  indem  wir  wieder  A.r  statt  a  setzen,  in  ttUicher 
Schreibart 

und  dies  ist  nun  die  merkwürdige  und  höchst  wichtige  Taylor'- 
sehe  Reihe,  von  jetzt  an  das  Fundament  der  ganzen  Differen- 
tialreehnung. 


*)  Durch  F'^  wird  angedeutet,  dass  in  Besag  auf«  diffeientürt  worden. 
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Anmerkiuig.  Setzt  man  in  (4)  ^*=:0  und  a=^x^  so  hat 
man  wieder  die  Madaurin'sche  Reihe,  als  apeciellen  Fall  der 
Taylor'schen. 

44. 

"*")  Folgender  Zusatz  zu  dieser  Ableitung  der  Taylor' sehen 
Reihe  wurde  uns  gelegentlich  von  G-auss  mitgetheilt: 

Man  kann  die  Sache  noch  von  einer  andern  Seite  betrach- 
ten.    Liegt  nämlich  eine  gesetzmässige  Reihe,  wie: 

F(.r)  +  F'CO . «  +  F"(;r) .  ^  +  F"  (x) .  y^  + . . . . 

vor  uns,  so  müssen  wir  auch  umgekehrt  ihre  Quelle  (Summe), 
d.  h.  die  Function,  aus  welcher  sie  entsprungen  ist,  und  die  wir 
jetzt  nicht  kennen  wollen,  wieder  herstellen  können. 

Man  setze  die  zu  findende  unbekannte  Function  =  U  und, 
in  der  Reihe  selbst,  y — a  statt  x,  was  erlaubt  ist,  so  ist 

U=FCy-a)+a  •  F'(y-a)+  ^^ .  F"(f/-o)+  ^^.F'^'(y,a)+... 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  a  als  eine  veränderliche,  von 
y  imabhängige  Grösse  \md  y  als  constant,  und  suchen  den  Diffe- 
rentialquolienten  in  Bezug  auf  a,  so  ist: 


a« 


^  "^^        1+  F'(y-o)  +  aF'(y-  a)  +  ^.  F'"(y-a)  + 


Es  ist  also  (~;p)=^0*     ^^^   zeigt   uns,    dass    die    zu  findende 

Function  U  von  der  Grösse  a  ganz  unabhängig,  mithin  eine 
blosse  Function  von  y ,  als  U = F(y )  ist  Nun  ist  aber  y  —  a  = .? , 
mithin  y=Ä  +  cr,  folglich  U  =  F(^+a). 


45. 

Bei  der  Anwendimg  der  eben  entwickelten  Taylor' sehen 
Reihe,  welche,  so  lange  man  in  der  Function  F(a)  die  absolut 
veränderliche  Grösse,   wie  bisher   geschehen,   ganz   unbestimmt 
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käst,  immer  möglich  ist,  kami  der  Fall  eintreten,  dass  flir  spe- 
cielle  Werthe  von  jr,  die  aus  der  sonst  stetigen  BWction  ¥(t) 
folgenden  Differentialquotienten  unendlich  (unstetig)  werden.  So 
ist  z.  B.,  wenn 

F(x)  =  Vx^—a^,  also  F'(x)=-=^=y 

F"(j)= etc.,  nach  Taylor's  Theorem 

a-  a^       Aar* 


und  man  sieht,  dass  für  jeden  Werth  von  x]>a  nicht  nur  die 
ursprüngliche  Fimction  Vx* — a*,  sondern  auch  sämmtUche  Diffe- 
rentialquotienten  stetig  sind.  Für  den  speciellen  Werth  von 
a=a  aber  werden  sämmtliche  Differentialquotienten  unendUch. 
Woher  rührt  diese  Unterbrechung  der  Stetigkeit  in  den  Diffe- 
rentialquotienten ? 

Um  den  Grund  einzusehen,  warum  dieser  Ausnahmefisill 
hier  gerade  für  x=a  eintritt,  beachte  man,  dass  die  Function 
V(^-t-Äx)* — a*,  wenn  wir  darin  a  den  Werth  a  beilegen  (in- 
dem es  einerlei  sein  muss,  ob  man  dies  vor  oder  nach  der  Ent- 
wickelung  derselben  in  eine  Reihe  thut),  sich  in  y(a4- Aa?)  * — a* 
=  (2aAx+ Aj?*)«  verwandelt  Dieser  letztere  Ausdruck  lässt 
sich  mm  aber  nicht  in  der  geforderten,  nach  ganzen,  positiven 
Potenzen  von  A.r  fortschreitenden  Form  entwickeln,  indem 
offenbar 

y2äA^A.t*=(2a)* .  Aar'  +  -^  Axi  —  +  .... 

2(2a)i 

Diese  Reihe  enthält  also  gebrochene  Exponenten,  einen  Vct- 
stoss  gegen  die  Form. 

46. 

Wir  bemerken  hier  ein  für  allemal:  1.  Die  Differential- 
rechnimg beschäftigt  sich  nur  mit  stetigen  B\mctionen,  und 
namentlich  bei  Anwendung  der  Taylor' sehen  Reihe,  nämlich 

F(*4- A*)=F(*)+F(.r).  A.T+F"(.-).  j^  +F' V)  •  f^  +  •  •  •  • 

oder,  indem  man,  des  änfitcheim  Scfardbena  halber,  h  statt  Ax  setzt, 

F(« -f- *) = Fx -H  F*« .  h + iF"ar .  Ä» -h  ^F"'« .  h» + . . . 


47        . 

mm»  diese  Reihe  auf  solch«  W^rtbe  von  x  beschränkt  werden, 
fkkr  wekhe  nicht  allan  V(x)j  sondeh^  auch  sämmtlidbe  DeriTirten 
P'(4r),  F^'(.r).....  stetig  sind,  und  alsdann  findet  die  Beihe,  wie 
wir  gesehen,  immer  Statt. 

2.  Tritt  eine  Ausnahme  ein,  welches  nur  fiir  ganz  specielle 
Werthe  von  a  der  Fall  sein  kann,  so  kann  auch  die  Difierential- 
rechnung,  wenigstens  unmittelbar,  keine  Dienste  leisten,  und  die 
Taylor'sche  Reihe  durch  die  Unstetigkeit  der  DifPerentialquo- 
tienten  nur  darauf  auänerksam  machen,  dass  man  einen  solchen 
besonderen  Fall  auch  besonders  zu  discutiren  hat. 

8.  Wird  in  der  Taylor'schen  Reihe  Air  einen  spedellen 
Werth  von  ^,  von  irgend  einem  ÖUede  an,  ein  Differentialquo- 
tient unendlich,  so  werden  es  auch  alle  folgenden.  Denn  be- 
zeichnet Q  eine  Function  von  «,  welche  fiSor  a-=a  Null  wird  und 

P 

F^">=^    irgend    einen    w*^  Differentialquotienten,    welcher   flir 

a=(ij  also  QssO,   unendlich  wird,    so  muss  auch  der  folgende 

Differentialquotient,  nämlich  F~+i(4?)=-^^ — ^^ — -^=oo werden, 

weil  offenbar  für  denselben  Werth  von  x,  für  welchen  der 
Nenner  Q  =  0  wird,  auch  alle  hohem  Potenzen  von  Q  =  0 
werden. 

4.-  Sind  alle  Derivirten  von  F(«)  stetig,  so  kann  man  Ar 
immer  so  klein  annehmen,  dass  die  Taylor'sche  Reihe,  wenn  auch 
transcendent,  doch  nothwendig  convergent  sein  muss.  Deim  sei 
a  der  grösste  Coefficient  in  der  Reihe,  so  wird,  wenn  man  auch 
allen  Gliedern  diesen  Coefficienten  beilegt,  die  neue  Reihe 

Ax** — 1 g  aAaf' 

Ax — 1       1 — A«""l — Ax 


ö  Aor-ha  A«*+ ....  +a  Aaf~^=a . 


schon  ftlr  jeden  Werth  von  A^<C  1  convergent,  um  so  mehr  also 
die  Taylor'sche  Reihe  (Analjsis  §  61). 

5.  Man  kann  in  der  Taylo  raschen  Reihe  das  Increment 
A^  immer  so  klein  annehmen,  dass  jedes  GUed,  welches  nicht 
Null  ist,  immer  grösser  wird,  als  die  Summe  aller  folgenden.  Ist 
z.  B.  (bei  stetigen  Differentialquotienten)  der  1"^,  F^(x),  nicht 
=  0,  so  braucht  man  A^  nur  so  klein  zu  nehmen,  dass 

F'(x) A«>F'(;r)-^*  +  ^"i^)  •  y^  + ....  oder 


48 

was  offenbar  immer  möglich  ist.  Wem  dies  nicht  unmittelbar 
einkiiichtet,  der  lege  jedem  Coefficienten  der  eingeklammeorteii 
Keihe  den  Werth  des  grössten  (a)  darin  bei.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung kann  man  A^  so  klein  nehmen,  daas  selbst  noch 

A«.a(l  +  AA-+AA-*+....)<F'W> 

AaJ.a.V— ^<F'(x), 
1  —  Aa  ^  ^^ 

Au?  A^"+^  ^F'(a:) 


1 — Aa      1— A«         a   ' 
und  ob  n  endlich  oder  imendlich,  selbst  noch 

_A^      F(^. 
1— Aä^    a    ' 

man  braucht  also  nur  A«<C — .  tt.//  \  zu  nehmen. 


47. 

Hat  man  also  ii^gend  eine  B\mction  einer  absolut  veränder- 
lichen Gtrösse,  y=F(/r),  und  wächst  a;  um  das  Increment  A.r, 
so  stellt  Air  jedes  a^  für  welche  sämmtliche  Difierentialquotienten 
stetig  sind,  die  Taylor'sche  Reihe 

y+Ay=F(^)+F'(ar).A^-fF"(^).y-2+.... 

den  neuen  Zustand  der  Function,  so  wie  das  sehr  merkwürdige 
Gesetz,  nach  welchem  er  aus  dem  alten  hervorgeht,  in  klarer 
Uebersicht  vollständig  dar. 

Achten  wir  hier  auf  die  Bedeutung  der  suocessiven  Diffe- 
rentialquotienten und  ihre  respectiven  Mitwirkungen,  den  neuen 
Zustand  der  Function  aus  dem  alten  zu  erzeugen,  so  ist  zuvor 
klar,  dass,  wenn  der  1*^  Differentialquotient  positiv  ist,  die 
B\mction  das  Bestreben  hat,  zu  wachsen;  und  umgekehrt,  wenn 
er  negativ  ist  (§  46,  5). 

Man  kann  deshalb,  wenn  man  will,  den  !■*«**  Differential- 
quotienten F^^)  nicht  unpassend  das  Bestreben  der  Func- 
tion nennen,   zu   wachsen   oder  abzunehmen,   je  nachdem    er 


pOflitiT  oder  n^ativ  bt*)  Weil  nnn  aber  F'(x)  wiederum  eine 
fMnction  von  :i;  ist,  bo  ist  dieses  Bestreben  nicht  constant,  son- 
dern mit  X  veränderlich.  ••) 

Ist  ftlr  einen  spedellen  Werth  von  x  dieser  !■*•  Diffe- 
renüalqaotient,  F'(ic),  =  0,  so  ist  auch  das  Beetreben  zu  wach- 
sen ^0  und  die  Function  fUr  diesen  Weräi  von  x  gleichsam 
statioDtir. 

Da  nun,  ansser  dem  Coeffidenten  ¥'(x)  auch  die  folgenden 
F"(;t),  P"(a;)  etc.  auf  das  Wachsthum  der  Function  influiren, 
so  kßnnte  man  wieder  den  2*™  Düferentialquotienten  das  Bestre- 
ben vom  Bestreben  nennen  etc. 

Der  1"**  Tbeil  dieses  Satzes  lässt  sich  geometrisch  versinn- 
licben.  Wir  können  nämlich  der  grösseren  Anschauung  halber 
den  Verlauf  der  Function y^F{«),  eben  weil  sie  stetig  fliesst, 
immer  construirt  und  bildhch  durch  eine  krumme  Linie  darge- 
stellt denken. 

Sei  deshalb  AP=j-,  MP=y, 

PQ=A.r,  NQ=y-|-A!/ 

In  der  Taylor'scfaea  Reibe 

,+  A!,=F(.)+F'W.A.  +  F"W.f^  +  .... 

ist  nun,  wie  in  der  Einleitung  (§  11)  gezeigt,  der  l"**  Diflferen- 
tialquoti^t  F'(2)  die  trigonom.  Tangente  des  Berührungswin- 
keb  T.  Ist  also  dieser  l"*«  Dififerentialquolient  F'(^)  ("=  tg  x) 
positiv,  so  ist  offenbar  der  Winkel  t  spitz  und  die  Ordinate  MP 
wachsend.     Umgekehrt  ist  es  im  Punkte  V. 

48. 

*)  Die  in  der  Taylor'schen  Reihe 


*)  £s  ist  auch  hiemach  einleuchtend,  doos  die  Differentiale  aller 
Functionen,  wie  s.  B.  cos  x,  cot  x,  axc  coa  x  etc.,  irelche  mit  wachsen- 
dem  X  abnehmen,  nothwendig  negativ  eein  mÜHaen. 

**)  Nor  in  dem  einögen  Falle,  wenn  F(x)=ax+b,  also  F'{x)—a, 
ist  dieaee  Bestreben  conetont  nnd  das  Wachsthum  der  Fuocüon  (^a.A^) 
dem  lucremente  A^  ein&ch  proportional. 

LtIbHB,  lB9Blt«in>l-&«biiaDg.     (.  AuB.  4 
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auf  F(x)  folgenden  Glieder,  welche  das  Wachfithum,  NR  =  Ay, 
der  Function  von  x  hiB  a+  A«  darstellen,  nämlich: 

Ay=F(^)A*-hF'(aj).y^  +  .... 

lassen  sich  folgendermassen  in  ein  Glied  zusammen  ziehen  (gleich- 
sam Summiren). 

Zwischen  den  beiden  Puncten  M  und  N  muss  es  offenbar 
einen  so  gelegenen  Punct,  m^  geben,  dass  die  durch  ihn  ge- 
dachte Berührungslinie  tf  mit  der  Sehne  MN  parallel  läuft 
und  folgUch  mit  der  Abscissenlinie  einen  Winkel  bUdet,  dessen 

trigon.  Tangente  =  -^p  =  -^    ist.      Die   Abecisse  Ae   dieses 

Punctes  m  lässt  sich  andeuten,  indem  wir  zu  AF=.r  noch  ein 
Stück  von  PQ= A«  hinzulegen.  Bezeichn^i  wir  dieses  Stück 
Pe  mit  G.Aa^  wo  &  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  die  Abscisse 
des  in  Rede  stehenden,  zwischen  M  und  N  hegenden  Punctes  m, 
nämlich:  Ae=a?+-0A«  und  die  Ordinate  me=F(x+QAa!) 
und  mithin  die  faigonometrische  Tangente  des  Winkels  NMR 
auch   =F'(j:+0a?).    Daher  gewiss 

^=F'(^+©Aä),  folgUch  auch 
Ay=A«.F'(ar+0Aa?),  mithin 
Aa?.F(x4-©A^)=F'a?.Aa?+F'^.=V  +  .... 

Es  existrrt  also  immer  ein,  wenn  auch  nicht  näher  angeb- 
barer echter  Bruch,  0,  so  dass  (jetzt  von  der  Hülfefigur  abstra- 
hirt)  allgemein 

F(a?  4-  Aa) = F(.r)  +Ax.  F(ä  +  ©  A«). 


Drittes  Buch. 


Tangenten  an  Orthogonal-  und  Polircniren. 


L    Orthogonal-Qleiohungeiu 

49. 

JLras  schon  in  der  Einleitung  besprochene  und  ehemals  sehr 
berühmte  Problem  der  Tangentenziehung,  welches  wir  jetzt 
wieder  anfiiehmen  wollen,  lässt  sich  nun  durch  Hülfe  der  Diffe- 
rential-Rechnung Idcht  vollständig  lösen. 

Sei  nämlich  ganz  allgemein 

y=F(:r) 

die  gesonderte  *)  Function  einer  krummen  Ldnie,  der  Bogen  HG 
(siehe  die  Figur  auf  folgender  Seite)  ein  Stück  derselben  und 
M(aj  y)  der  gegebene  Berührungspunct 

Wir  lassen  nun  (vergl.  §§  7,  8)  die  Abscisse  AP«»^  um 
das  Stück  PQa:=MR=A«  wachsen,  dann  ändert  sich  auch  die 
Ordinate  MP  =  j^  um  das  Stück  NR=  Ay  und  wir  haben  dann 
nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  ftlr  diesen  neuen  Zustand  der 
Ordinate 

y  +  Ay=F(x)  +  F'(x)Ax  +  ld^Ax'+.... 
oder  y+Ay=y+^Ax+1ill^Ax*+.... 


*)  Die  nicht    gesonderten  (yerwickelten)  Functionen  werden   wir 
spater  besonders  betrachten. 

4* 


mithin  fUr  das  Wachatfaum  der  Ordinate 

A,,=*.Ax+M.,f^+.... 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Puncte  M,  N  eine  Secante^ 
SS',  gezogen,  bo  iat  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkds, 
den  sie  mit  der  Abecisaenlinie  macht,  durch 


gegeben. 


hN..^+.... 

Dreht  sich  die  Secante  SS'  um 
den  Punct  M,  bis  der  Punct  N  mit 
M  zuaammen&llt,  so  kommt  sie  in 
die  I-Age  der  BerUhrungslinie  TT', 
und  aus^voratehender  Gleichung  &llen 
(weil  A:5  bei  dieser  Drehung  der 
Secante  bis  zu  Null  convetgirt)  alle 

G-lieder  rechter  Hand,  bis  auf  das  erste -^  ==  F'(j),  w^.*)    Die 

trigonometrisdie  Tangente  des  Bertihrungswinkels  t  ist  also  nadi 
den  §  8  ati^estellten  Gründen  ^gleich  dem  ersten  Difierential- 
qnotienten.     In  Zeichen: 

=  ^;      '  cot«^-^. 


tgx= 


*)  ÄTu  dieBem  Gmnde,  weil  hier  nKmlich  nor  die  Grenze  -^geaacfat 
wirf,  welote  der  Qaotient  ^erreicht,  indem  ^  mid  also  gleichseitig 
auch  Ay  bis  sa  Nnll  kbaehmen,  and  deshalb  alle  in  /\x  multiplicirten 
Glieder  rechter  Hand  wegfallen,  kommt  auch  die  Convergeius  der  Reihe 
und  Überhaopt  der  Taylor'ache  LehrsatE  hier  gar  nicht  in  Betracht.  Das 
Problem  der  Tangenten  Terlangt  nur  die  Kenntniu  dea  eraten  Diffe- 
rentialqnotieaten.  Und  dieser,  er  möge  fHr  einen  bestimmten  Werth 
von  X  endlich  oder  unendlich  sein,  gieht  immer  richtig  die  trigono- 
metrische Tangente  des  Berührnngswinkels  t  an.  Ist  dieser  erste  Diffe- 
rentialquotient unendlich,  so  ist  t  =•  90°,  die  Tangente  stets  senkrecht 
auf  der  Absciuenlinie ;  ist  eri^O,  so  ist  auch  r~'();  die  Tangente  geht 
parallel  mit  der  Abeciesenlinie  etc.  Die  Bemerkung  1,  §  46  ist  nni  bei 
Anwendung  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  zu  beachten. 

■*)  Will  man  die  durch  den  gegebenen  Punct  H  (x,y)  gehende  Be- 
rBhmugslinie  durch  ihre  Gleichung  aasdTÜcken.'so  seien  o,  ß  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punctes  derselben,  dann  iBt(H(>hete  Geometrie§44> 
A— y— («  — i)tgT,  oder 
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Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  MPT  und  MPN',  in 
welchem  letztem  der  Winkel  N'MP  offenbar  ==t  ist,  erhält  man 
nmi  leicht  die  Subtangente  (S«==TP),  Subnormale  (Sn=P^), 
Tangente  (T  =  TM)  und  Normale  (S^MS').    Eb  ist  nämlich 

(Höhere  Geometrie  §  44,  6)  --^  =  cot  t,  oder — =3— >  i^joraus 

S.=y.|    Dann  T.=y.-hy«(|):  wo«.uB  T=y|/lT^     . 
Femer  S,— ytgT=y.£-unc[  dann  N  =  y  j/n- ^^V     Oder 
vorkommenden  Gebrauchs  halber  zusammengestellt: 


s.-,*,      N=»yi+(i).' 


50. 

Aufgabe  1.   Eine  Berührungslinie  an  die  Parabel  zu  ziehen, 
deren  Gleichimg: 

y  =  Vaa. 
Auflösung.    Man  hat  hier  zuerst 

dy ai  ^  da 2xi 

^  ~  ~2^'  dy  ~  "^ 

Für  a=0  ist-J^=oo.     Die    Berührungslinie    am    Scheitel 
der   Parabel   steht  also   senkrecht  auf  der  Achse.     Femer  ist 
nach  den  obigen  vier  Formeln,  wenn  man  darin  für  ^ -,  (-^j 
etc.  ihre  auf  die  Parabel  bezüglichen  Werthe  substituirt, 


s« 
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2a:i 


dx  äa»         I 2y«      - 


Aufgabe  2.  Eine  Tangente  an  die  Exponentiallinie  zu 
ziehen,  deren  Qleichung 

Aulldsung.    Man  hat  hier  zuerst 

dy^_  ^ ^    dx      J_ J_ 

dx~     ~^^    5y"*^~  y* 

Für  d?  =  0  ist  -^  s=  ij  die  Tangente  schneidet  die  Ab- 
Bcissenlinie  unter  einem  Winkel,  t=45^    Femer  ist 

Q  da?  1        - 

Die  Subtangente  ist  also  für  alle  Puncte  dieselbe,  gleich 
der  Liocareinheit,  welche  bei  der  Constniction  der  Exponential- 
linie  zu  Grunde  gelegt  wird. 
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51. 


Die  beiden  Zeichen  oder  Differentiale  das^  dy,  welche  bisher 
immer  nur  verbunden,  ak  ein  einziges  Zeichen,  ^^  zur  Be- 
zeichnung des  1*^  Differentialquotienten  in  den  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  vorkommen,  werden,  des  bequemeren  Schrei- 
bens halber,  manchmal  von  einander  geschieden  und  in  der 
Bechnung  mit  andern  Grössen  verflochten.  Dies  ist  offenbar 
deshalb  erlaubt,  weil  die  Diffiarentiale,  wenn  auch  imbestimmt 
gelassene,  dennoch  wirkliche,  in  bestimmtem  Verhältniss  zu  ein- 
ander stehende  Grössen  sind.  (§  12,  Anm.)  Es  ist  aber  ein- 
leuchtend, dass  eine  solche  Scheidung  nur  eine  scheinbare  sein 
kann,  und  dass,  wenn  durch  arithmetische  Operationen  das  eine 
der  beiden  getrennten  Zeichen  da^  dy  eliminirt  wird,  das  andere 
allein  in  den  Formeln  keinen  Sinn  mehr  haben  würde  und  sich 
also  von  selbst  mit  eliminiren  muss. 

Wir  nehmen  zur  Erläuterung  die  allgemeine  Formel  für  die 
Normale  an  einer  krummen  Linie,  nämlich  (§  49) 


N-,VX+©'. 


Dieser  Ausdruck  läest  sich  erstlich  auch  so  schreiben: 

N  =  yl/i-j_?3L,  oder  auch  so: 


dx 

Ist  nun  z.  B.  y  =  y  a.f  die  Gleichung  einer  krummen  Linie, 
also  rfy=|l/ — .dx  und  substituiren  wir  in  vorstehender  For- 

mel,  lun  daraus  dy  zu  eliminiren,  seinen  Werth  J  1/ — .dx,    so 
erhalt  man 


ydx^+-^^dx^    ydxy\  + 
"  dx  dx 


a 
4x 


N  =  y|/l  +  ^  =  yew;  +  ia*. 
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Ebenso  folgt  auB  tg  7=--^  dass  (Trigonometrie  §  100) 


8ini:= 


dy 

dx  dy 


Vi+(D 


/^\«     ^dx^+dy^' 


Man  sieht  also,  dass  man  mit  den  Differentialen  dx^  dy^ 
als  SteÜTertreter  von  Grössen,  auch  arithmetische  Operationen 
vornehmen  kann.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  von  den  höheren 
Differentialquotienten. 

52. 

*)  Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,  dass,  wenn 
man  in  einer  Function,  y  =  F(x)j  der  absolut  veränderlichen 
Ghi^sse  ein  Increment,  A^,  beilegt,  das  Wachsthum  der  Function 
sich  durch  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  A^  fort- 
schreitenden Reihe  entwickehi  lässt,  nämlich: 

Ay=F(j-).Aa?  +  MA««+NAj?»-l-.... 
Der  hieraus  folgende  Differenzenquotient 

^=F(^)  +  MA«+NA^»+.... 
Zsx 

hängt  von  x  und  A^  ab,  nähert  sich  aber,  wenn  wir  A.r  (also 
auch  Ay)  bis  zu  0  abnehmen  lassen,  einer  bestimmten,  nur  noch 

von  X  allein  abhängigen  Grenze,  —  =  F'(.'c). 

Für  diesen,  aus  der  ursprünglichen  Function  abgeleiteten 
Grenzwerth,  den  sogenannten  Differentialquotienten,  haben  wir 
als  Stellvertreter   ausser  dem  Zeichen   F'(^)  auch  das  Zeichen 

-^  -  in  die  allgemeinen  Formeln  eingeführt 

Diese  Metiiode,    den  Differentialquotienten    zu   bestinmien, 

nach  welcher  nämlich  das  Increment  Ax  in  der  Beihe  für  — ^ 

bis  zu  0  abnehmen  muss  und  mitiiin  die  Differentiale  dr,  dy 
wirkliche  Nullen  sind,  nennt  man  die  Grenzmethode.  Sie 
ist  vollkommen  streng  und  sicher  und  weil  sie  am  populärsten 
ist,  auch  flir  den  ersten  Anfänger  wohl  am  passendsten.    Es 
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giebt  nun  aber  noch  eine  andere,  nach  ihrem  Erfinder  benannte 
Leibnitz'sche  oder  Infinitesimal-Methode,  nach  welcher 
die  Differentiale  dx^  diy  unendlich  kleine  Grössen  bedeuten, 
und  welche,  namentlich  in  den  zahhreichen  Anwendungen 
der  Infinitesimalrechnung  auf  Naturwissenschaften,  weit  frucht- 
barer, kürzer  und  auch  viel  natürlicher  ist,  als  die  schwerfillligere 
Orenzmethode,  indem  erstere  die  Mittel  zu  den  zu  erlangenden 
Resultaten  gleichsam  voraussehen  lässt,  weshalb  sie  auch  von 
allen  grossen  Mathematikern,  welche  wirklich  etwas  geleistet 
haben,  stets  angewandt  worden.  Wir  wollen  versuchen,  auch 
von  dieser,  freilich  sehr  subtilen  Infinitesimalmethode  eine  Vor- 
stellung zu  geben,  jedoch  alle  Sätze,  die  sich  auf  dieselbe  be- 
ziehen, durchgehends  mit  einem  Sternchen  bezeichnen,  damit  der 
Anfknger  sie  nöthigenfalls  auch  alle  unbedenklich  überschlagen 
und  sich  an  die  Grenzmethode  halten  kann,  welche  hier  in  den 
Anwendungen  der  Differential-Rechnung,  der  Sicherheit  halber, 
immer  voraufgehen  soll. 

53. 

*)  Die  Vorstellung  einer  unendlich  kleinen  Gh-össe  entspringt 
nothwendig  aus  dem  Begriffe  der  Stetigkeit,  den  ein  jeder 
Mensch  hat. 

Zufolge  unsers  Vorstellungsvermögens  können  wir  eine  ver- 
änderliche (fliessende)  Grösse ,  z.  B.  die  Abscisse  AP  =  a: ,  auf 
zweierlei  Weise  um  ein  Stück,  PQ=A^,  wachsen  lassen, 
nämlich  durch  unstetige  und  auch  durch  stetige  Zunahme. 

Ich  kann  dem  AP  das  Stück  PQ  auf  einmal  hinzufugen 
oder  auch  den  hundertsten  Theil  hundertmal,  den  millionsten 
Theil  millionenmal  etc.  In  wie  viele  bestimmte,  also  auch 
durch  Zahlen  angebbare  Theile  man  aber  auch  PQ  theilen  imd 
dann  die  sämmtlichen  Theile  einzeln  dem  AP  hinzufligen  möge, 
so  wird  auf  diese  Weise  die  Grösse  AP  doch  immer  unstetig 
(sprungweise)  wachsen. 

Lassen  wir  jetzt  aber  AP,  von  P  bis  Q,  stetig  wachsen, 
indem  wir  uns,  der  leichtem  Auffassung  halber,  vorstellen:  ein 
Punct  beschreibe  die  Linie  PQ,  so  kann  offenbar  kein  zwischen 
P  und  Q  hegender  Zustand  übersprungen  werden,  indem  der 
beschreibende  Punct  durch  alle  möglichen,  deshalb  aber  auch 
unzählbaren  Zustände  geht. 

Fragen  wir  nun:  was  ist,  bei  diesem  stetigen  Wachsen 
von  P  bis  Q,  die  stetige  (successive,  allmähliche,  augenbUck- 
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liehe)  Zunahme  der  ffieasenden  OT<3fl8e  AP,  so  können  wir 
erstens  dodb  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  Nichts,  =0,  ist;  desm 
durch  Hinzuibgung  von  lauter  absoluten  Nullen  (Nichtsen)  kann 
die  Grösse  AP  nicht  wachsen;  zweitens  können  wir  auch  nicht 
sagen,  dass  bei  diesem  stetigen  Wachsen  die  sucoessiven  (mo* 
mentanen)  Zunahmen  der  flieasenden  Qrösse  AP,  Etwas, 
durch  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch  so  kldne  2iahl  an- 
gebbares seien,  weil  ja  in  diesem  Falle  die  Gb^sse  AP  nicht 
stetig,  sondern  sprungweise  wüchse.  Die  Zustände,  in 
welche  der  beschrdbende  Punct  konunt,  sind  unssäUbar  und 
deshalb  kann  die  firaghche  stetige  Zunahme  nicht  angegeben 
werden. 

54. 

*)  Es  ist  also  das  Gesetz  der  Stetigkeit,  welches  uns  zu 
der  Vorstellung  drängt:  Dass  die  successiven  Zunahmen  einer 
stetig  wachsenden  Grösse  zwar  keine  absolute  Null^a,  jedoch 
auch  keine  angebbare  Grössen,  sondern  der  Stetigkeit  halber 
wahrhaft  einfach,  d.  h.  untheilbar  sind. 

Dieses  übersinnliche,  in  unserm  Geiste  haftende,  aber  nicht 
angebbare  Etwas  nennt  Leibnitz  eine  Infinitesimal-  oder  un- 
endlich kleine  Grösse.  Eine  solche  ist  also  nur  ein  Ge- 
dankending, oder  Abstraction  von  allef  angebbaren  Grösse. 

Das  Wort  „Grösse"  ist  identisch  mit  der  Vorstellung 
eines  Quantums,  dessen  Verhältniss  zu  einer  beHebigen  end- 
lichen Einheit  sich  durch  eine,  wenn  auch  noch  so  grosse,  jedodi 
bestimmte  Zahl  muss  angeben  lassen.  Da  nun  dies  aber  in  Be- 
treff des  unendlich  Kleinen  nicht  möglich  ist,  so  finden 
Manche  das  Wort  „Grösse"  anstössig,  nicht  beachtend,  dass 
das  davor  stehende  Wort,  unendlich  klein,  diese  Anstössig- 
keit  aufheben  soll.  Man  hätte  das  unendlich  Kleine  auch  eine 
virtuelle  Grösse  nennen  können,  so  wie  man  in  der  Mechanik 
von  virtueller  Geschwindigkeit  spricht,  um  damit  anzudeuten, 
dass  keine  actuelle  (wirkliche)  Geschwindigkeit  Statt  findet. 

55. 

*)  Auf  die  Vorstellung  einer  Infinitesimalgrösse  kommt 
man  auch  durch  die  Vorstellung  einer  in's  Unendliche  gehenden 
Theilung  einer  endlichen  Grösse.  Hierin  geht  also  die  Mathe- 
matik noch  weiter,  als  die  Chemie,  die  materielle  Atome  an- 
nimmt. 
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In  der  Algebra  §  829  haben  wir  an  einem  prägnanten  Bei- 
spiele gezeigt^  dass  jede  endliche  Ghröflse,  z.  B.  die  Lebensdauer 
emes  Menschen  ^  durch  fortgesetztes  Halbiren  zwar  in  dne  un- 
endlidie,  nidit  angebbare  Anzahl  Theile  getheilt  werden  kann, 
jedoch  die  Theilung  ein  Ende  nehmen  muss  und  dass  der  letzte 
Theil,  obwohl  von  der  absoluten  Null  yerschieden,  doch  auch 
nicht  mehr  angebbar,  sondern  eine  Infinitesimalgrösse,  ein  Hauch, 
ein  Augenblick  ist.  7,The  infinitesimal  is  the  ghost  of  the  departed 
quantity.^ 

Dass  die  Arbeit  dieser  unzähligen  Theilung^i,  die  selbst- 
verstftndlich  nicht  wirklich,  sondern,  worauf  es  nur  ankommt, 
in  Qedanken  auszuführen  und  dann  kdne  «idlose  ist,  ergiebt 
sich  auch  folgendermassen:'*')  Jede  so  zu  theilende  endliche 
2ieit  kann  man  sich  unter  dem  Bilde  einer  Linie,  PQ,  vor- 
stellen und  diese  durch  einen  sich  bewegenden  Punct  stetig 
beschrieben  denken,  womit  dann,  nämlich  durch  die  mit  zu 
HttUe  genommene  Vorstellung  der  Bewegung,  die  sonst  endlose 
Arbeit  so^eich  yollzogen  ist.  Der  Punct  halbirt  die  Linie  PQ, 
wenn  er  in  der  Mitte  ist,  und  hat  zugleich  auch  alle  vorher- 
gehende Viertel,  Achtel  etc.  halbirt.  Dasselbe  gilt  offenbar  von 
der  folgenden  Hälfte. 

Wollte  man  mm  behaupten,  dass  der  letzte  der  auf  ein- 
ander folgenden  unzählbaren  ein&chen  Theile  noch  theilbar 
sei,  so  wäre  entweder  die  Arbeit  (der  Lauf  des  beschreibenden 
Punctes)  noch  nicht  vollendet,  oder  der  Punct  nicht  stetig, 
sondern  durch  einen  Sprung  nach  Q  gekommen;  und  wollte 
man  behaupten,  dass  der  letzte  ein&che  Theil  absolut  Null  sei, 
so  fiele  man  in  die  grosse  Schwierigkeit,  den  vorletzten  ein&chen 

*)Leibnitz  wandte  dieses in*8  Unendliehc  fortgesetzte Theilen  einer 
endlichen  Grösse  auch  auf  die  Materie  an,  um  dadurch  zu  den  wahren  Be- 
standtheilen  derselben  zu  gelangen,  und  H  e  r  b  ar  t  sagt  darüber  mit  Recht : 
„Koch  ehe  man  durch  den  vorliegenden  Klumpen  den  ersten  bestimmten 
Schnitt  hindnrchgeführt,  liegt  die  unendliche  Möglichkeit  am  Tage,  dass 
man  diesen  nämlichen  Schnitt  auf  unendlich  vielfache  Weise  anders 
hindurchfiihren  könnte.  Hiemlt  ist  wirklich  die  ganze  unendliche  Thei- 
lung auf  einmal  vollzogen;  und  man  hat  die  letzten  Theile  erreicht, 
nämlich  in  Gedanken,  worauf  es  allein  ankam.  Diese  letzten  Theile 
können  keine  Materie  sein**  (weil  man  sonst  stets  wieder  von  Neuem  diese 
unzähligen  Theilungen  unzählige  mal  wiederholen  müsste;  was  un- 
gereimtist). „Daraus  sollte  man  nun  sogleich  schliessen,  wie  schon  Leibnitz 
schloss :  Es  ist  falsch,  dass  die  Materie  zuletzt  wieder  aus  Materie  bestehe ; 
ihre  wahren  Bestandtheile  sind  einfach  (einfache  Wesen,  Substanzen, 
Monaden).  Und  so  ist  es  der  Wahrheit  gemäss.**    (Herbart's  Metaphysik.) 
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TheQ  in  zwei  Nullen  getheQt,  ja  das  Ganze  durch  fortgeeetzteB 
Theilen  rein  vernichtet  zu  haben  und  dann  rttckwärts  das 
Ganze  aus  lauter  Nullen  (Nichtsen)  wieder  herstellen  zu  müssen, 
was  wir  nidit  können.  Eine  totale  Vemichtong  dner  Grösse 
durch  fortgesetztes  Theilen  ist  ebenso  absurd,  als  umgekehrt 
iigend  eine  Schöpfung  aus  Nichte.  Deshalb  ist  es  gewiss 
leichter,  die  hier  fraglichen  Theile  als  absolut  einfach,  untheilbar 
zu  denken.  Wir  können  uns  keine  Zeit  als  den  Verfluss  von 
lauter  Nichtsen,  wohl  aber  als  den  Verfluss  von  lauter  untheil- 
baren  AugenbUcken  vorstellen. 

Eiine  unendUch  kleine  Grösse,  im  absoluten  Sinne  ge- 
nommen, muss  durchaus  als  absolut  einfiich  (untheilbar)  gedacht 
werden,  und  eben  deshalb  ist  sie  auch  nur  ein  Gedankending 
(nicht  angebbar).  Auch  die  Natur  operirt  mit  Infinitesimal- 
grössen.  „Die  Natur  macht  keinen  Sprung^  und  kann  keinen 
machen.  Alles  wächst,  wird  und  entsteht  nur  nach  dem  G^esetze 
der  Stetigkeit.  Und  aus  diesem  Ghrunde  ist  die  Infinitesimal- 
rechnung ftar  die  Naturwissenschaften  von  so  grosser  Wichtigkrit 
und  Nothwendigkeit 

56. 

*)  Denkt  man  sich  eine  endliche  Grösse  unter  dem  Bilde 
einer  Linie,  Fläche,  Körper,  durch  Bewegung  (Fliessen)  erzeugt, 
so  kann  man  sich  dieselbe  auch  als  aus  untheilbaren  Mementen 
zusammengesetzt  denken.  Wirft  man  dabei  aber  die  Frage 
auf:  wie  viel  solcher  Elemente  dazu  erforderUch  sind,  so 
folgt,  dass  —  weil  eine  wirkliche  Grösse  (die  Linie  PQ  z.  B.) 
in  eine  unendliche  Zahl  gleicher  Theile  getheilt  gedacht 
werden  muss,  um  auf  die  wahren  Elemente  zu  kommen  —  auch 
umgekehrt  eine  unendliche  (unangebbare)  Anzahl  solcher  Ele- 
mente erforderlich  ist,  um  eine  wirkliche  (angebbare)  Grösse 
zu  erhalten,  und  dass  dazu  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch 
so  grosse  endliche  Anzahl  (tausend,  millionen  etc.)  nicht  genügt. 
Ein  solches  untbeilbares  Element  oder  auch  ein  bestimmtes 
endliches  VielGEu^e  desselben  zu  einer  endlichen  Grösse  hin- 
zugedacht, kann  das  eigentliche  Quantum  derselben  ni^t  um 
eine  angebbare  Grösse  ändern,  sondern  nur  das  gmngere 
oder  grössere  Bestreben  zu  wachsen  andeuten.  Deshalb 
werden  auch  alle  die  Grössen,  die  endliche  Vielfache  des 
untheilbar  gedachten  Elements  enthalten,  dennoch  —  weil  nicht 
angebbar    —    Infinitesimal-    oder    unendlich     kleine    Ghrössen 


genatmL  Auch  diese  sind  also  nur  in  Qedanken  thdlbar, 
jedodi  nicht  wieder  tn'a  UnendlicLe,  veil  sie  ja  nur  als  endliche 
Viel&che  des  imtheilbaren  Elements  in  Qedanken  exirtiren. 

57. 

"*)  Conaequenterwdse  folgt  hieiaua,  dass  von  uneDdli<^ 
kleinen  Ortteaen  derselben  Art  die  eine  behebig  mal  so  gross 
oder  BO  klein  sein  kann,  ab  die  and^«,  und  dass  man  deshalb 
das  unendlich  Kleine  nicht  immer  absolut  nehmen  mues,  d.  h. 
ab  wenn  es  nicht  noch  kleiner  gedacht  werden  konnte  oder 
gedacht  werden  mUsste.  Dasselbe  muss  offenbar  auch  von  den 
sogenannten  unendlich  grossen  Grössen  gelten.  Die  unbegrenzt 
gedachte  unendliche  Fläche  z.  B. ,  welche  zwischen  zwei  end- 
losen Parallelen  liegt,  muss  bei  einem  mmal  ao  grossen  Abstände 
derselben  auch  mmal  so  gross  gedacht  werden.  Die  unendliche 
Anzahl  untheilbarer  Elemente,  welche  eine  endliche  Grösse  ent- 
hält, muss  bei  einer  gleichartigen  tn&c^en  Grösse  auch  mmal 
80  gross  sein. 

58. 

*)  So  wie  es  also  verschiedene  endhche  Grössen  der- 
selben Art  giebt,  so  können  wir  uns  also  auch  (siehe  57)  ver- 
schiedene gleichuüge  unendlich  kleine  und  unendlich  grosse 
Grössen  denken,  die  gleicli  wie  die  endUchen  jedes  behebige 
Terhältniss  zu  einander  haben  und  aus  diesem  Grunde 
aritbmetisciten  Operationen  unterworfen  werden  können.    Sei  z.  B. 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  bei  wd- 
dier  also,  für  jeden  Zustand  der  Absctsse  x, 
die  zugehörige  Ordinate  y  immer  drdmal  so 
gross  ist.  Wird  die  Abscisse  x  unendlich,  so 
wird  es  audi  die  Ordinate,  obgleich  doch 
beide  unendlich  grosse  Grössen  verschieden 
gedacht  werden  müssen.  Denn  vermöge  der 
Besiehung  zwischen  beiden  veränderlichen 
Grössen  wird  fllr  iT  =  00   y=3.oo,  aber  den- 

1     .  V  3-00  n 

noch  mimer  ^  = =  3. 

Lassen  wir  die  ABsdsse  AP=;b  um  PQ^=A.t!  wachsen,  so 
wächst  die  Ordinate  MF  =  y  um  das  Stück  NR  =  Ay  und  es  ist 

9  +  Ay=3   («-HAa-),   woraus    Ay  =  3Aa-,    folglich  ^  =  3. 


SteUen  wir  uns  nun  vor,  die  Ordinate  NQ  bew^«  sich, 
parallel  mit  sich  selbst,  gegea  HF  liio,  so  werden  die  Seiten 
des  bei  R  rechtwinkligen  Dreiecks  NUR  immer  kleiner  und 
kleiner,  dennoch  aber  stets  in  demselben  VerhSltnisa  za  dnander 
bleiben. 

Denken  wir  um  nun  dieses  Dreieck  so  klein  geworden,  dass 
es  nicht  mehr  kleiner  werden  kann,  ohne  gWizlich  zu  ver- 
schwinden (absolut  Null  zu  werden)  —  in  welchem  Zustande 
(Uoment)  es  das  characteristische  Dreieck  genannt  wird 
—  so  werden  nach  dem  Voriiei^henden  seine  Seiten  zu  Infini- 
tesimalgrOssen,'  die  aber  in  diesem  verschwindenden  Zustande, 
wo  von  angebbarer  OrOsse  nicht  mehr  die  Bede  sdn  kann,  doch 
immer  noch  dasselbe  eben  eni^nte  Verbfiltniss  zu  einander 
haben.  Denkt  man  sich  hiebei  die  unendlich  klein  gewordene 
Ratiiete  MR  als  untbeilbar,  so  können  nach  §  57  die  andere 
unendhch  kleine  Kathete  sowohl,  als  die  unendlich  kleine  Hypo- 
tenuse, in  Gedanken  noch  als  thdlbar  gedacht  werden;  die 
gleichsam  in  einem  Punct  verachwimdene  unendlich  kleine 
Fläche  des  characteristischen  Dreiecks  aber  kann  dann  nach  der 
Abscissau-ichtung,  d.  h.  durch  eine  mit  der  Ordinatenachse  paral- 
lele Linie  selbst  in  Gedanken  nicht  mehr  getheilt  wenden. 


59. 


*)  Dasa  eine  in's  Unendliche  gehende  Theilung,   wenn  man 
dabei  die  Vorstellung  der  Bewegung  mit  zu  Utllfe  nimmt,  als 
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wirklich  vollendet  und  das  letzte  Glied  als  untheilbar  gedacht 
werden  muss,  zeigt  auch  folgendes  Beispiel. 

Sei  ABC  ein  bei  A  rechtwinkliges  gleichschenkliges  Drei- 
eck und  AB=AC=:1;  folglich  BC=y2.  Denkt  man  sich, 
von  A  ausgehend,  in  einerlei  Drehung  die  Perpendikel  AI, 
12,  23  etc.  in  infinitum  ge&Ut,  so  sieht  man  erstlich,  ohne  alle 
Rechnung,  dass  die  Summe  s  aller  dieser  unzählbaren  Perpen- 
dikel gleich  der  Hypotenuse  plus  der  einen  Kathete,  also  ^»=1 
4-y2=2,  414..  sein  muss.  Denn  das  Iste,  8te,  5te...  Per- 
pendikd  ist  gleich    J,   j-,   \,...  der  Hypotenuse  und  das  2te, 

4te,  6te...  Perpendikel  gleich  |,  J,  |, der  E^athete.'*')    Ein 

Punct  mit  der  Geschwindigkeit  =  1  würde  sie  alle  in  weniger 
als  2|  Secunden  durchlaufen  und  die  scheinbar  unendliche  Arbeit 
in  dieser  Zeit  vollendai.  Dass  die  Arbeit  ein  Ende  nimmt,  folgt 
auch  noch  daraus,  dass  man  die  Coordinaten  Xj  y  des  Ortes 
angeben  kann,  wo  der  die  Perpendikel  beschreibende  Punct 
wirklich  liegen  bleibt,  indem  die  Seiten  der  entstehenden  Drei- 
ecke imendlich  klein,  die  E^atheten  untheilbar  werden  und  des- 
halb eine  weitere  Perpendikel&llung  nicht  mehr  Statt  findet. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  sind  denen  des  Dreiecks 
BGA  parallel.  Dasselbe  gilt  von  den  folgenden  Dreiecken  14, 
15,  16;  22,  23,  24  etc.  Die  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  sind 
offenbar  ^^  von  den  ähnlich  liegenden  Seiten  des  Dreiecks  BCA. 
Ebenso  sind  die  Seiten  des  Dreiecks  14,  15,  16  wiederum  ^^ 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  6,  7,  8  etc.  etc.  Die  E^atheten  der 
Dreiecke  6,  7,  8;  14,  15,  16  etc.  sind  also,  weil  AC  =  1,  be- 
ziehungsweise Y^,  Yßi>  TFs  •  •  •  •  ^^  ü^-    I^ie  von  A  aus  auf  AG 


*)  Will  man  diese  Summe  s  durch  Rechnung  finden,  so  hat  man  (weil 
AC— 1):  AJ-=co845«;T2— co8»45;'23=-cos»45etc.,  folglich  (Algebra  §  254) 

fscos  46-t-cos*  45-f  cos"45-t-....  in  inf. 

cos     45 — cos  45 
cos  45  —  1 

Das  erste  Glied  im  Z&hler  ist  eine  Infinitesimalgrösse  und  kann  nach 
§  56  das  Quantum  der  endlichen  Grösse  —  cos  45  nicht  ändern,  daher, 
was  das  hier  fragliche  angebbare  Qnantum  betrifPt,  ganz  genau 

cos  45  ain45  2.Bin224.co8  22^ 

'■"l  —  cos  45  "■  1  — cos  45  "        2. sin«  22i 
«»cot  22]^«— 2.414.... 


64 
gemeeeene   Abeciese   dea   Punctes    8  iat  (weil  AC^l)    oäenbar 
^  —  —  "ö"  =  "5'-l*     EbeEBO  ist  die  Abscisae  des  Punctes  16,  von 

3    1 

8  aus  auf  8  7  gemeaeen,  =  -g- .  y^  etc.     Folglich  die  fragliclie 

AbeciBse 


60. 

*)  Um  die  VorateDung  von  den  Infinitesim&lgrössen  noch 
mehr  aufzuhellen  und  zu  zeigen,  wie  Leibnitz  sie  mit  glän- 
zendem Erfolg  als  HulfsgrOssen  gebraucht,  indem  er  sie,  gleich- 
niBsweise  wie  y  —  1 ,  consequenterweise  und  als  wenn  es  wirk- 
liche Grössen  wären,  allen  arithmetischen  Operationen  unterwirft, 
haben  wir  uns  zuvor  noch  über  die  richtige  Deutung  der  aus 
solchen  Operationen  hervorgehenden  Keaultate,  in  welchen  die 
unendlich  kldnen  Grössen  potentiirt,  mit  einander  multiphdrt 
und  auch  mit  endliehen  Grössen  combinirt  vorkommen  kflunen, 
zu  verständigen. 

61. 

*)  Rechnen  kflnnen  wir  nur  mit  Zahlen.  Da  wir  diese 
aber,  statt  durch  Ziffern,  auch  durch  proportionirte  Linien  aus- 
diücken  können,  so  kann  man  auch  jede  gesonderte  stetige 
Function  zweier  veränderUchen  Grössen,  und  von  aoldien  ist 
vorläufig  nur  die  Rede,  nämhch 

»-FW 

immer  bildlich  durch  eine  ent- 
sprechende krumme  Linie  dar- 
stellen. 

Sei  deshalb  AP=:;r,  MP=y. 
PQ  =  Aa-,  NR==Ay,  so  ist,  wie 
in  §§  10  und  11  gezeigt, 
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Stelleii  wir  uss  mm  vor^  die  Ins  zur  Berührongdmie  ver^ 
lingerfee  Ordinate  NQ  rücke,  parallel  mit  sich  selbst,  gegen  MP 
hin,  bis  die  Seiten  des  mit  MPT  ähnlichen  Dreiecks  VKK 
unendlich  klein  werden  mid  das  verschwindende  Dreieck  vriS. 
ein  characteristisches  wird,  so  müssen  in  obiger  Gleichmig  Ton 
den  in  A«,  A«*,  Aa^  etc.  moltiplicirteii  Gliedern,  welche 
Leibnitz  zur  Abkürzung  des  Vortrags  unendlich  kleine 
Or<}ssen  erster,  zweiter,  dritter  etc.  Ordnung  nennt, 
alle  Glieder,  von  der  zweiten  Ordnung  an,  als  nur  rein  for- 
mell,  in  der   Wirklichkeit    aber    nicht  existirend,    w^fidlen. 

Denn  ob  man  eine  unendlich  kleine  Grösse   A.r«=Q^,  formell 

durch  eine  unendliche  Zahl  (oo)  dividirt,   oder  mit  sich  selbst 

multiplidrt,    Aä;*  =  — j,    das  ist   einerleL     Da  wir   nun  hier 

aber  den  unendlich  kleinen  Unterschied  der  Ordinate  MP=y 
Ton  der  unmittelbar  (stetig)  folgenden  Ordinate  aus- 
drücken wollen,  so  fordert  offenbar  das  Gesetz  der  Stetigkeit, 
sich  A^  als  untheilbar  zu  denken,  weil  eine  wirkliche  (angeb- 
bare), wenn  auch  noch  so  kleine  Grösse  theilbar  ist  und  einen 
Sprung  hervorrufen  würde.  Elann  aber  Ax  nicht  mehr  kleiner 
werden,    ohne  gänzlich  zu  verschwinden,  was  es  nicht  soll, 

so  kann  in  diesem  kleinsten  verschymidenden  Zustand  Ax=-^ 

nicht  weiter  getheilt,  also  auch  nicht  mit  sich  selbst  multiplicirt 
werden,  weil  dies  ja  eine  fernere  Theilung  involviren  würde. 
Ohnehin  ist  es  ungereimt,  eine  schon  als  unendlich  klein  ge- 
dachte Grösse  in  demselben  Sinne  nochmals  wieder  in  un- 
endlich viele  Theile  zu  theilen  und  diese  Theilungen,  im  Fall 
in  Torsteh^ider  Gleidmng  die  Anzahl  der  in  Potenzen  von  Ax 
multipUcirten  Glieder  eine  unendliche  ist,  imendlichviehnal  wieder- 
holt zu  denken. 

Um  das  Gesetz  der  Stetigkeit  zu  befolgen,  muss  in  der 
Diffierenzengleichung 

Ay=pAÄ+MA««+NA«»+.... 

die  Grösse  A^  nothwendig  unendlich  klein  werden  und  dann 
die  in  Potenzen  von  Aa  multiplicirten  Glieder,  welche  in 
diesem  Fall  in  der  Gleichung  kernen  Sinn  mehr  haben,  noth- 
wendig weg&llen,  oder  wie  Leibnitz  es  mit  andern  Worten 
ausdrückt:    In    einer  Summe   unendlich  kleiner    Grössen    ver- 

LAbMD,  InfinHeBimal-SacluiaBg.    6.  Aufl.  5 
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achwindet  eine  unendlich  kleine  GiÖBae  höherer  Ordnung  g^gen 
die  einer  niedem  Ordnung,  abo  N.A«'  g^g^n  MA^'  und 
MAx*  gegen  pA«. 

Das  wegen  des  Gesetzes  der  Stetigkeit  im  Geiste  noch 
haften  bleibende  erste  Glied  pAx  nennt  Leibnitz  das  Dif- 
ferential der  Function  ¥{x)  und  bezeichnet  es,  weil  y  Stell- 
vertreter dieser  Function  ist,  {y^=^¥{x)\  mit  dg.  Ebenso  nennt 
er  A^,  in  dem  yerschwindeoden  Zustand  gedacht,*)  das  Dif- 
ferential der  imabhiingig  veränderlichen  Grösse  x  und  bezachnet 
es,  um  diesen  Zustand  anzudeuten,  mit  dxy  so  dass  also  die 
aus  obig^  Differenzengleichung  hervorgeh^ide  und  das  Gesetz 
des  stetigen  Fortschritts  ausdrückende  Differentialgleichung  ganz 
genau 

dy=^p,dx 
ist. 

62. 

*)  I^  zweiter  Grund,  dass  in  der  Differenzengleichung, 
wenn  man  das  Increment  A^,  mithin  auch  Ay,  bis  zu  Infini- 
tesimalgrössen  (Differentialen)  dx^  dy  abnehmen  lässt,  nämlich 
in  der  dann  so  zu  schreibenden  Gleichung 

(Ä/ =|)<ir  +  Mir*  4- NAc*  + . . . . 
die  sogenannten  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ordnungen 
nur  rdn  formell  enthalten  sind  und  wegfallen  müssen,  ergiebt 
sich  auch,  wenn  man,  um  das  Verhältniss  des  blossen  Wachs- 
thum-Bestrebens  beider  veränderliche  Grössen  a,  y  zu  er- 
halten, beiderseits  durch  da  dividirt.     Es  ist  dann 

^=p  +  ^dx  +  Ndx^  + 

Im   Rechnungsresultat   ist   nun  p  eine  durch  einen  g^benen 

Werth  von  x  völlig  bestimmte  Grösse  (§  46,  1  und  2),  deren 

Quantum,  zufolge  §  56,  nicht  durch  die  unendhch  kleine  Grösse 

erster  und  noch  viel  weniger  durch  die  einer  hohem  Ordnung 

geändert  werden  kann,  so  dass  also  auch  hiemach,  nämhch  nach 

d^ 
§   56,    ganz  genau  ^^^Pj  woraus  dann  wieder,   in  anderer 

Schreibwäse,  dy=^pdx  folgt 

*)  Newton  sagt:  Man  muBs  sich  die  verschwindenden  Grössen, 
z.  B.  die  Seiten  eines  characteristischen  Dreiecks,  nicht  denken,  bevor 
sie  verschwinden,  auch  nicht,  nachdem  sie  verschwunden,  sondern  im 
Moment  des  Verschwindens  selbst! 
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Man  kann  mach  noch  so  scfaliessen:  Aus  demselben  Onincle, 
wie  tSdx  gegen  p^  muss  audi  Neb*  9%^  Md»  verschwinden 
etc.;  denn  es  ist 

und  hier  verschwindet  in  der  Klammer,  nach  §  56,  die  Infinite- 

simalgrttese  Tfda  gegen   die  endliche  Grösse  M,   felglich  auch 

Ndr'  g€gen  MeZr. 

Obwohl  die  gleichzeitigen  unendlich  kleinen  Zunahmen  der 

von  einander  abhängigen  Grössen  a^  y^  nämlich  ihre  DifRsren- 

tiale  dxy   dy^  nicht  angebbar  sind,  so  können  wir  doch,   wenn 

ys=F(a?)  gegeben,  fllr  jeden  Werth  von  x  ihr  Verhältniss 

du 
zu  einander,   d.   h.  den  Differentialquotienten  ^  angeben   und 

darauf  kommt  es  immer  nur  an. 

Die  hier  zusammengehörigen  Differentiale  der  absolut  und 
abhängig  veränderlichen  Grössen,  nämlich  dx,  dy^  heissen  auch 
unendUch  kleine  Ghrössen  einerlei  (erster)  Ordnung,  obgleich 
die  dne  beliebige  mal  grösser  sein  kann,  als  die  andere,  was 
ja  von  der  Beschaffenheit  der  Function  yr=:F(«)  und  dem 
Werthe  von  a  oder  der  Lage  der  BerUhrungslinie  abhängt. 

63. 

*)  GKebt  die  Gleichung  y  =  F(x)  construirt  eine  krumme 
Linie,  so  ist  das  Wachsthumbestreben  der  Ordinate  veränder- 
lich.   Wir  wollen  hierbei  drei  FäUq  besonders  hervorheben« 

1.  Wäre  in  der  Differentialgleichung:  dy^^p.dxj  für  einen 
bestimmten  Werth  von  .r,  der  Differentialcoeificient  p  ein  echter 
Bruch,  hätte  man  z.  B.  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
y=^^j  woraus  dy  =  ^,dx  und  man  wollte  hier  dx  als  absolut 
untheübar  denken,  so  muss  man,  weil  dann  eine  wdtere  Theilung 
nicht  möglich  ist,  die  Multiplication  des  Differentials  dx  mit 
einem  echten  Bruch,  ab  eine  bloss  angedeutete  Bechnungs- 
operation  betrachten,  die  vollzogen  werden  sollte,  wenn  dx  noch 

8 

thalbar  wäre.  So  sind  doch  Y2  V — 1  6^-  wif^  nur  angedeu- 
tete Operationen,  die  gar  nicht  vollzogen  werden  können.  Es 
hiesse  offenbar  der  Mathematik  Fesseln  anlegen,  wenn  man  in 
rein  formeller  Hinsicht  solche  nur  angedeutete,  wenn  auch  un- 
ausftkhrbare  Operationen  verbannen  wollte.  Da  wir  aber  ein-, 
mal,  der  leichteren  Auflassung  halber,  die  Vorstellung  der  Be- 
wegung mit  hineingezogen  haben,    so  kann  man  auch  nodi, 

5* 
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mit  Newton,  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  mit  zu  Htklfe 
nehmen  und  die  Differentialgleichung  dy^^^-^.da  aadi  so  deuten: 
das  Wachsthumbestreben  der  Ordinate  ist  nicht  so  gross/  als 
das  der  Absdsse  oder,  was  dasselbe  sagt:  die  Gkschwindigkdt 
(Intensiiät),  mit  welcher  die  parallel  mit  sich  selbst  fortglätende 
Ordinate  die  absolut  untheilbar  gedachten  Elemente  der  Ab- 
scissenlinie  durchläuft,  ist  nicht  dieselbe  als  die,  mit  welcher 
sich  der  die  krumme  Linie  beschreibende  Punct  in  der  Ordi- 
natenrichtung  bewegt  (Anal.  Geom.  pag.  19,  3).  Hieraus  erkUtrt 
sich  auch,  weshalb  die  an  Grösse  noch  so  Terschiedenen  Seiten 
eines  Dreiecks  doch  gleichzeitig  in  den  verschwindenden  Zustand 
kommen,  indem  das  Dreieck  sich  in  ein  characteristiBches  ver- 
wandelt 

Zufolge  §  56  ist  es  aber  auch  gar  nicht  nöthig,  sich  die 
eine  der  zusammengehörigen  imendlich  kleinen  Grrössen  dxj  dy 
im  absoluten  Sinne,  als  unthdlbar,  zu  denken,  wdl  ja  ein  end- 
liches Viel&che  eines  wichen  Elements  noch  kein  wirkliches 
(angebbares)  Quantum  giebt 

2.  Wäre  in  dy=p.dxy  flir  einen  bestimmten  Werth  von 
«r,  der  Differentialcoeffident  jü  =^ 0 ,  so  würde  dies  bedeuten:  die 
Ordinate  hat  an  dieser  Stelle  gar  kein  Bestreben  zu  wachsen; 
ihr  oberer  Endpunct  geht  auf  einem  unendlich  kleinen  Weg 
+  äd;  mit  der  Abscissenlinie  parallel. 

8.  Wäre  endlich  in  dy  =  p.day  ftlr  einen  besonderen 
Werth  von  ^,  der  Differentialcoefficient  |)  =  oo  ,  so  würde  das 
bedeuten,  dass  das  Element  der  krummen  Linie  (welches,  wie 
§  66  gezeigt  werden  soll,  gerade  ist)  an  dieser  Stelle  senk- 
recht auf  der  Abscissenrichtung  steht. 

64. 

*)  Wir  können  deshalb  auch,  ohne  in  Widersprüche  zu 
gerathen,  mit  den  zusammengehörigen  Infinitesimalgrössen  in 
formeller  Hinsicht,  wie  schon  §  51  gezeigt,  arithmetische 
Operationen  vornehmen  und  dabei  das  Differential  der  absolut 
veränderlich«!  Grösse,  obgleich  es,  wie  gesagt,  gar  nicht  noth- 
wendig  ist,  dennoch,  der  Einfitchheit  halber,  immer  ab  absolut 
untheilbar  annehmen.  Die  durch  solche  Operationen  ent- 
stehenden Gleichungen  werden  immer  von  selbst  homogen, 
d.  h.  keine  unendlich  kleine  Ghrössen  verschiedener  Ordnungen 
entiialten,  weü  ja  die  höheren  gegen  die  niederen  wegfisJlen. 
Uebrigens  haben    wir   schon  angedeutet,   dass   der  Ausdruck: 
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unendlich  kleine  Grossen  höherer  Ordnungen  nur  eine 
Redensart  ist,  weQ  es  seibist  für  die  kühnste  Phantasie  unmög- 
lich und  ungereimt  ist,  eine  unendlich  kleine  GMsse,  z.  B. 
das  Element  einer  Linie,  Zeit  (Funct,  AugenbUck)  nochmals 
wieder  in  unendlich  yide  Theile  zutheilen  und,  wohlgemerkt, 
solche    Theilungen    unendliche   und   wiederholt   zu    denken 

f — o5*=?)'    ii    don    vorkommenden    Ausdrücken  ^  und  -^ 

ist  weder  der  Zähler,  noch  der  Nenner  dn  unendlich  Kleines 
n^  Ordnung.  Ersterer  Ausdruck  deutet  in  conventioneller  Schreib- 
weise eine  nmalige  Operation  und  ebenso  der  zweite  die  nte  Po- 

tenz  einer  endlichen  Ghrösse  p  an ,  indem  -^  =  ( -^  )  =  p*. 

65. 

*)  In  räumlicher  Einsieht  jedoch,  aber  auch  nur  räumlich, 
lassen  sich  unendlich  kleine  Grössen  von  der  zweiten  und 
dritten  Ordnung,  aber  auch  nicht  weiter,  geometrisch  deuten, 
oder  ihnen  ein  Substrat  unterlegen.  Man  kann  sich  nämlich 
aus  den  unendlich  kleinen  Seiten  eines  characteristischen  Drei- 
ecks characteristische  Quadrate,  Rechtecke,  Guben,  Prismen 
construirt  denken  (d^^  dy*^  dx.dy,  da^  etc.).  Die  Ordinate 
MP  =  y  bildet  mit  der  unendlich  kleinen  Abscisse  da  ein  un- 
endlich schmales  Rechteck,  (y,da),  welches  wir  wieder,  jedoch 
n  u  r  in  der  Richtung  der  Ordinate ,  in  unendlich  viele  unend- 
lich kleinere  Rechtecke,  (da.dy),  getheilt  denken  können,  wo 
dann  y.dx  eine  unendlich  kleine  Fläche  erster  und  da.dy 
zweiter  Ordnung  wäre.  Ein  unendlich  dünnes  Prisma  kann 
man  sich  nach  zwei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  in 
unendlich  kleine  Prismen  zweiter  und  dritter  Ordnung  getheilt 
denken,  wie  es  später  die  Integralrechnimg  wirklich  thut  und 
thun  muss. 

66. 

*)  In  dem  verschwindenden  characteristisch«!  Dreieck  vrM. 
(§  61)  —  behauptet  Leibnitz  femer  —  fidlt  das  unendlich 
Ueine  Element  Mt;  der  kmmm^i  Linie  oder  daas  Differential 
derselben,  welches  er  mit  ds  bezeichnet,  mit  der  Berührungs- 
linie am  Puncto  M  ganz  genau  zusammen  und  muss  folglich 
auch  ab  wirklich  gerade  betrachtet  werden,   so  dass  also  die 
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B^UhmngBliiiie  TV  nichts  anderB,  als  die  VeriMngerung  dienes 
Elements  ds  ist.  Auch  dieser  ftlr  die  Folge  wichtige  Sali  iMast 
sich  rechtfertigen. 

Zwei  nnmittelbar  d,  h.  ohne  Zwiacheninterrall  auf 
pinandw  folgende  nntheilbare  Elemente  (Käne  halber  Pnncte 
genannt)  mÜBoen  nothwendig,  weil  aa  einander,  in  gerader 
linie  li^en.  Drei  unmittelbar  (conaecutiT)  auf  einander  folgende 
Pnncte  können  zwar  auch  noch  in  gerader  Unie  liegen,  jedooh 
andi  ao  arrangirt  sein,  dan  die  da  durchgehende  Linie  gebogen, 
ja  selbst  geknickt  ist,  so  daes  die  durch  die  beiden  ersten 
Puncto  bestimmte  Biditung  nicht  nothwendig  durch  den  dritten 
Ponct  geht.  Soll  ein  sehr  kleines  StOck  einer  krummen  Linie 
gebogen  sein,  so  muM  offenbar  zwischen  den  beiden  f^dpuncten 
wenigstens  noch  &n  Punct  (Element)  li^en,  um  welchen  die 
Bi^ting  gesdiah.  Hieraus  folgt  nun  aber,  dass  man  ein  un- 
endlich kleines  StUck  einer  krummen  Unie  (indem  man  nQthigen- 
falls  zwei  an  einander  liegende  Pnncte  dafUr  nimmt)  als  wirklich 
gerade  betraditen  kann.     (VeigL  §  243  Randanmerkung.) 


67. 

*)   Weitere   UebeTl^;ung   zeigt,    dass  bei   verechiedrai   ge- 
krUmmten  Linien  die  Elemente  (Differentiale),    welche   man  ala 
gerade  betrachten  kann,    an  GrOsse  sehr  differiren  und  deshalb 
ebenso,   wie  die  unendlich  kleinen  Seiten  im  characteristischeD 
Dreieck,  jedes  beliebige  Verhältniss  zu  einander  haben  können. 
Beispieb   halber   denke    man    sich    mit 
verschiedenen    Badien    concentrische    Krds- 
bögen,  DE,  FQ...,  beschrieben  und  durch 
die   beiden  Puncte    a,    h    des   ersteren   die 
Radien    CH,     CK    gezogen.     Die    beiden 
Puncte  0,  b  denke  man  sich  zuerst  an  ein- 
ander liegend,   so  dass   nach  dem  Vorher- 
gehende das  Element  ab  gewiss  gerade  ist, 
so  brauchen  offenbar,   damit  auch  HK  ßir 
gerade  genommen  werden  darf,   die  beiden  Puncte  H   und  E, 
wegen    der   geringeren   KrUmmung  des  Bogens  FG,   nicht   an 
einander  zu  hegen.     Denn  feilen  Sehne  und  Tangente  mit  dem 
Element  ab  zusammen,  so  muss  es  auch,  der  Aehnlichkeit  halber 
mit  HK   der  Fall   imd  folglich  auch  das   grössere  Element  HK 
gerade  sein.     Was  aber  vom  Bogen  HK  gilt,   gilt  sofort   audi 
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▼om  Bogen  dbj  indem  man  aioh  noch  mit  inuner  kleineren 
Badien  eoncentrische  Bögen  ans  C  beschrieben  denken  kann. 
Wäre  der  Radina  unendlich  gross ,  so  würde  das  als  gerade  zu 
betrachtende  Bogenstück  eine  endliche  Grösse  sein  können« 

Hieraus  erklärt  sich  nun  auch,  weshalb  man  in  der  Ele- 
mentargeometrie nothwendig  auf  gans  richtige  Besnltate  kommoi 
muss,  indem  man  sich  den  Kreis  ab  Summe  von  unendlich 
vielen  Dreiecken,  femer  das  Stttck  DFGE  eines  Er^ringes, 
oder  die  Seitenfläche  eines  abgekürzten  geraden  Eegela,  als 
Summe  von  unendlich  vielen  Trapezen  von  unendlich  kleinen 
geraden  Grundlinien  vorstellt  Zugleich  leuchtet  auch  ein,  dass 
sich  die  Grössen  der  als  gerade  zu  betrachtend«!  Elemente 
verschiedener  Kreisbögen  wie  ihre  Radial  und  ebenso  die  als 
eben  zu  betrachtenden  ähnlichen  Elemente  verschiedener  Kugel- 
flächen  wie  die  Quadrate  ihrer  Badien  verhalten*  Deshalb  muss 
auch  von  der  Oberfläche  einer  grösseren  Kugel  mehr  Licht 
reflectiren,  als  von  der  einer  kleineren. 

68. 

*)  Im  Vorhergehenden  haben  wir  nun  die  Principien  mit- 
getheilt  und  zu  erläutern  gesucht,  durch  deren  Vermittelung 
Leibnitz  die  eigentliche  Infinitesimalrechnung  er&nd  und 
begründete.  Das  erste  Erfordemiss  war  offenbar,  die  allge- 
meine Begel  zu  finden,  nach  welcher  man  von  jeder  Function, 
(y  =  Fa?),  das  Differential  (dy=p,da)  angeben  oder  dieselbe 
differentüren  kann. 

Da  die  Analysis,  namentlich  die  Theorie  der  unendlichen 
Beihen  schon  bekannt  war,  so  hätte  man  diese  zunächst  erfor- 
derlichen Differentialformen  auf  dieselbe  Weise  ableiten  können, 
wie  die  Grenzmethode  es  thut,  jedoch  etwas  kürzer,  weil  ja  nur 
das  sogenannte  unendlich  Elleine  erster  Ordnung  in  Betracht 
kommt.  Die  Differentiale  der  trigonometrischen  Functionen 
konnte  Leibnitz  durch  die  Annahme,  dass  die  Differentiale 
keine  wirkliche  (messbare)  Grössen  sind,  senden,  als  reine 
Gedankendinge,  nur  das  Bestreben  eine  solche  zu  werden  aus- 
drücken, und  dass  das  Element  einer  krummen  Linie  (von  aller 
angebbaren  Quantität  abstrahirt)  ab  gerade  betrachtet  werden 
muss,  durch  unmittelbare  Betrachtung  der  Statt  findenden 
Verhältnisse  der  Differentiale  finden,  wie  folgende  Beispiele 
zeigen: 


•)  Sei  flu-  CA  =  1,  AM  =  «, 
MP=j/. 

1.  Soll  das  DifFereatial  der 
Function 

gefunden  werden,  ao  lassen  wir 
die  absolut  veräaderliclie  QrOsse  x 
nicht  sprungweise,  sondern,  wie  ee 
der  eogentbOmliche  Character  der  Infiniteamalrechnung  (das 
Ctesetz  der  Stetigkeit)  immer  fordert,  stetig  wachsen,  d.  h.  in 
Gedanken  in  den  unmittelbar  folgenden  Zustand  kommen, 
so  dass  im  cfaaracteristischen  Draeck  vrii  sofort  M^=(Ix  das 
Differential  vom  Bogen  x  und  vr=dy  da»  Differential  von  y, 
d.  h.  von  sin  X  ist,  und  man  hat,  weil  vMr=CMP,  CP  =  cofiii: 
und  AwMcv  ACMP,  ganz  einfach  M(j:ot-  =  CM:  CP,  d.  i. 
dx:dy=l:coB  X,  also 

oder,  weil  v  =  C,   trigonometrisch  noch  kUrzer  w  =  Mr.cos  C, 
d.  i.  dy=coBxdx. 

2.  Um  das  Differential  d^  Function 

Jf^COB^ 

zu  erhalten,  wo  also  ftlr  AM=ar  jetzt  CP  =  y  und  Mr=  — c&/ 

ist  (§  20,  Anmkg.),  hat  man  trigonometrisch  sogleich  unmittelbiu- 

dy  =  — nna;.(it. 

3.  Sei  femer 

wo  also  jetzt  Mv=dx,  AT  =  y,  TH  =  (fy  ist. 

Denkt  man  Th  concentrisch  (parallel)  mit  Mv  beachrieben 
und  MP  aufwärts  verlängert,  so  bildet  diese  V«4ttngerung  mit 
dem  Element  Mv  einen  Winkel,  der  den  Winkeln  bei  T,  t;  und 

C  gl^ch  ist     Da  nun  CT  =  -^  und  (8  67)  M«:TÄ;=  1:CT, 

woraus  TÄ  =  CT.(ir=-^.     Femer  TH— -^,  d.  i. 
cos  X  cos  X  ' 


alsojetrt  AM-=j/,  MP  =  3:,  CP^Vl— «»,  vr=da!,  My=  <^. 
Weü  nun  AMw'NJ  ACMP,  so  irt  i^:  d«  =  l  :yi— j»,  womaa 

5.  Sei  noch 

y  =  arctga, 

alwjeiztXM— y,  AT=a-,  TH=da!,  Mp=%,  Crr^Vl+Jc'. 
Da  nun  M«:Ti=l:Cr,  ao  ist  Th=dy.Vl+x*;  femer  irt 
TH:T*=CT:CA,    oder  (lE:(^.yi  +  *»  =  VT+^:  1,  woiau» 
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*)  Kachdem  nun  die  nöthigen  Differentialformeln  gefunden 
waren,  um  jede  gesonderte  Function  differentüren  zu  können, 
schritt  Leibnitz  jetzt  zu  den  viel&cben  Anwendungen  der 
Infinitesimalrechnung  und  zwar  zunAchet  zu  dem  ihre  £>findung 
TeränlaBsenden  Problem  der  Tangentenziehung,  wdchee  er  durch 
unmittelbare  Betrachtimg  und  Benutzung  der  Difierentiale,  welche 
nur  als  Hül&grOssen  auftreten  und  immer  wieder  aus  den  durch 
ne  gewonnenen  Resultaten  eUminirt  werden,  auf  folgende  Weise 
ganz  ein&dh  lOste. 

Da  die  durch  M  gedachte   BerUhnmgslinie  Tv  wenigstens 
zwei  Elemente  mit  der  krummen  linie  y  =  F(jr)  gem^sam  bat 
(§  63,   2)   und  also  das  characteristieche  Dreieck  vrM  mit  dem 
Dreieck  MPT  ähnlich  und  vMr=T 
ist,  90  hat  man   flir  den  durch  seine 
Coordinaten     bestimmten    Puncd    M 
zur    Berechnung     des    Bertlhrungs- 


winkels  T  unmittelbar  %'  =  ii^    | 
oder  gleich 

d«  ^        dx 

tgT=-j^;  COtT  =  -i-, 

^         da:'  dy' 

und  auch,    wenn    man    das  Element  oder  Differential  Uv  der 
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krammen    liiiie   mit   ds    bezeichnet    und    beachtet,     daas    in 
formeller    Hinsicht    (fe*  ==  da^+  dy^=  (l  4-^)  d^*»    aUo 


ds^y 


l  +  ^I-eir  i8t(§§  51,65) 


du  dx 

am  T  ==  ^ ;       cos  t  =  -=-. 


Zur  Bestimmung  der  Subtangente  hat  Leibnitz  ganz 
ein£Etch  ^t'-y^dxidyj  woraus 

und    w«l    AvMr  cv  AN'MP,    für   die   Subnorm&le   Snty 
s=(iy:(Z«r,  woraus 

TL 

'*')  Die  Infinitesimalgrössen  (Differentiale)  gebraucht  Leib- 
nitz also  nur  einfach  als  Hülfigrössen,  um  die  Rechnung  ein- 
zuleiten. Sie  kommen  als  solche,  immer  nur  in  den  allgemeinen 
Formeln  vor.  Ist  flir  eine  specielle  Anwendung  derselben  die 
Function  veränderlicher  Grössen  gegeben,  so  kann  man  sie 
differentüren,  darauf  die  Differentiale  aus  den  allgemeinen  For- 
meln elimioiren  und  hat  es  dann  niu*  noch  mit  endlichen 
Gfiössen  zu  thun. 

Der  Grund,  dass  diese  Methode  hier  wieder  auf  dieselben 
Besultate  führt  und  führen  muss,  wie  die  nach  der  Grenz- 
methode gefundenen,  liegt  offenbar  darin,  dasfs  Leibnitz  das 
Element  (Differential)  eines  Bogens  als  gerade  betrachtet,  imd 
die  Uebereinstimmimg  der  Resultate  spricht  fUr  die  Richtigkeit 
der  Leibnitz'schen  Annahme. 

Die  Infinitesimahnediode  ist,  wie  man  neht,  sehr  subtil, 
aber  richtig.  Sollte  dies  aus  dem  Bisherigen  imd  noch  Folgen- 
den nicht  einleuchten,  so  liegt  dies  nur  an  unserer  mangelhaf);en 
Darstellung  deibelben. 

Viele,  welchen  diese  Sache  zu  metaphysischer  Natur  er- 
scheint, gleichwohl  aber  die  grössere  Kürze  und  Fruchtbarkeit, 
welche  die  Iniinitesimalmethode.  vor  der  schwerfiilligen  Grenz- 
methode hat,  nicht  fahren  lassen  wollen,  geben  den  Wink,  sie 
immerhin  als  Erfindungsmittel  zu  benutzen  und  die  durch  sie 
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gewonnenen  Reeultate  hinterher  nach  der  Qrenzmethode  zu 
prttfen,  was  aUerdings  geschehen  kann.  Leibnitz  will  aber 
von  dieser  Controle  nichts  wissen.  Er  legt  yielmehr  gerade 
Gewicht  auf  seine  Methode,  die  er,  vorsichtig  und  richtig  an- 
gewandty  ftkr  vollkommen  richtig  und  ftir  besser  hält,  indem 
die  unmittelbare  Betrachtung  xmd  Erkennung  der  Difie- 
rentialverhttltnisse  den  erfindenden  Gedankengang  fbrdert  und 
abkürzt,  wie  wir  schon  §  69  und  70  an  dn  paar  Beispielen 
l  gesehen  haben.     In  der  unmittelbaren  Erkennung  oder  Auffin- 

dung des  Verhältnisses  unendlich  kleiner  Grossen  liegt  eigentlich 
die  Kraft  und  der  eigentliche  Geeist  der  Infinitesimalrechnung; 
dcAm'  bei  den  meisten  Anwendungen  derselben,  namentlich 
auf  Mechanik  und  Physik,  kommen  Fälle  vor,  wo  man  gar 
nidit  aus  bekannten  Functionen  veränderlicher  Ghrössen  die  ent- 
spredienden  Differentialverhältnisse  (durch  IMfferentiiren) ,  son- 
dern gerade  umgekehrt,  aus  unmittelbar  (ohne  Rechnung)  zu 
erkennenden  Differentialen  oder  auch  Differentialvei4iältniBsen 
die  entsprechende  Function  (durch  Integriren)  zu  finden  sucht 
Aus  diesem  Ghmnde  ist  die  Leibnitz' sehe  Methode  die  natttr- 
Uchste  und  beste. 
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*)  Nachdem  wir  nun  die  ursprünglichen  Vorstellungen 
Leibnitzens,  des  Erfinders  der  Differentialrechnung  (1684) 
mitgetheilt  haben,  bleibt  uns  noch  ttbrig,  auch  Einiges  über  die 
von  Newton  etwas  fiilher  erfimdene,  aber  später  veröffentlichte 
Fluxionsrechnung  (1587)  zu  erwähnen,  um  so  mehr,  als  unsere  ^^m^m 
Wissens  weder  ein  deutsches  noch  französisches  Lehrbuch  die-  f^'  * 
selbe  auch  nur  erwähnt 

Newton  betrachtet  nämlich  alle  Arten  (rrössen  als  durch 
stetige  Bewegung  (Flux)  erzeugt,  eine  Linie  z.  B.  durch  die 
Bewegung  eines  Punetes,  eine  Fläche  durch  die  Bewegung  einer 
Linie  etc.  Jede  so  erzeugte  (Grösse  heisst  eine  variable  oder 
fliessende  Grösse  (Fluente).  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
eine  Linie  fliesst,  ist  dieselbe,  als  die  Geschwindigkeit  des  sie 
beschreibenden  Punetes.  Die  Gteschwindigkeit,  mit  welcher  eine 
Fläche  fliesst,  ist  dieselbe,  als  die  der  sie  erzeugenden  Linie  etc. 
Jede  stetige  Function  zweier  veränderUchen  Grössen,  y=^F(a), 
kann  man  nun  immer  durch  eine  Linie  dargestellt  und  die 
Linie    selbst   durch    die   Bewegung    eines    Punetes   beschrieben 
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denken.  Die  Vorstellung  der  Bewegung  ruft  dann  aber  eu- 
gleich  auch  die  beiden  and^vn  damit  verbundaien,  nicht  in  die 
r^e  Mathema^  gdiOrenden  Vorstellungen  tod  Zeit  und  Ge- 
schwindigkeit herwr. 

Man  stelle  sich  nun  vor,  die  (Terlftngerte)  Ordinate  HP 
bewe^  sich  pamllel  mit  sich  selbst  und  gleichförmig  an  der 
Abeciaaenlinie  hin,  während  sich  zugleich  ein  Fimct,  H,  in 
dieser  Ordinate  mit  einer  durch  die  Qleschung  f/^¥(x)  vorge- 
schriebenen Oeecbwindigk^t  bewegt.  Dem  die  Linie  beschreä- 
bendeu  Funct  M  legt  num  also  zweierlei  Bew^ungen  bei,  eine 
nach  der  Absciasenrichtung,  welche  immer  gleichförmig,  eonet 
aber  von  beliebigem  Ge«chwindigkeit  ist,  und  eine  nach  der 
Ordinatenrichtung.  Ist  die  gf^bene  Gl^chung  y=^F(x)  vom 
ersten  Grade,  y=aa;  +  b,  so  ist  offenbar  Ay^a-A«  und  das 
Wachsthum  der  Ordinate  der  Zunahme  (Abnahme)  der  Abeeisae 
stets  proportiomd,  der  Punct  M  beschreibt  eine  gerade  linie, 
8»ne  Bewegung  in  der  Ordinat^irichtung  ist  dann  ebenfidls  eine 
gleichförmige,  mithin  sein  Bew^ungsbestraben,  d.  i.  seine 
Geachwindigkdt  in  der  Ordinatenrichtung,  constant  (§  47).  Ist 
aber  die  Gleichung  y=F(a!)  nicht  vom  ersten  Grade,  so  ist 
auch  die  Bewt^ng  des  Punctes  M  in  der  Ordinatenrichtung 
(aufwärts  oder  abwärtß)  keine  gleichförmige,  sondern  accelerirend 
oder    retardirend,   je  nachdem    in    der  Differenz  Ay*=spAa!  + 

MAd!*+ das  zweite  GUed  MA«*   mit  dem  ersten  pAje 

onstimmig  ist,  oder  nicht  (§  47). 

Die  Geschwindigkeit,    mit  welcher  die 
Ordinate  flieset,  ht  Her  also  von  Punct  zu 
Punct    veränderlich.      Die   au^nblicldidie 
Richtung  des  die   krumme  Linie  beschr^- 
benden  Punctes  M  ist  die  der  Tangente  MT. 
Der  Erste,  der  ein  vollsandiges  Lehr- 
buch der  Fluxionsrechnung  geschrieben  hat, 
Maclaurin,    nimmt   nun  au  (um  unend- 
hch    kleine    Grössen    zu    vermeiden),    die 
Abecisse  AP  fliesee  mit  beständiger  Geschwindigkeit,   und  nennt 
den  Weg  HR,    welchen   der  Punct  M  nach    der  Abscissenrich- 
tung  in  einer  bcUebigen  Zeiteinheit  beechraben  würde,  und  der 
also  zugleich   die  Geschwindigkeit  in  d^  Abeciasem^chtung  dar- 
stellt, die  Fluxion  der  Absdsse.     Unter  Fluxion  d»  Ordinate  ist 
dann  aber  der  Weg  MV  =  RT  gemeint ,    den  d«r  Punct  in  der 
Ordinateiunchtung    in    derselben    Zeit    durchlaufen    w U r d e , 
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wenn  seine  Geschwundi^eit.  (Bewegtmgsbestreben)  dieselbe 
bliebe,  welche  er  augenbHcklioh  im  Puncte  M  hatte,  so  dass 
also,  statt  eines  Bogens  MN,  in  derselben  Zeit  eine  gerade 
Linie,  MT,  beschrieben  würde,  welche  die  Fluxion  des  Bogens 
BM  heisst 

Diese  Fluxionen,  deren  absolute  Grösse  unbestimmt  bleiben 
kami,  haben  ofibnbar  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  wie  m 
ihrem  yerschwindenden  Zustande,  und  stimmen  also  vöUig  mit 
dem  überein,  was  im  §  13  Differentiale  genannt  worden,  auch 
ist  die  Rechnung  mit  ihnen  ganz  dieselbe,  wie  mit  den  Diffe- 
rentialen,   nur   die  Bezeichnung   ist  anders.    Die  auf  einander 

folgenden  Fluxionen  von  y  werden  nämlich,  statt  mit  dy^  dhf, .... 

•    ••  •  . 

mit  y,  y,....  bezeichnet    Wäre  z.  B.  y^=^a'^j  so  i8ty  =  5x*.j?. 

Nimmt  man  von  dieser  ersten  Fluxion  wiederum  die  Fluxion, 

•  •• 

■•  «  ..  •  **  • 

so  ist  y  =  20j?*.^*,  dann  y=60jr*.Ä',  dann  y==120af.Ä^  etc. 
•  •• 

2-=:5^4;JL=:20x»  etc. 

Maclaurin  sagf*")  (pag.  420):  ^Sir  Isaac  Newton  habe, 
um  die  Annahme  unendlich  kleiner  Grössen  va  vermeiden,  die 
gldchzeitigen  Incremente  (A^,  Ay,  A^)  der  fliessenden  Grrössen 
als  endUch  betrachtet  und  dann  die  Grenze  des  veränderlichen 
Verhältnisses  untersucht,  welches  diese  Incremente  noch  zu  ein- 
ander haben,  indem  er  sie  bis  zum  Verschwinden  abnehmen 
lässt,  welches  Verhältniss  dann  dasselbe  ist,  wie  das  der 
Fluxionen.^  Dies  stimmt  aber  nicht  mit  Newton's  Ausspruch: 
man  solle  »ch  die  Incremente  nicht  vor  imd  auch  nicht  nach, 
sondern  im  AugenbUck  des  Verschwindens  denken,  wodurch, 
wie  uns  scheint,  die  Leibnitz'sche  Vorstellung  der  Infinite- 
simalgrössen  wieder  erweckt  wird.**)  Auch  giebt  Maclaurin 
(pag.  414)  zu:  „dass  die  Schlüsse  nach  der  Infinitesimalmethode 
vollkommen  wahr  (accurately  true)  sind  und  mit  denen,  worauf 
die  Methode  der  Fluxionen  führt,  genau  übereinstimmen  (agree 
predsely)." 


*)  A  TreatiBe  of  fluxioiiB  bj  Colin  Maclaurin.    Edinburgh  1742. 

**)  Dieser  Meinung  muss  auch  wohl  Thom«  Simpson  gewesen  sein, 

der  deshalb,   nm  jede  metapbyBische  Schwierigkeit  sa  vermeiden,   in 

■einer  „doctrine  of  fimdons^    von    den   ursprönglichen   New  ton 'sehen 

VorsteUungen  absichtlich  abweicht.     (By  taking  floxions  as   meer 


9.    PoJT  -  Olrinhmnan. 
73. 

£b  Bei  r=f{&)  die  Qleichuiig  einer  auf  PdATCOOidimtai 
bexog^en  krumme  Linie,  VZ  ein  StUck  derselben,  so  ist  da- 
duicb  t&T  jeden  auf  dem  mit  dem  Radius  ^1  beschiiebenen 
AbaciHBenkreis  abgesteckten  Bogen  otn  ■—  @  der  zugehSiige  Badiue 
vector  AU=r,  mithin  die  Lage  de«  Punctes  M  bestimmt. 
(Hshere  Geomebie  pag.  17.) 

Denkt  man  sich  durch  diesen  bestimmten  Fuuct  M  ^e  Be- 
rilhnmgslinie  gexogen  und  dieselbe  bis  an  die  auf  dem  Radius 
vector  errichteten  Senkrechten  TM  verlängert,  so  heiset  hier 
für  den  Funct  M  MT  die  Tangente,  AT  die  Subtangente  und 
MN  senkrecht  auf  MT  die  Normale  und  AM  die  Subnonnale. 

74. 

Aufgabe.  Allgemeine  Formeln  anzugeben,  nach  welchen 
man  die  eben  erklärten  vier  Linien  in  jedem  besonderen  Falle, 
wo  r=f(&)  gegeben  ist,  berechnen  kann. 

AuflAsong  I.  Um  zuerst  den 
Winkd  a  oder  ß  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  mit  dem  Radius  vector 
oder  mit  der  Subtangente  macht, 
lasse  man  den  Bogen  om=&  um 
das  Stück  mn^A@  wachsen,  so 
wird  auch  der  Radius  vector  AM^r 
sich  um  ein  Stück,  N'Q=  Ar,  än- 
dern, welches  graphisch  dargeetellt 
ist,  indem  man  aus  A  mit  AM  den 
Kreisbogen  MQ  beschreibt 

Aus  der  g^ebenen  GMeichung 
r  = /■(©)  folgt  nun  r  +  Ar  = 
fi&+A@)  oder 

velocities,  the  imagination  ib  confined,  as  it  were,  to  a  point,  uid  without 
proper  oare,  inBenaibl^  inTolv'd  in  metaph7»ical  difScnltiea.) 

Ob  man,  wie  Leibnitz,  Poisson,  Herbart  u.  A.,  das  naend- 
lieh  Kleine  ernstlich  für  ein  wirklich  nntheilbares  Element  oder  wie 
andere,  and  um  dadurch,  wie  man  meint,  jede  metaphTiische  Schwierig- 
keit zn  beseitigen,  nnr  für  eine  nützliche  Fiction  nehmen  will,  tun  be- 
quem and  schnell  die  Bechnung  eioziileiten,  ist  für  die  Bechniug  steta 
gleichgültig,  da  ja  da*  Eine  wie  du  Andere  zum  Ziele  führt 


79 

r+ Ar  =./•(©)  + ^.A0+M.A0»-H.. . 

Ar=^.A0+M.A0»+.... 

Ist  nun  ffMi=s  A0,   so  ist  MQ=r.  A@.      DiATidirt    man 
nun  letztere  Qlächung  (Ar =....)  bäderseita  durch  r.  A0,  so 

erhttlt  man  .,!<  ,  nttmlidi: 

Ar dr       M.AQ 

rAe^rrfö"*"       r        '^"" 

Denkt  man  sich  den  Bogen  MQ  sehr  klein,  so  wOrde  der 

N'Q 
Quotient  =r=^  nttherungswdse  gleich  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des  Winkels  ß  sein,  um  aber  diese  trigonometrisdie 
Tangente  ganz  genau  zu  erhalten,  müssen  wir  A@  bis  zu  Null 
abndmien  lassen,  alsdann  fallen  rechter  Hand  in  letzterer  Gleichung 
alle  GUeder  bis  auf  das  arste  weg  und  wir  erhalten  durch  gliche 
Schlüsse  wie  in  §  8: 

,    -       dr  ,  rde 


*)  Auflösung  2.     Die  lafinitesimalmethode  macht  weniger 

Umstände.  Hiemach  ist  das  Differential  des  Bogens  om==d&y 
der  Bogen  MQ=r(I@.  (§  67.)  Aus  dem  hei  q  rechtwinkligen 
verschwindenden  (characteristischen)  Dreiecke  nqH  hat  man  un- 

mittelbar:  tga«»-^;  S/:  r=sirdG:  dr^   woraus  S««»r*-j-  etc. 

Beispiel  1.      Für    die    ArchimedeiBche    Spirale    hat    man 
(Höh.  Geom.  §  96) 


r= 

a 
■2fr' 

e, 

dr 

de~ 

a 
Tat' 

de 

dr~ 

2n 
a 

Formeln 
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vorfain    entwickelten    allg^n< 


de       a  ^  27t      ^ 


Die  Tangente  des  immer  grösser  werdenden  TVlnkels,  den  die 
Berührungslinie  mit  dem  Radius  vector  macht,  ist  also  immer 
gleich  dem  Polarwinkel  G.  Für  8=500  steht  die  Tangente 
senkrecht  auf  dem  Badius  vector.    Femer  hat  man 

Die  Subnormale  ist  also  constant^  wie  bei  d^  Parabel. 


Beispiel  2.    Für  die  Exponentialspirale  hat  man 
dr        ^  de      11 


d&  ^'  dr~ee~  r  ' 

de      , 
tga=r^=l. 

Die  Tangente  bildet  also  in  jedem  Punct  mit  dem  Badius  vector 
immer  denselben  Winkel  a=45^  Auf  diese  Eigenschaft  grün- 
dete H.  Steinheil  die  Erfindung  seines  ingenieusen  Wurf- 
geschützes,  mit  welchem  er  accurate  Namenzüge  durch  eine 
tannene  Blende  schoss.    Femer  ist 

S/=6^=r;  T=fy2; 

Sn=cö=r;  N=ry2. 

Es  sind  also  St  und  Sn  und  ebenso  T  und  N  immer  gleich 
gross. 
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Asymptoten. 
75. 

In  der  analytischen  Geometrie  (§§  55 ,  56)  ist  schon  der 
sehr  merkwürdige  Umstand  besprochen,  dass  es  ins  Unendliche 
laufende  krumme  Linien  giebt,  die  sich  einer  endlosen  geraden 
Linie,  Asymptote  genannt,  immerfort  nähern,  ohne  sie  jedoch 
je  völlig  zu  erreichen.  Auch  ist  daselbst  bei  der  Hyperbel 
nachgewiesen,  dass  die  Asymptote  einer  krummen  Linie,  wie 
unendlich  nahe  sie  ihr  auch  kommen  möge,  doch  nicht  (wie 
Viele  behaupten)  als  eine  BerührungsUnie  derselben  betrachtet 
werden  darf,  welche  im  Unendlichen  einen  Punct  mit  der 
krummen  Linie  gemein  hätte,  weil  dies  ja  einen  Widerspruch 
enthalten  wfLrde,  indem  die  Gemeinschaft  eines  solchen  Punctes 
das  vermeinte  Unendliche  zugleich  wieder  zu  einem  Endlichen 
(Begrenzten,  Vollendeten)  machen  würde.  Die  Unendlichkeit 
ist  dn  PiHdicat  fbr  Gedankendinge,  mit  deren  Construction  wir 
niemals  fertig  werden.  Es  ist  etwas  ganz  Anderes,  durch  den 
Hül&begriff  der  Bewegung  sich  eine  endliche  Grösse  in  un- 
endUch  kleine  (unmessbare)  Theile  gedieilt  zu  denken,  als  das 
unendlich  Ghrosse  zu  fessen.  Ein  Punct,  der  sich  nach  gerader 
Linie  mit  Millionen  Meilen  Geschwindigkeit  bew^,  kommt  in 
aller  Ewigkeit  nicht  zu  Ende. 

Gauss  sagt:  „Der  Gebrauch  einer  unendtichen  Ghrösse 
als  einer  vollendeten,  ist  in  der  Mathematik  niemals  erlaubt. 
Das  Unendliche  ist  nur  eüne  fii9on  de  parier,  indem  man  eigent- 
lich von  Grenzen  spricht,  denen  gewisse  Verhältnisse  so  nahe 
kommen,  als  man  will,  während  anderen  ohne  Einschränkung 
zu    wachsen    verstattet    ist.     Hierin    ist   aber   nichts    Wider-  | 

sprechendes,   wenn   der   endliche  Mensch   sich    nicht    vermisst,  | 

etwas  UnendUches  als  etwas  Gegebenes  und  von  ihm  mit 
sdner  gewohnten  Anschauung  zu  Umspannendes  betraditen  zu 
woUen."  *) 

Gfenau  betrachtet  ist  es  die  flüchtige  Phantasie,  welche  uns 
augenblicklich  eine  .Pforte  zum  Eingang  ins  Unendliche  vor- 
gaukelt, die  aber,  sobald  wir  in  unvollendeten  und  unklaren 
Gedanken  angelangt  zu  sein  wähnen,  sofort  wieder  in  endlosem 
Nebel  verschwindet  „L'infini  est  le  goufire  oü  se  perdent  nos 
pens^.^ 

•  *) Briefvrechsel zwischen  Gr a u s s  und  Schumacher,  herausgegeben 
von  C.  A  F.  Peters. 

Lfibaen,  InAnitMimal-Bechnung.    6.  Aufl.  6 
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76. 

Denken  wir  uns  z.  B.  die  discontinuirliche  Linie  construirt^ 
die  aus  der  Function 

a 

entspringt,  so  ist  klar,  dass  man  ftbr  jedes  +x  gleiche  positive 
Ordinaten  erhält,  die  mit  immerfort  wachsenden  +x  kleiner 
werden,  als  jede  angebbare  Grösse.  Die  Achse  der  +«  ist  hier 
also  eme  Grenze,  welche  die  ihr  zugekehrten  Aeste  der  krummen 
Linie  so  nahe  kommen,  als  man  will,  sie  deshalb  aber  selbst 
im  Unendlichen  (in  der  andern  Welt)  nie  völlig  erreichen,  weil 
die  Ordinaten  nie  absolut  Null  werden,  weil  dies  ja  gldch- 
bedeutend  wäre,  die  Grösse  a  durch  Theüung  ganz  zu  ver- 
nichten.   Setzt  man  also,  um  in  der  üblichen  Bildersprache  zu 

schreiben,  a?=+oo  ,   so  wird  — 5  nicht  absolut  Null,  sondern 

eine  Infinitesimalgrösse.  Die  Achse  der  x  ist  daher  keine  Be- 
rührungslinie, sondern  eine  Asymptote. 

So  lange  in  J^=-^  das  x  noch  einen  endlichen,   wenn 

auch  noch  so  grossen  Werth  hat,  hat  auch  die  Potentiirung, 

oder  der  Exponent  2,  emen  Sinn.    Das  Symbol  — ^aber  drückt 

eine  unmögliche  Operation  aus,  indem  es  ungereimt  ist,  eine 
unendliche  (unvollendete)  Grösse  potentüren  zu  wollen.  Deshalb 
sind  auch  die  Ausdrücke :  unendlich  grosse  Grössen  höherer,  2ter, 
3ter....  Ordnung  blosse  Bedensarten  und  ihre  Bezeichnungen 
00*7  00^7 •••  ®"^  blosses  Zeichenspiel,  nur  rein  formell,  welches 
jedoch,  bei  gehöriger  Aufinerksamkeit,  nie  auf  Irrthümer  führen 

kann,  indem  man  in  kritischen  Fällen,  statt  00,  —  nur  sehr 

grosse  und  sehr  kleine  bestimmte  Zahlen  zu  setzen  braudit 

Nehmen  wir  in  t/™— 5-  die  Absdsse  a;  =  +  l,   so   erhält 

^      x^  -    ' 

man   die   Ordinaten  y=a.     Lassen    wir    nun   +x  immerfort 

kleiner  werden,  so  wachsen  die  Ordinaten  ins  Unendliche  und 

überschreiten  also  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl.    Dass 

aber  auch  die  Achse  der  y  keine  Berührungslinie,  sondern  eine 

wirkliche  Asymptote  ist  und  folgUch  kein  Punct  d^  krununen 

Linie  in  die  Achse  selbst  Mit,  mithin  auch  beide  Aeste  niemals 
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zusammenstossen ,  folgt  aus  dem  vorhergeheuden  Baisonnement 
(§   75)  und  auch  aus  der  Gleichung  {/=— ^,  die  man  auch  so 

schreiben  kann:  ^=  +  y--   (Anal.  Geom.  §  67,  b),  und  woraus 

man  sieht,  dass  flir  f/  =  oo  die  Abscisse  x  nicht  absolut  Null, 
sondern  eine  Infinitesimalgrösse  wird. 

Setzt  man  in  y=— jj  die  Abscisse  ^=0,  so  wird  formell 

^  OD 

j/  =  Y\-     I^€S  Symbol  darf  aber  hier  nicht   als  eine  wirkliche 

Ordinate  der  krummen  Linie  angesehen  werden,  welche  auf 
der  Achse  der  y  abzustecken  wäre,  sondern  als  eine  nie  zu 
erreichende  Grenze  der  Tangenten,  welche  an  die  krumme 
Linie  gezogen  werden  können.  Ueberdies  hat  es  keinen  Sinn, 
eine  Grösse,  a,  durch  ein  absolutes  Nichts  zu  dividiren,  weil 
selbst  in  einer  xmendlichen  Einbildungskraft  kein  Quotient  ent- 
springen kann,  d^  mit  dem  absoluten  Nichts  multiplicirt,  die 
Grösse    a   wieder    gäbe.      Es    deutet    also    hier    das    Zeichen 

—«=00,  oder,  indem  man  statt  der  Null  besser  eine  Infinite- 

simalgrösse  setzt,    . ,   ,  ^^  an,  dass  die  krumme  Linie  längs  der 

positiven  Ordinatenachse,  zu  beiden  Seiten  derselben,  ohne 
Ende  fortläuft. 

77. 

Die  discondnuirliche   Linie,    deren   Gleichung   y  =  —  ist, 

hat  offenbar  dieselben  Asymptoten,   wie  die,  deren  Gleichung 
a 

X' 

viel  rascher,  und  fbr  a.'<Cl  der  Ordinatenachse  viel  langsamer, 
ais  letztere.     Dies   ist  die   einzige   Deutung  der  Symbole  — , 

l,  — ^  etc.,  sowie,  wenn  dx  eine  Lifinitesimalgrösse  bedeutet: 


y=— g.    Erstere  näliert  sich  aber  für  .??>!  der  Absdssenachse 


00*'    00 

a  a 


Amnerkong.     Man  kommt  bei  diesen  Betrachtungen  un- 
willkürlich auf  die  Vorstellung,  dass  krumme  Linien  mit  unend- 

6* 


84 

liehen  Sthenkeln  in  gerade  Linien  ausarten  können,  und  dann, 
wenn  sie  zugleich  Asymptoten  haben,  in  einem  untheiibaren 
Abstände  mit  denselben  parallel  laufen.  Dieser  merkwürdige 
'  Umstand  ist  es  eben,  welcher  Gauss  zu  der  Behauptung  be- 
,  rechtigte,  dass  in  der  Euklidischen  Geometrie  ein  vollkommen 
/   strenger  Beweis  über  den  Parallelismus  gar  nicht  möglich  ist 

78. 

Die  Function  xy-^ay — &.r=0,  woraus 

giebt  für  Ä  =  a+da;,  y=  — x^r     ^^  4^/?"  =  +  cx>  ;   und  für 
a'=+oo,  y= =  6.     Die  ihr  entsprechende  krumme 

+  00 

,  Lome  hat  also  zwei  Asymptoten,  wovon  die  eine,  im  Abstände 
=  a,  mit  der  ganzen  Ordinatenachse,  und  die  andere,  in  dem 
Abstände  =&,  mit  der  ganzen  Absdssenachse  parallel  geht; 
auch  weisen  die  Vorzeichen  +  zugleich  noch  nach,  an  welcher 
Seite  die  beiden  getrennten  Zweige  der  krummen  Linie  liegen. 

Die  obige  Function,  auf  ai  reducirt,  giebt 

y—b 

,  «,,  11-7  äb  +  CLdy         ab  =+oo  ;  femer  für 

und  für  y-6+(7ä/,  x= -j^  =  ^^ 

y=+oo,  «= ä"^^^'  mithin  dieselben  Asymptoten. 

79. 

Sind  also  die  etwaigen  Asymptoten  einer  krummen  Linie 
die  Achsen  selbst,  oder  laufen  sie  mit  denselben  in  bestimmten 
Abständen  parallel,  so  sind  dieselben,  wie  in  den  vorhergehenden 
Beispielen  gezeigt,  leicht  zu  finden.  In  diesem  Falle  ist  nämlich 
ysBoo  flir  ffr=Oj  oder  j:=a,  und  ä=oo  für  y=0,  oder  9^=5. 

Haben  die  Asymptoten  aber  andere  Lagen,  so  ist  es  in  der 
Regel  am  besten,  sie  nach  folgender,  ganz  allgemeiner  Methode 
zu  bestimmen. 
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Augenommcai,  es  ad  BMN  wa  Stück  einer  krummen  Linie, 
deren  Gleichung  y  =  F(x) ,  und  DS  ihre  etwaige  Asymptote, 
D  und  E  ihre  zu  findenden  Durchachnittspunkte  mit  den 
Coordinatenachsen. 

Denkt  man  sich  dureh 
einen  Pnnct,  M(«,  y),  eine 
BerUfarungaUnie,  MT,  gezogra 
und  dann  den  BerUhrungs- 
punet  M  immer  wdter  Über 
N  hinaus  gerückt,  so  werden 
auch  die  Dnrchschnittspuncte 
T  nnd  C  immer  näher  an  D 
und  E  rücken,  ohne  üe  Sir 
.c=QO  überschreiten,  ja  selbst 
nicht  erreichen  zu  können. 

Man  hat  also  nur  die  beiden  Linien  AT  und  AC  als 
FWctionen  von  x  anszodrUckeü  und  zuzusehen,  ob  diese  Linien 
flir  x='x>  (vorauegeeetzt;  dass  y  nicht  imaginär  wird)  endlich 
Ueiben  oder  onendlidi  werden.  Im  ersteren  Fall  giebt  ee  eine 
Asymptote,  im  anderen  Fall  keine.  Wird  die  eine  Linie  end- 
Uch,  die  andere  unendlich,  so  geht  die  Asymptote  mit  der  einen 
Coordinatenachse  parallel.  Werden  beide  Linien,  fllr  ;c>=aa, 
gleichzätig  InfinitennulgrOasen,  so  geht  die  Asymptote  durch  den 
Anäuigspunct  Da  aber  dieser  Eine  Pnnct  die  Lage  derselben 
nicht  bestimmt,  so  mues  man  in  diesem  Falle  ^e  Ghrenze  des 

Bertthmngswinkels  t  (nämlich  tg  «^^)  suchen.     Weil  wir  in 

der  F%nr  AT   nc^tir  nnd  AC  positiv  angenommen,  und  also 


..(■) 


Hierin  sind  y  und   ,-   Functionen  von  x.    Substituirt  man 

diese   Functionen    und  setzt   dann   .v  =  co ,   so   findet  man   die 
Grenzwerthe  von  AT  und  AC. 


1 
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Beispiel  1.    Ist  die  Gleichung  der  krummen  Linie 

y  =  — Vor«— a«, 


a 


.  .  dy       b          X  .., . 

80  Ißt  j^=a 7 TT^,  nuthin 


AT==«-?^«-*=^ 


or  X 


A  i^        6  ,/-:= r       6  «*  —        oft 

AC—  — yar« — a«— ^ =  + 


Beide   Linien    werden    fbr   x  =  cc    gleichzeitig   Null.*)      Die 
Asymptote  geht  also  durch  den  Anfangspunct 

b  1 

a=co    und  mit  Berücksichtigung   des   doppelten  Vorzeichens 
tg  T  s= + — y  wodurch  die  Lagen  beider  Asymptoten  bestimmt  sind. 

Beispiel  %    Für  die  krumme  Linie,  deren  Gleichung 


ist,  hat  man-^=l x= = — ;  -j-^-z =; 

da?  Ä*  a*        dy      a* — a* 

AT=  2«?. a«_    AC=?^'+2a. 

a — a       a       -  a: 

a 

Für  «=00  ist  AT  =— 2a  und  AC=2a. 

Für  a?=+(ic  ist  y=±oo,  AT=0,  AC— +oo. 

CJm  also  keine  Asymptote  zu  verfehlen,    muss  man  auch 
y=oo  setzen. 


*)  Also  nicht  absolut  Nichts,  sondern  unendlich  klein,  weil  der 
Punct  T  der  Tangente  TM  von  der  Asymptote,  als  nie  völlig  zu 
erreichende  Grenze  der  Tangenten,  um  eine  Infinitesimalgrösse  ent- 
fernt bleibt. 


Viertes  Buch. 


Bestinumuig  des  wahren  Werthes  einer  Function  von 

der  nnbestimmten  Form: 

«,  i-,  O.oo,   00,  (»0,  100^   00  —  00. 


80. 

Jüime  gebrochene  Function  kann  ftir  einen  besondem  Werth 
der  veri&nderlichen  GrOsse  auf  die  Form  ^  filhren,  die  man  nicht 
als  bedeutungslos  übersehen,  sondern  deren  wahr^i  Werth  man 
bestimmen  muss. 

Construiren  wir  z.  B.  die  Function 

_  a?»— 8 
^~2(a?— 2)' 

■ 

80  hat  man  für  x  =  0^  1,  2,  3,.. — 

y=2,  3|^,  $,  9|,... 

Ausgenommen  fiir  .r=2,  erhält  man  für  jeden  andern 
positiven  oder  negativen  Werth  von  a  einen  bestimmten 
Werth  für  y.  Es  drängt  sich  deshalb  d^  Gedanke  auf,  dass, 
weil  die  Puncte  für  Abscissen,  so  nahe  an  2,  als  man  will, 
stetig  auf  einander  folgen,  auch  fiir  die  Absdsse  ^=2  die 
Ordinate   y=^    einen   bestimmten   Werth    haben   und    die 

gebrochene  Function    -^ — ^   stetig  sein  muss.     Dass  sie  es 

wirklich  ist,   ergiebt  sich,   wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch 

^—2  dividirt.    Dann  hat  man  -^ h^= s }  ^^^  ^ 
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nun   beide  y   nur   an   Form   verschiedene   Ausdrttcke   fbr  jedes 

bestimmte  x  einerlei  Werth  haben  müssen,   so  muss  auch  fiir 

.r  =  2,  §=6  sein. 

Dasselbe  findet  man  auch  durch  Benutzung  der  Infimteflimal- 

grossen.    Setzen  wir  nämlich,  um  beiderseits  unendlich  nahe 

an  den  Punct  der  krummen  Linie  zu  kommen,  dessen  Absdsse 

x=2  ist,  2  +  db  statt  2,  so  ist,  weil  höhere  Potenzen  von  dx 

•j-  ^11         (2+d^)»-8       +12.cte        ,    ^ 

gegen    niedrigere    wegfaUen,    2(2+>-2)  ~  T^?^  =  +  ^- 

Der  Quotient  ist  eine  endliche  Grösse  und  hat  nur   ein  Vor^ 

^s 8 

zeichen,  als  Beweis,  dass  die  Function  ^^t ^  continuirlich  und 

2(«  —  2) 

für  ;i?=2,  die  Ordinate  §  =  +  6  ist 

Die  gebrochene  Function  --^  dagegen,  welche  für  ^=0 

eben&Qs  auf  das  algoriihmische.  Symbol  %  führt,  erkennt  man 
auf  den  ersten  Blick  als  eine  discontinuirliche.  Denn  denkt 
man  sich  für  x  sehr  kleine,  der  Null  immer  näher  kommende, 
sowohl  positive  ab  auch  negative  Brüche  gesetzt,  so 
leuchtet  ein,  dass  der  Quotiebt  sowohl  im  positiven  als  nega- 
tiven Sinne  über  alle  Grenzen  wächst,  und  dass  also  fbr  ^=»0 

der  Bruch  — — =g=+oo. 

x^        "      — 

Hin  »1» 

Die    ganze   Ordinatenachse   der  Linie   j^=  — j-  ist  eine 

Asymptote.  Die  Absdssenachse  wird  nach  beiden  Seiten  hin 
unzählige  mal  durchschnitten,  weil  der  Zähler  sin^  fiir  wach- 
sende +  X  abwechsehid  positiv  und  negativ  und  *Null  ist 

sin^ 
Setzen  wir  in  — z-,  um  unendlich  nahe  an  den  Punct  zu 

kommen,   dessen  Abscisse  x  =  0   ist,   +(2>   statt  0   und  be- 

flin  X 
denken,    dass  fmdx  =  dxj    so  ist  hier  fiir  ^«  =  0,   — r"  "^  ^ 

dx^        dx 
Femer  ist  flir  a=0,^  =  §=:^=oo  «  etc.     (§   76.) 

Man  kann  auch  die  Lehren  der  Analysis  zu  Hülfe  nehmen. 
So  ist  z.  B.  (Analysis  §  80) 

sin,r X  —  \x^  +  t?tj^^  —  *  ■■ 1 — ^x^  +  x^n^^  —  »»■ 

j**  x^  X 
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.  Lttsst  man  nun,  sowohl  von  positiver  als  auch  negativer 
Seite  her,   ;v=0  werden,   oder  setet  statt  x  die  Infinitesimal- 

grosse  +dr,  so  hat  man  wieder  — 8-=+«)   flir  a:=0. 

F(a) 
Die  Ursache,  weshalb  eine  gebrochene  Function,  ^t-^j  ^ 

einen  gewissen  Werth  von  x  auf  die  unbestimmte  Form  ^  führen 

kann,  liegt  also  offenbar  darin,   weil  Zähler  und  Nenner  einen 

Factor  gemein  haben,  der  fiir  diesen  Werth  von  x  verschwindet. 

Obgleich  nun,   so  wie  in  vorhergehenden  Bespielen,  auch 

F(x) 
in  anderen   Fällen,    wo    eine    gebrochene   Function   -^-if    f^ 

einen  besondem  Werth  von  x^  den  wir  mit  ^r^  bezeichnen 
woQen,  auf  die  Form  %  ftahrt,  der  gemeinschaftiiche  Factor 
von  F(x)  und  f(x)  sich  immer  nach  den  Lehren  der  Analysis 

entfernen,    und    der  wahre  Werth   von       *  ^{"^  %    bestimmen 

lässt,  so  geschieht  dies  doch  in  vielen  Fällen  leichter  durch 
Differentialrechnung,  .wie  der  folgende  Paragraph  zeigen  wird. 


81. 

F(x) 
Setzen  wir  in  der  gebrochenen  Function  -f^-r  ,  welche  für 

xs=xq  auf  ^  führt,  Xq-^-H  statt  x  und  entwickehi  sowohl  Zähler 
als  Nenner,  jeden  besonders,  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatz 

(§  46),  so  ist 

F(xo  +  h)_F(xo)+F'(xo).h+iF\x,).h*+,... 

fi^o  +  h)      f(^o)+  fM^h+if\x,).h^+..,. 
oder  weil  rechter  Hand  im  Zähler  und  Nenner  F(;vo)  und  f(xo) 
Null  sind,  nach  Weglassung  derselben  und  darauf  folgender  Ab- 
kürzung durch  h 

F(xo  +  A)_F(xo)  +  iF>o),^  +  >..  ,  . 

A^o+*)~r(^)H-i n^o) .*+...-  ^'^ 

Setzt  man  nun  beiderseits  %=0,  oder  h=  einer  Infinitesimal- 
grösse,  so  ist  auch 

F(a;o)__0^      F>o) 

A^o)       0  ^  fixoY 

d.   h.  also,   wenn   eine   gebrochene  Function,  7^-c,  für  einen 
besondem    Werth    von    x  =  Xq    auf    den   imbestimmten    (viel- 
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deutigea)  Ausdnick  %  f&hrt,  so  findet  man  den  wahren  Werth 
desselben,   indem   man  ganz   ein&ch  Zähler   und  Nenner   des 

Bruches  -A-^-,  jeden  besonders,  differentiirt  und  durch  dx 

dividirt,  alsdann  in    J:  l    für  x  wieder  densdben  Werth  Xq 

substituirt.    Sollte  auch    J:  ^^    wieder  auf  ^  führen,  so   muss 

man  diese  Operation  wiederholen  und  Zähler  und  Nenner  der 

Function    J)  {   aufe  Neue   differentiiren   etc.     Dies  folgt  auch 
f  W 

aus  der  obigen  Entwickelung  (1),  wo  dann  im  Zähler  und 
Nenner  die  beiden  ersten  Glieder  verschwinden.  Dividirt  man 
darauf  durch    |A*,    und  setzt  As=0,    so    ist  in   diesem   Fall 

F(^o)  _  0  _  n^o) 

Beispiel  1.    Für  x=2  ist 


2(^—2)       0         2 


Beispiel  2. 

Für 

^=0  ist*) 

1  —  cos  X 

0       mRx 
"  Q~    2x 

o_ 

0 

COS^ 

2    "" 

1 

2- 

Baispiel  3. 

Für 

^==90«  ist 

COSÄ- 

-sinar 

+  1       0 

—  sin^ 

—  cos^ 

1 

cos^ — sina: — 1       0       — sin^r — cosa? 

Beispiel  4.    Für  ars=a  ist 

a  —  x — ala  +  alx 0 (2aj? — x^)^ - 

«  — y2aar— .r2    ""  0  ~"  x         ~        ' 

82. 

Aufgabe.  IVIan  bestimme  die  Werthe  folgender  Functionen 


*)  Es  ist  (Analysis  §  80) 
1— coso;  V      1.2^1.2.3.4     ""^        1     ,«.. 


.r*  Ä«  1.2 


» 

I 


91 


1.  Für  ^=0. 

,  V     c*  —  C-*  ,  V    sin*«  .  .    sin  a? 

.  .   a  —  siiiÄ  ,.   c*— e""*— a»         .  V   o* — 6* 

(*)  — s — ;       W  — r~' — ?     (•) ; 

2.  Für  a=l. 

/  \       ^  /  \   ^* — 1  /  \   «"—1  ,    .    1— ,a? 

0)  ^ztt;    (")  ^s^i?    w  ^^5    0»)  -^- 

AnfldBiing.    Man  findet  der  Reihe  nach  die  Werthe: 
0;  2;  1;  i;  —1;  la-Jb;  1;  i;  n;  -1. 


88. 

FW 
Qiebt  die  gebrochene  I\inction  -77-^  t&x  a=aQ  den  Aus- 

druck  ^j  80  läsflt  sich  dieser  Fall  auf  den  vorhergehenden  ^ 
aurttckftühren«    Denn  ist  F(^)  und  /*(^o)  =00^  so  ist 

und  -:^ — r  =0.    Nun  ist  aber 


1 

F(^o) 

[/W]^-F(a?o)"*/(«o)' 
FW      «     FW 

Die  Begel  bleibt  also  ganz  dieselbe,   wie  in  §  81.    So  ist  z.  B. 
für  a:  =  90<> 

tg  5x ^ 5  1     Scos^g? ^ 

tg  a?       *       cos*5«'  cos^ar       C08*5:r      ^ 

—  lO.cosÄ.sina:         sin  2^       ^ 


—  10.cos5Ä.sin5^      sin  10^     ^ 

2cos23?    ^   2eosl80o   _  — 2  _ 
10.cosl0.r~10.cos"900^~  — 10~*' 
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84. 


Führt  das  Product  F(x).f(a)  ftr  «=a-o  auf  die  Fonn 
0.00,  wo  also  F(a?o)  =  0  und  /'(«o)aBBoo  ist,  so  lässt  sich  auch 
dieser  Fall  wieder  auf  ^  od^  ^  zurttckftQireD.    Denn  es  ist 

F(^o).A^o)  =  0.a)=?^  =  ^^?J^=^^  mithin 


F(äo).A^o)  =  0.oo=  — 


Beispiel.    Für  .r=0  ist 

85. 

Führt  eine  Ezponentialfunction,  [F(d*)y(«>y  fOx  x'^a^  auf 
eine  der  Formen  0^,  oo^,  1"*,  so  setze  man,  um  auch  diese 
FÜle  auf  den  vorhergehenden  ^  oder  ^  zurüdczufbhren,  den 
gesuchten   constanten   Werth  der  FunctionesA,   so  dass   also 

A=\F(ai)y^\ 

Nimmt  man  nun  beiderseits  die  Logarithmen,  so  ist 

iA^f(x).mx), 

und  man  muss  nun  den  Werth  des  gebrochenen  Exponenten 
ftbr  x=Xfi  bestimmen. 

Beispiel  1.    Für  a;=l  ist 

1  fa         .  1       ^ 


e 
Beispiel  2.    Für  ^=0  ist 
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Beispiel  8.    FOr  «ssqo  ist 

0  +  ^) 


0        x  +  — 


Beispiel  4.    Für  ;r=l  ist 

l(l-x) 

Beispiel  6.     Für  .r  =  l  ist 

86. 

I^ühren  endlich  zwei  gebrochene  Functionen  auf  die  Form 
00  —  00,  80  mufls  man  sie  auf  einerlei  Benennung  bringen.  So 
ist  z.  B.  für  x=l 

1  1  la—x+1       0 

00  —  00 


a — 1       Ja  {x  —  l)Lv        0 

1 


a  . 1 — a  — 1 1_ 

X 


87. 

In  den  Fällen,  wo  die  ftkr  a=a:o  im  Zähler  und  Nenner 
▼erschwindenden  Factoren  auf  gebrochene  Potenzen  erhoben 
sind  und  also  die  Reihen  in  (1)  §  81  nicht  nach  ganzen  Po- 
tenzen von  Ax  fortschreiten  können,  wie  es  die  Diffarential- 
recfanung  verlangt,  kann  dieselbe  auch  zur  Bestimmung  des 
wahren  Werthes  der  gebrochenen  Function  keine  Dienste 
lasten  (§  46).  Man  muss  dann  Hülfe  in  der  Analysis  suchen, 
wdche  ohnehin  manchmal  viel  scfandler,  als  die  DiffiBrential- 
rechnung  zum  Ziele  führt    Ist  z.  B. 

y=-, — ^> 

(a  —  a)* 
so  ist,  wenn  a:=:a  ist,  y=^. 
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Das  Differentiiren  (wddies  hier  kein  Ekide  nimmt)  würde 
hier  nicht  zum  Zide  Alhren.*)  Man  setze  deshalb  a+h  statt  x^ 
so  ist 

[(a+ft)»-a»]'  ^(2^  +  ^«)*_A*(2a+*)^_.g       ,.| 
^         (a+h—a)^  Ä?  Ä«  V     -r  ; 

setzt  man  jetzt  h=Oy  so  ist  y=^=(2a)  . 

BeispieL    Es  ist  ftkr  ^»»a 

_a^—4:aa^  +  7a^a—2a^—2a^2aa—a^_  0 
^~  a?«  — 2flw:  — a*+2ay2öw?— ;p"2  ""0* 

Setzt  man^  weil  das  Differentiiren  hier  zu  weitläufig  ist, 
a+h  statt  jPy  so  ist 

^2a»+2a^ft— aA>+ft>  — 2aYa>+2aA  . 

Verwandelt  man  Va^+2ah  =  a\l'\ j    und  Va*— ä*  = 

afl j J    in  Reihen,  so  ist 

*V^ay      "V^T     2a»^2a»     8a*^  8a^      ' ' ' '  )* 

Dies  in  (1)  substituirt  und  gehörig  reducirt,  kommt 

jÄi_j*l4.....      ^1-^44- 

*  g       *  o*  *  g       *a*    

^~_Ä^ .hl_        — 1 A« 

4a»     *a*  4a»     *a*     

Setet  man  nun  h*^Of  so  ist  dir  «s^a 
y=:8=— 5a. 

♦)  Aus  der  Gleichung  folgt:  y  = saS»-~«»2a,dahery(2a)  . 

x-^ct  1 


Fünftes  Buch. 


Maxima  nnd  Minima. 


88. 

£ime  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Differentialrech- 
nung besteht  darin,  diejenigen  Werthe  der  absolut  veränder- 
lichen Grösse  zu  bestimmen,  Air  welche  die  daraus  gebildete 
Function  sich  im  Zustande  des  Maximums  oder  Minimums  be- 
findet   Sei  allgemein 

eine  gesonderte  Function,  die  wir  ims  der  bessern  Anschauung 
halber  construirt  denken  wollen.  CD  möge  ein  Stück  der  ent- 
sprechenden krummen  Linie  sein. 

Denkt  man  sich  diese  fingirte  krumme  Linie  durch  den 
Endpunct  der  parallel  mit  sich  selbst  fortgleitenden  veränder- 
lichen Ordinate  CB  beschrieben,  so  sieht  man,  dass  dieselbe 
eine  Zeit  lang  wächst,  von  C  bis  M,  und  dann  wieder  abnimmt, 
von  M  bis  m;  femer  wieder  wächst  und  wieder  abüimmt  etc. 

l^Ian  sagt  nun,  die  Ordinate  MP  befinde  sich  im  Zustande 
des  Maximums,  wenn  die  nächst*)  vorhergehende  und 
nächst  folgende  Ordinate  beide  kleiner  sind.  Bei  unserer 
fingirten  Linie  wäre  dies  viermal  der  Fall,  nämlich  bei  M,  N, 
O  und  Q.     Die  Ordinate   befindet  sich  dagegen  im  Zustande 


*)  Wir  sagen  hier  absichtlich:  nächst  (unmittelbar)  vorher- 
gebende und  folgende,  um  für  den  Fall,  wo  die  Function  sehr  nahe 
liegende  Maxima  oder  Minima  hätte,  keins  davon  zu  überspringen. 


des  tümmums,  wenn  die  nächst  vorliei^;eheDde  und  nScliBt 
folgende  Ordinate  bdde  grOaser  sind,  wie  es  hier  in  den 
Functea  m,  n,  o,  q  der  Fall  ist. 


Um  also  in  den  Zustand  eines  Maximums  zu  kommen,  muss 
die  Ordinate  erst  eine  Zeit  lang  wachsen  und  darauf  wieder  ab- 
nehmen; umgekehrt  ist  es  Wm  Minimum,  da  moss  die  Ordinate 
erst  ahuehmen  und  darauf  wieder  wachsen ,  wo  dies  nicht  der 
Fall  ist,  da  kann  auch  von  einem  MaTrimnm  oder  Minimum 
nicht  die  Rede  seön.  Die  Parabel  z.  B.  kann  also  weda-  ein 
Blaximum  noch  Minimum  haben. 


89. 

Die  figOrliche  Darstellung  der  Functioii  j/='F(2)  durch 
eine  krumme  Linie  führt  wohl  allon  schon  zu  d^  richtigen 
VoTBtellung,  dass  für  diejcoiigen  Ptincte,  wo  die  fortglätende 
Ordinate  sich  im  Zustande  eines  Mait'inuT'"'  oder  MiniTnumw  be- 
findet, wie  z.  B.  in  M,  m,  Q,  q,  die  BerührnngBlinie  entweder 
parallel  mit  der  AbscisseiiachBe,  oder  senkrecht  darauf  sein 

und   mithin   der  Difiercntialcoe£Bdent  ^    (die   trigonometrische 

Tangente  des   BerUhningswinkek)  — «0  oder   ^oo   sein  muss.*) 

Um  jedoch  diese  Behauptung  zu  bewdsen    und   zugleich 

eine    allgemeine    R^;el    au&ustellen,    nach    welcher   man    den 

Werth  (die  Werthe)   von  x  bestimmen  kann,   für  welchen  die 


*)  Vonoageoeut  jedoch,  dasa  fiir  den  Werth  ron  x,  für  welchen  -^ 
^0,  go,  die  Function  selbst  nicht  iniaginfir  ist.  Ist  z.  B.  S— •— f^^ill^ 

--'S- 

dx 
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Function  y  =  F(«)  ein  Maxirnnm  od^  Minimum  wird,  lassen 
wir .  dieses  unbekanntem?  um  eine  sehr  kleine  Grösse,  A^ 
wachsen,  so  ist 

,+  A,=FW+|.A-+Ö.A|V... 

Da  nun  unter  allen  Umständen  (selbst  in  den  Ausnahme- 

&llen)  der   erste  Differentialquotient     —^     die     trigonometrische 

Tangente  des  Berührungswinkels  giebt,  so  ist  vermöge  §  47 
Folgendes  klar: 

Au 

1.  So  lange  der  erste  Differentialquotient  -?-   positiv   (und 

endlich)  ist,  ist  der  Berührungswinkel  spitz  und  es  wächst  die 
Ordinate  (Function)  z.  B.  von  C  bis  M,  von  m  bis  N,  von  o 
bis  Q. 

2.  So  lange  der  erste  Differentialquotient  negativ  (und 
endlich)  ist,  ist  der  Berührungswinkel  stumpf  und  es  nimmt  die 
Ordinate  ab,  z.  B.  von  M  bis  fit,  von  Q  bis  g. 

8.  Wenn  also  die  Ordinate  (Function)  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeht,  so  muss  nothwendig  auch 
der  erste  Differentialquotient  sein  Vorzeichen  umkehren,  und 
mithin  für  die  Werthe  von  ^,  wo  dieser  Uebergang,  also  ein 
Maximum  oder  Minimum  Statt  findet,  nothwendig  ■»  0  oder 
=f  00  sein.*) 

90. 

Y&  ist  also  klar,  dass  nur  für  solche  Werthe  von  x  die 
Ordinate  (Function)  ^=F(.v)  in  den  Zustand  eines  Maximums 
oder  Minimums  kommen  kann,    für   welche  zugleich  auch  der 

erste  Differentialquotient  -p  =  F'(a:)  entweder  =  0  oder  =  oo 

ist    Umgekehrt  darf  man  jedoch    nicht    behaupten,    dass   fikr 

alle  die  Werthe  von  ä-,  flir  welche  ;^  =  0  oder  =  c»  ist,  auch 

nothwendig   ein  Maximum   oder  Minimum   Statt  finden   müsse. 

*)  £iiie  Function  einer  veränderlichen  Grösse,  F'(x),  kann  überhaupt 
nur  ihr  Vorzeichen  ändern,  d.  h.  vom  Positiven  zum  Negativen  oder  um- 
gekehrt übergehen,  indem  sie  erst  0  oder  od  wird.  Die  Function  (a^xf 
z.  B.  ist  für  X  <  a  positiv,  für  o;  >  a  negativ,  für  o;»»  a  NuIL  Die  Function 

; ;=  ist  für  d;ssa  unendlich,  ireht  also  vom  Positiven  zum  Negativen 

(a — Q^  ° 

durch's  Unendliche  über. 

LftlweB,  Inflnitesiinml-BecliikQiig.  6.  AnfU  7 
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Denn  es  kann  der  erste  Dififerentialquotient  eine  Zeit  lang 
positiv  (negativ)  sein,  bis  zu  Null  abnehmen  (Punct  f),  oder 
auch  unendlich  werden  (Punct  t;),  und  dann  statt  sein  Vor- 
zeichen zu  ändern,  wieder  in's  Positive  (Negative)  übergehen, 
so  dass  also  die  Ordinate  von  q  hiaD  fortwährend  wächst 
Zwischen  diesen  Puncten  kann  es  denmach,  der  Erklärung  §  88 
zufolge,  weder  Maxima  noch  Minima  geben.    Für  ein  MAYinniin 

oder  Minimum  ist  ausser  der  Bedingung  ■^'='0  oderasoo  auch 

nothwendig  noch  die  erforderlich:  dass  der  erste  Differential- 
quotient im  Uebergange  durch  diesen  Zustand  sein  Vorzeichen 
ändert  (§  89,  1,  2,  3),  weil  die  nächst  vorhergehende  und  fol- 
gende Ordinate  beide  kleiner  (grösser)  sein  müssen. 

91. 

Als  eine  ganz  allgemeine  K^el,  die  Werthe  von  as  zu  fin- 
den, fllr  welche  die  Function  (Ordinate  y=sF(x)  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist,  könnte  demnach  folgende  dienen: 

1.  Man  diflfenBntiire  die  vorliegende  Function  und  suche 
den  Werth  (die  Werthe)  von  Xj  fiir  welchen  der  Differential- 
quotient F'(«)ssO  oder  F^(a!)s=i  c»  wird.  Hat  man  diesen  mit 
a^  zu  bezeichnenden  Werth  (die  Wurzeln  der  Gleichung  F^(s) 
=  OoderF'(a;)  =  oo)  gefunden,  so  sehe  man  zu,  ob  der  nächst 
vorhergehende  und  nächst  folgende  Werth  dieses  Differential- 
quotienten, d.  h.  wenn  h  eine  hinreichend  kleine  Grösse  bedeutet 
(Rdbk.  §  88),  ob  F(a:o  — Ä)  und  F(a^+Ä)  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben.    Ist  dann 

2.  F'(«o — Ä)  positiv  imd  F'(4?o  +  A)  negativ,  so  geht  die 
Function  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  über,  und  es  findet  ein 
Maximum  Statt  (Punct  M,  Q  etc.).  Umgekehrt  findet  ein  Mini- 
mum Statt,  wenn  F'(a?o  —  A)  negativ,  und  F'(jj^  +  h)  positiv  ist. 
Die  Function  geht  in  diesem  Falle  vom  Abnehmen  wieder  zum 
Wachsen  über  (Punct  m,  w,  g). 

92. 

Für  die  am  häufigsten  vorkommenden  Maxima  und  Minima, 
wo  die  BerUhrungslinie  mit  der  Abscissenlinie  parallel  geht,  und 
mithin  alle  Differenti^quotienten  stetig  bleiben,  giebt  uns  der 
Taylor 'sehe  Lehrsatz  noch  eine  andere  B^el,  welche  meistens 
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« 

yid  leichter  anzuwenden  ist,  als  die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen gegebene  ganz  allgemeine  RegeL 

Ist  nämlich  ^o  ^^  Werth,  ftlr  welchen  y«*F(«)  em  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird,  so  sind  F(a;^  —  Aa)  und  F(a?o  +  Aa) 
die  nächst  vorhergehenden  und  nächst  folgenden  Ordinaten. 
Oder,  indem  man  diese  beiden  nächsten  Zustände  nach  dem 
Taylor'schen  Lehrsatz  entwickelt: 

wo  die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  von  +  A^  in  beiden  Fällen 
dieselben  Vonseichen  haben.  Da  nun  aber,  sowohl  ftir  ein 
Ma-riTTinTn  als  Minimum  der  erste  Dififerentialquotient  F'(^o)s8  0 
ist,  so  bleibt  uns  noch 

P(^+A«)=F(xo)+F-(*o).yJ+F'"(*i,).j^3-h.... 

Je  nachdem  nun  ftlr  denselben  Werth  a^y  ftkr  welchen  der 
erste  Difierentialquotient  F'(d?o)=0  wird,  der  zweite  DüFerential- 
quotient  F"(a:o)  positiv  oder  negativ  ist,  wird  die  Ordinate 
¥{^)y  sowohl  rückwärts  als  vorwärts  gleitend,  wachsen  oder 
abnehmen,  d.  h.  die  unmittelbar  vorhergehende  und  folgende 
Ordinate  F(aro  —  A«)  und  F(^4- Aa?)  grösser  oder  kleiner  als 
F(^o)7  niithin  letztere  ein  Minimum  oder  Maximum  sein. 

98. 

Zur  Bestimmung  derjenigen  Maxima  und  Minima,  wo  die 
Bertthrungslinie  parallel  mit  der  Absdssenachse  geht,  lautet  also 
die  ein&che  B^el:  Man  setze  den  ersten  Differentialquotienten 
F^(^)=0  und  substituire  den  Werth  ^,  welcher  dieser  Gleichung 
Genüge  leistet,  in  den  zweiten  Di£ferentialquotienten  F^^(a;).  Je 
nachdem  dieser  dann  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man  ein 
Minimum  oder  Maximum. 

Zusatz.  Es  kann  sich  treffen,  dass  ftkr  denselben  Werth 
aoy  für  welchen  der  erste  Differentialquotient  =  0  wird,  auch 
der  zweite  Differentialquotient  =  0  ist,  alsdann  hätte  man  .noch 

F(*o+Ax)=F(*b)  +  P'"(«o).^f^+F'T(^).j^^++... 

Ist  nun  der  dritte  Differentialquotient  F^^^Wq)  positiv,  so 
wird  ofienbar  (§  46,  5)  mit  wachsender.  Abscisse  (4-A^)  auch 

7* 
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die  Ordinate  F(.ro)  wachsen^  und  roit  abnehmender  Abecisse 
( — Ax)    abnehmen,    weil    ( —  A.r)*=a  —  A«*.     Es  ist  dann 

F(^o  —  A.^)  <  F(^o)  imd  F(^o  +  A«)  >  F(äo)-  Ist  der 
dritte  Differentialquotient  negativ,  so  hat  man  umgekehrt 
F(d?o  — Aä)  >F(.ro)  und  F(ao  +  Aai)  <F(äo)-  ^  ^den 
Fällen  kann  also  F(^o)  ^^er  em  Maximum  noch  ein  Minimum 
sein  (§  88). 

Ist  aber  flir  denselben  Werth  von  Xy  für  welchen  sowohl 
der  erste  als  zweite  Differentialquotient  s=  0  ist,  gleichzeitig  auch 
der  dritte :=0,  so  hat  man  noch 

F(^  +  A^)=F(To)  +  F"(*,).^^  +  FV(ar).-m^V.... 

und  es  ist  dann  F(xq)  ein  Maximum,  wenn  der  vierte  Differen- 
tialquotient  negativ,  ein  Minimum  dagegen,  wenn  er  positiv 
ist  etc.,  d.  h.  wenn  für  einen  Werth  von  x=Xq  mehrere  auf 
einander  folgende  Differentialquotienten  vom  ersten  an  gldchzeitig 
verschwinden  F'(a:o)  =  0,  F"(^o)=0  etc.,  so  findet  nur  dann  ein 
MAYiTniim  oder  Minimum  Statt,  wenn  der  zuerst  nicht  verschwin- 
dende von  gerader  Ordnung  ist 

94. 

Aufgabe  1.    Für  welchen  Werth  von  x  wird 


ein  Maximum  oder  Minimum? 

AuHdflong.    Nach  der  gegebenen  Regel  ist  hier 

^  =  2a:-4. 
Aus  0?«— 4i:+8  =  0  folgt  a?=2  +  l. 

Für  ^=3  wird^  =  2.8  —  4  also  positiv,  y  ein  Minimum. 

Für  a?=l  wird-T-^  =  2 — 4  also  negativ,  y  ein  Maximum. 
Und  zwar  ist  das  Minimum  «« 5,  das  Maximum=6j. 
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Aufgabe  2.  Man  bestimme  die  Maxima  oder  Minima  von 
der  Function 

y=^  — 1^*4-4«»— 5a;«+3ar+l. 

AuflÖBiing.    Aus  der  Gleichung 

^  =  a:^_6^«4- 12«*  — 10^  +  3  =  0 

findet  man,  dasa  sie  die  vier  reellen  Wurzeln  1,  1,  1  und  3  hat. 
(Analjsis  116.)  Um  zu  entscheiden,  ob  fUr  «=1  und  «=3 
ein  Maximum  oder  Minimum  Statt  findet,  substituiren  wir  diese 
Werthe  statt  x  in 

^  =  4a:»— 18a:»+ 24d?— 10. 

dhi 
Für  «=3  ist  -T^  positiv,  daher  ein  Minimum  ys=0,l. 

Für  x^^\  hingegen  ist  auch  -=-^  =  0,  deshalb  müssen  wir 
noch  weiter  differentiiren 

0— 12««-36rc-i-24. 

Für  a;=l  ist  auch  der  dritte  Difierentialquotient  =0,  der 
vierte  aber,  nämlich 

^=24.-36 

ist  ftbr  x^=^\  negativ.    Für  x^^\  ist  also  y  ein  Maximum"«!,?. 

Anmerkung.  D^  Grund^  dass  ftLr.  denselben  Werth  von  x 
mehrere  sucoessive  Difierentialquotienten=0  werden  können,  ist 
leicht  einzusehen.  In  obigem  Beispiel  lässt  sich  der  erste  Diffe- 
rentialquotient, in  Factoren  zerl^t,  auch  so  schreiben: 

^— (o?— 1)».(^— 3),  mithin  (§  22) 
ax 

g=(«_3).3(«—l)«4-(ar— !)»=(«— 1)»(4«— 10) 
^=(4r— 10). 2(iF—l) +  («  —  !)«. 4=  (a;—l)  (12«— 24) 
^«=(12«— 24)-t-(ar  — l).12=24x— 36 


und  es  ist  klar,  dass  die  drü  ersten  Difi^ireDtialquotienteD,  wegen 
dee  gemeönschaftUcheo  Factors  x  —  1,  &a  x='\  ^ei«diz«tig  ver- 
schwinden  müssen. 


Aufgabe  8.    FUr  welchen  Werth  von  r-  wiitt 

ön  Maximum  oder  Uinimum?    (Änalysis  §§  73  und  80.) 

AnflSsung.  FUr  «s=0  wird  jeder  der  drei  ersten  Diffe- 
rentialquotieDteD  ^0,  Aer  vierte  aber  posHiT.  Für  ^=0  giebt 
ee  also  ein  Minimum,  9^=4.  Man  kann  also  auch  nacb  dem 
Maximum  oder  Hitümum  conveigenter  Reihen  fragen. 

97. 

Anfgabe  1.    Für  wdchen  Werth  von  x  wird 
j/  =  6  +  c(jr— a)» 
ein  Maximum  oder  tfininmm  ? 

AofUSnug.    Man  hat  hier  zuerst 
^. 


^   *■/     ^r 

(«— a)' 

Dieser  erste  DifierentialquotieDt 
kann  für  keinen  bestimmten  Werth  von 
«=0  werden.  Es  wird  aber  od  fltr 
x  =  a.  Für  diesen  Werth  von  x  steht  die  BerUhrangslinie 
senkrecht  auf  der  Absossenachse.  Um  zu  entscheiden,  ob  ein 
MayrnnT"  oder  Mi^imtiTn  oder  Keines  von  bdden  Statt  findet, 
mÜBsen  wir  jetzt  (weil  hier  alle  Differentialquotienten  fllr  x^a 
unendlich  werden  §  46,  S)  die  allgemeine  R^el  §  91 
anwenden. 

Wir  sttbstitoiren  also  a+h  statt  a,  dann  ist 

IMeeer  erste  IMäerentialquotient  ändert  also  von  x=a — h 
bis  *s=o-i-Ä  sein  Vorzeichen.  Für  x'=a — h  ist  er  ne^tiv, 
der  BerOhrungswinkel  %  stumpf;  ftlr  x  =  a-\-h  ist  er  positiv, 
der  Berührungswinkd  t  spitz.     FUr  x=a   giebt   es   also    ein 


yiniiiTinin,  y=:b.  Die«  kann  man  auch  acbaa  unmittdbar  aus 
der  g^btäien  Function  y  =  b+e(x — o)^  erkennen,  wal  für 
j;«a,  y=6  und  für  x=a^-h  immer  j/>-ft  ist 


Aufgabe  B.  Ee  ist  von  einem  Dreieck,  ABC,  OruncUinie 
und  Höbe  gegeben,  BC=o,  AK  =  Ä.  Es  aoll  darin,  wie  Figura 
zeigt,  eäa  Rechteck,  DEFG,  so  gez^chnet  werden,  daas  der 
PUcbeninhalt  desselben  möglichst  gross  (ein  Maximimi)  wird. 

AnflSsiuig.  Es  ad  die  unbekannte 
Hohe  des  Rechtecks  DO:  =  x,  eo  ist 
AL=Ä — X,  Die  andere  Seite  DE  des 
Rechtecks    ei^ebt    sich    aus    h — x  :  h 

=-DE:o,  woraus  DE=|^(Ä—a:).    Der 

Inhalt  2  des  Rechtecks  ist  also  durch 

auBgedrU(^,    so  dasa    also    s  eäne   Function  von  x  ist     Mao 
hat  nun 


Aus  h  —  2x^0  folgt  x=\h  und   da  der   zwdte  Differential' 
quotient 

^ ^ 

negativ  ist,   so  findet  ein  MaTimnin   Statt**)     Von  einem 
Minimum  kami  hier  offenbar  nicht  die  Rede  sein. 


Ao^be  S.  In  einem  gegebenen  Kreise  ein  Rechteck  zu 
besdireiben,  dessen  Inhalt  0  ein  Ma-riTnim  ist 

*)  Für  den»elbeii  Werth  von  x,  fiir  welchen  die  Fnnction  i(Ä— «)  dn 
Haumam  cnler  Hiniiaain  üt,  wird  es  offenbar  anch  daa  Prodoct  j-  •  x(A— x). 
Han  kaon  abo  dei  leichtem  Schreibern  halber  bei  Bestimmung  der 
Hazima  und  Hinima  einer  Fnnction  von  x  die  conatanten  Factoreo, 
womit  dlewlbe  mnltiplicirt  ist,  gleich  nnberöcksichtigt  lauen. 

**)  In  der  Kegel  sieht  man  es  schon  totbus,  ob  ein  Haiimnm  oder 
.Hinimtun  Statt  findet  und  hat  deshalb  selten  nötfaig,  den  oft  lästigen 
Eweiten  Differentialqnotlenten  la  entwickeln. 


Aufifisung.  Sei  der  g^ebene  RadiuB  =r,  die  Gmadlinje 
des  fraglichen  Rechtecks  =£,  also  die  Höhe»«» V4r*  —  x',   so 

ist  äer  Inhalt  

x=xV4r*—x\ 
Für  densdben  Werth  von  x,   iüx  welchen  b  em  Ma-gitninn 
wird,  ist  ofienbor  auch  e*  ein  Maximum.     Wir  können  deshalh, 
des  leichtern  Difierentürens   halber,    die   Function    erst  rational 
mAchen  und  dann  ist 

«*  =  4r'a;*— IT* 
^  =  Br*x—4x*  =  4x(2r*  —  x').   . 

Für  x=0  giebt  es  gar  kein  Rechteck.  Wir  setzen  des- 
halb den  andern  Factor  2r* — x*=0,  woraus  die  Chrundlioie 
x  =  r\/2  und  die  Höhe  =  Vir»— 2r«= »1/2  folgt  Das  grösste 
Rechteck,  wdches  in  dem  Kr^e  constmirt  werden  kann,  ist 
also  das  Qnadrat  and  dessen  Inhalt  ■=2r^. 

100. 

Aul^be  7.  In  raner  Kugel  einen  gera- 
den Kegel  zu  constniiren,  dessen  Sdtenfläche 
e  ein  Maximum  ist 

Auflösung  1.  Es  sei  AC=r  der  Radius, 
AP^a:  und  MP=y,  bo  ist  y^^VZrx — x*; 
femer BM^^^geeetzt:  2r — a;:i=A;2r,  woraus 

Xi=V2r{2r — x).    Nun  ist  e=iiyX,  also 

e=7iy2rx  —  x*.V^{2r-x), 

j! = n  (2r— a;)  y^ra = yr  (2ra;i  —  a:5)  y^ 

^=rx~i-ixi^O, 
da; 

AP =«=!»■. 

Auflösung  a.    Sei  ^  MCP  =  @,  so  ist  j/  =  r  sin  G  und  ). 

=  2»-  COB  J  0,  mithin  ist 

«  — f  8in©.re.2rco6i  0=2r'?r.8in©.cO8|0, 

^—cob}  0.coe  0  — i  sb  ©.sini  0«O, 
tg0.tgi0=2 
i=^-«  =  2(™gon.§100). 

008  0  =  -^, 

AP  =  r— rcos0=ir. 
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Aufgabe  8.  Eine  ZaiA,  a,  in  zwei  solche  Tbeite  zu  thdlen, 
dasB  deren  Prodnct  ein  Maximum  wird. 

AoflSBUng.    Jeder  der  beiden  Theile  ist  ^  |  a. 

Aufgabe  8.  Eine  Zahl,  a,  in  zwei  solche  Theile  zu  theilen, 
dase  das  Product  aus  der  zweiten  Potenz  des  einen  und  der 
dritten  Potenz  des  andern  ein  Maximum  wird. 

Anflöanng.    Die  beiden  Thdle  sind  la  und  fa. 

Aatigabe  10.  Unter  aUen  Brüchen  denjenigen  anzugeben, 
der  sein  Quadrat  am  meisten  öbertiiSi. 

AoflSaang.     Der  gesuchte  Brudi  ist  =|. 

Aufgabe  11.  Für  welchen  Werth  von  x  wird  F(a:)  = 
siDa:.coB(a — x)  ein  Mn-Timiim  oder  Minimum? 

Autwort.  Auß  F'(a;)  =  cos(o—2a:)  =  0  folgt:  a—2a:=±^. 

Für  *  ^  "ö-  —  -T  ^  Minimum,  und  fUr  x==  ^^  +  -r  ein  Maxim. 

AoÜEptbe  la.  In  einem  geraden  E^  den  grOssten  C;lin- 
der  zu  beschreiben. 

AuflSaung.  Heisst  h  die  Höhe  und  r  der  Kadins  des  ge- 
gebenen Kegels,  so  ist  die  Höhe  des  fr^lichen  Cylinders^^-^A. 

102. 

Aufgabe  13.    Es  iBt  dn  Stück  Pappe  in  Form  eines  Recht- 
ecks g^ben.     An   den  Ecken  sollen  soldie   gleiche  Quadrate 
weggenommen  werden,  dass,  wenn  die  Übrig  bleibenden,  recht- 
winkligen Streifen  1,  1;    2,  2;   senkrecht 
g^n  die  FlUche  3   au%ebogen  werden, 
der  entatehende  hohle  Kasten  an  Cnbik- 
inhalt  V  möglichst  gross  werde. 

Aafl5Btu)g,  Es  sei  die  Grundhnie 
des  Rechtecks  —>  b,  die  Hohe  i=  h  und  x ' 
die  Seite  der  w^zunehmenden  Quadrate, 
so  ist  die  FUche  des  Stücks  (3)  =  (b— 2«) 
(A — 2^),  mithin  das  Volumen 

V=xib—2x)  ih  —  2x)='hhx  —  2ib  +  h)x*+4x', 
dV 
dx  ' 

b±h±yb*^bh+h* 
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Hier  kann  nur  das  untere  Vorzeichen  gdtec,  wul  von 
einem  Minimum,  welches  =0  sön  würde,  nicht  die  Rede  sein 
kann.  Wäre  h^b,  so  wäre  a:— Jft  und  das  Maximum  Y^  tt^'- 
Man  kann  dieselbe  Rechnung  auch  auf  Dr^ecke,  Fünfecke  etc. 
anwenden. 

103. 
Aufgabe  14.     Zwischen  den  Schenkeln  wies  rechten  Win- 
kels, A,  durch  einen  g^benen  Punct,    C,    die   kürzeste  länie 
MF  ^  A  zu  ziehen.  (Von  einem  Maximum 
(=cc)  kann  hier  nicht  die  Rede  sdn.) 

Aolldsung  1.  Sind  die  Coordinaten 
des  gegebenen  Punktes  AB^a,  BG^b 
und    AP^a;,    AM^i/,    so    ist   t/ :  x= 

b:x  —  o,  woraus  «= ,  mithin 

'^^*)^g^.    (x-ay.2b*x-b*x:2(x-ä)^^ 

dx  (x—a)*  ' 

x  =  a  +  Va6*' 


eoag>      sm<p' 
di. (isiny      b.coatp . 

AP=a-hbwt^=a  +  bf%  ~=a+V^K 


104. 

Aafj^be  Ifi-  Es  sind  in  der  geraden  Urne  AO  zwei  Puucte, 
B  und  C,  gegeben,  nämlich:  AC  =  o,  AB  =  6.  In  der  auf  BC 
senkrechten  Linie  AD  soll  «n  Punct,  M,  so  bestimmt  werden, 
dftss  die  von  ihm  nach  B   und  C  gehenden  Linien  den  mOg- 
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Bebst  gröflstea  Winkel  &  bilden  (die  Linie  BC  in  M  unter  dem 
grttarten  Gksicbtswinkel  encfaeiiit).  Id  welcher  Höhe  ÄH=x 
Uegt  der  Punct?    ' 

AnftiSnmg.    Es  sei  ÄMB  =  u,  so  ist 

tgn  +  tge        g. 

1 — tgH.tg©        X  ' 

^  ab+x* 

Wal  fbr  denselben  Werth  von  x,  fllr  welchen  tg©  ein  Maxi- 
mum ist,  auch   &  ein  Maximum  wird,    so   ist  es  nicht^nSthig, 

diese    GHeichunir    auf   ©ssarctg— =— — ^   zu    reduciren.**?  Man 
ab  +  x' 

hat  aus   ersterer  Gleichung,    mit   Vemacblässigung  des  änfluss- 

k»en  Factorsa — b 

d-(te&)  _(».h  +  x')-x.2x_ 
dx      ~~       iab-hx*)'      "  ' 
x=yab. 

Aufgabe  16,  Um  «neu  Kreis,  dessen  Radius  =>r  gelben, 
ein  gledchsciienkligea  Dreieck  zu  beBcbreiben,  dessen  Inhalt  ein 
Hinimnm  ist. 

AnfUffiiig.    Sei  der  halbe  Winkel  an  der  Spitze  ^  @,   so 

ist  die  Hohe   des  Dreiecks  <—  r  H 

=  (r  +  ^Vto0,   mithin  der  Inhalt  ^  =  '"'^^j""°^    und 

(§  98  Bandanmerkung) 

dg^26inecoB'Q.(l  +  gnQ)— (l+BinQ)'(co8'Q— ein*e>^Q 

d@  sin*e.co8<&  ' 

28in©(l— rin»©)— (l+sin©)Cl— 28in»0), 
hienuu  (beidereeits  durch  l+ön©  diridirt):  Hn©=J,  mithin 
©^80".    Das  fisglichfl  Dreieck  ist  folglich   ein  gleichseitiges. 
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105. 

Aufgabe  17.  Die  Grundlinie  und  Höhe  eines  Rechtecks  zu 
bestimmen,  welches  bei  g^benem  Inhalt,  a,  den  möglichst 
kleinsten  Umfang  (u)  hat. 

Auflösung.  Um  zuvor  einzusehen,  dass  Umfsuig  und  In- 
halt nicht  von  einander  abhängen,  sei,  Beispiels  halber,  der  In- 
halt a=36n'«  Ninmit  man  nun  die  Ghrundlinie  =9',  so  ist 
die  Höhe =4'  und  der  Umfeng  =  26'.  Nimmt  man  die  Ghrund- 
linie =12',  so  ist  die  Höhe =3'  und  der  Umfang  jetzt =30'  etc. 

Sei  also  die  Grundlinie  =x.  so  ist  die  Höhe  = —    und 

'  X 

der  Umfang 

u  =  2{x+^\ 

-  =  1-^=0 
dx  x^       ' 

a?=ya. 

Unter  allen  Rechtecken  von  gleichem  Inhalte  hat  also  das  Qua- 
drat den  kleinsten  Um&ng. 

Anmerkung.  Man  kann  diese  Aufgabe '  und  alle  ähnlichen 
auch  umkehren  und  so  stellen:  Die  Grundlinie  und  Höhe  eines 
Rechtecks  zu  bestimmen,  welches  bei  gegebenem  Umfange  =& 
den  grössten  Inhalt  a  hat.  Denn  heisst  z  die  Grundlinie,  so  ist 
die  Höhe  =^\h—z  und  der  Inhalt 

Wir  haben  hier  also  wieder  ein  Quadrat  Es  ist  demnach  einer- 
lei, ob  wir  den  Umfang  i  als  veränderlich  und  den  Inhalt  a  als 
constant,  oder  umgekehrt  den  Umfaug  h  als  constant  und  den 
Inhalt  a  als  veränderlich  betrachten;  das  Verhältniss  der 
unbekannten  Grössen,  Grundlinie  und  Höhe,  bleibt  in  beiden 
Fällen  dasselbe.  Gauss  macht  darauf  aufinerksam,  dass  hierin 
eine  sehr  feine  Metaphysik  liegt. 
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106. 

Aufgabe  18.  Den  Radius  und  die  Höhe  eines  geraden 
Cylinders  anzugeben  ^  der  bei  g^ebenem  Inhalt  a  die  kleinste 
Oberfläche  z  hat,  die  Grundflächen  mitgerechnet. 

Auflösung.  Heisst  r  der  Badius  des  Cylinders,  so  ist  seine 
Höhe  Ä==' — s,  mithin  die  Oberfläche  z  =  27tr, — =+27rr*,oder 

7tT  VIT 

Es  ist   mithin   die  Höhe    gleich    dem  Durchmesser.     Soll  der 
Cylinder  oben  offen  sein,   so  ist  Ä=r=  1/ — , 

107. 

Aufgabe  19.  Es  sollen  dieselben  Dimensionen  r  und  h  fUr 
den  Cylinder  bestimmt  werden,  der  jetzt  bei  gegebener  Ober- 
fläche =  a  den  grössten  Inhalt  hat. 


Auflösung.      Es  ist  r  =  |/^  und  h  =  l/|^  =  2r. 


=  ]/: 


Soll   der  Cylinder    oben   ofien   sien,    so  ist  wieder  h  =  r 
a 

108. 


Aufgabe  20.  Es  soll  ein  Haubenabschnitt,  von  gegebenem 
Cubikinhalt  =  a,  constniirt  werden,  dessen  krumme  Fläche  js 
ein  Minimum  wird.  Wie  müssen  die  Höhe  x  des  Abschnitts 
imd  der  Radius  y  des  Ghrondkreises  genonmien  werden? 

Auflösung.  Die  Bedingungsgleichungen  sind  hier  (Geometrie 
§  178,  Amkg.  3  und  §  184,  Zus.) 

-2— .7tx=a  und  z^»7c(x^+y^) 

8 


und  man  findet  x=  1/— «y. 
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Aufgabe  21«  Ea  sollen  dieselben  Dimensionen  x^y  (Qr  den 
Haubenabechnitt  bestimmt  werden,  welcher  bei  gegebener  krum- 
mer Oberfläche  «-a  den  grössten  Inhalt  hat 

Auf  löstmg.    Man  findet  hier  wieder  x «» y  =  r  o~~* 

109. 

Auf^be  22.    Den  Werth  von  x  zu  finden,  für  welchen 

ein  Minimum  wird.    Von  einem  Maximum   kann  hier  nicht  die , 
Bede  sein. 

Auflösung.    Man  hat  hier 

ly^^'X.JXy 

g=c«.*«(to+l)=0. 

Den  Factor  ei^-^sszoif  kann  man  nicht  3=0  setsen,  ohndiin 
würden  alle  folgenden  Difierentialquotienten,  weil  sie  ihn  ent- 
halten, verschwinden,  mithin  von  einem  Minimum  gar  nicht 
die  Rede  sein  können  (§  93).    Wir  setzen  demnach  den  andern 

Factor  Za;-f-l  =  0,   woraus   tr=  —  1  und  a?—6""^= —   folgt 

1 


Das  Minimwm 


^  iW- 


UO. 


Auf^be  23.    Den  Werth  von  x  zu  finden,  für  welchen 

X  1 

y^syx=ixf 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung,    Man  hat  hier 

^      X      ' 

^=_i,  l+L.i- 

ydx  'x^     X  x^ 

x^sse.   Das  Maximum  ist  also  ye. 
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HL 

Aufgabe  24.  Die  Werthe  von  x  anzugeben,  ftlr  welche 
die  gebrochene  Function 

^      (x+S)* 
dn  Ma-rirnnm  od«:  Minimum  wird. 

.*.«  1?    '^Ay     (a!  +  2)>(»+5) 

AufWteung.    E»"*^-'     (a-Vs)»      • 

1.  Für  a?  =  —  3  wird  ^?  =  qo .     Wir  müssen  also  in 

dx 

diesem  Falle  die  allgemeine  B^;el  (§  91)  anwenden,  um  zu  ent- 
scheiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  Statt  findet,'*')  mithin 
—  3+A  statt  o;  setzen,  dann  ist 

äy    i-i+hy{2+h) 

dx  (+Ä)» 

Nimmt  man  nun,  wie  es  geschehen  kann  und  muss,  h  ver- 
schwindend klein,  so  ist  der  Diflferentialquotient  ^  fbr  —  h 
n^ativ,  flir  +h  positiv.    Für  n;  = — 3  wird  also  y  ein  Minimum 

{ 00). 

2.  Für  x=—2  und x=—h  wird  ^  =  0.     Die  Bertih- 

ax 

rungslinie  geht  also  mit  der  Absdssenlinie  parallel.  Um  zu 
entscheiden,  ob  fbr  diese  Werthe  von  x  ein  Maximum  oder 
Minimum  Statt  findet,  wendet  man  auch  hier  (weil  der  zweite 
Differentialquotient  zu  complicirt  wird)  bequemer  die  allgemeine 

Begd  (§  91)   an.     Für   x  =  -2  +  A  ist   |_  (Äp*) 

positiv,  sowohl  vorher  als  nachher.  Für  x=^ — 2  giebt  es  also 
weder  ein  Maximum  noch  Minimum. 

Für  X  =-5+Ä  ist  g  =  tl?±^^^  vorher  positiv, 
nachher  nc^tiv.  Für  rt;= — 5  wird  also  y  ein  Maximum = — 6|. 

*)  Dies  leuchtet  hier  viel  einfacher  aus  der  Function  selbst  henror. 
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Anmerkung  1.  Daas  unter  mehreren  negativen  Ordinalen 
die  kleinste  ( — 6|)  ein  Maximum  im  positiven  Sinne  genannt 
werden  muss,  wird  klar,  indem  man  die  Absdssenachse  mn  so 
viel  tiefer  gelegt  denkt.  Umgekehrt  ist  ein  Maximum  im  nega- 
tiven Sinne  ein  Minimum  im  positiven  Sinne  genommen. 

Anmerkung  2.  Will  man  in  diesem  Falle,  nämlich  bei  ge- 
brochenen Functionen,  auch  den  zweiten  DifTerentialquotienten 
entwickeln,  und 

• 

dy^  (a?  +  2)«(a?+5)  ^  P 
dx  (x+S)^        ~  Q 

nochmals  differentüren,  so  wird  man  folgenden  Rechnungsvortheil 
nicht  aus  den  Augen  lassen. 

Nachdem  man  nämUch  den  Nenner  mit  dem  Differential  des 
Zählers  multiplicirt  hat,  braucht  man  den  Zähler  (eben  weil  er 
ja  fbr  ein  Maximum  oder  lifinimum  «^^O  ist)  nicht  mit  dem 
Differential  des  Nenn^s  zu  multipUciren.  Man  hat  also  hier 
z.  B.  kürzer 

d*y     (x  +  Sy  i  (x  +  b).2(x+2)  +  (x+2y 


dx^ 


f(a?  +  5).2(a?+2)  +  (a?+2)n 
l  (x+By  J 


d*y__S(x  +  2)(x+i)  _  1     dP 
dx*  (x+^y  Ql'dx' 

Man  hat  also  nur  den  Zähler  des  ersten  Differentialquotienten 
zu  differentiiren  und  den  Nenner)  wie  er  ist,  zu  lassen. 

Für  x=  —  5  ist  -^  negativ,  daher  ein  Maximum. 

Für  ic= — 2  ist  aber  -=-1  =  0.     Wir  müssen   also   weiter 
differentiiren  (§  75) 

d^y _6x+18  ^  1    d*P 
dx^~  (x+Sy      Ql'dx*' 

Da  nun  dieser  dritte  Differentialquotient  für  0?=  — 2  nicht  auch 
=0  wird,  so  giebt  es  für  x= — 2  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum  (§  93  Zus.). 
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Aufgabe  26.    Für  welchen  Werth  von  x  mrd  der  Bruch 
T-  ein  Minuniun? 

IX 

Aofldsang.    Es  ist  xs=6  und  das  MinimuTn  auch  B=e. 
Aufgabe  26.    FOr  welchen  Werth  von  x  wird  der  Bruch 

X 

ein  MaxiTniim  oder  Minimum? 


1+rc« 

Auflösung.  Für  x=+l  ein  Maximum  =|,  für  x=s  —  1 
ein  Minimum  =  —  \.    (Siehe  Anmerkung  2,  §  111.) 

Aufgabe  27.  Eine  gegebene  Zahl  a  in  o;  gleiche  Theile 
zu  theilen,  so  dass  das  Product  aus  den  gleichen  Theilen  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.    Man  hat  hier 

lg=x(Ja — te), 

^=Za-te— 1— 0. 
0ax 


Aus  l( — )  =  1  fo^  — =^  ^"id  hieraus 


a 

Xsa — . 

e 


Da  fbr  diesen  Werth  von  x  der  zweite  Differentialquotient  ne- 
tt 

gativ  wird,  so  giebt  es  ein  Maximum  =6'. 


Lttbien,  InflnitMinuU-Rachniuig.   6.  Anfl.  8 


Sechstes  Buch. 


Vom  Lanfe  der  krammen  Linien.    Gonrexitit, 

Goncarität.  Inflexion. 


112. 

Jbjrklärung.  Eine  kramme  Linie  oder  ein  Theil  der- 
selben heisst  convex  (erhaben)  oder  concav  (hohl)  gegen  die 
Abscissenachse,  je  nachdem  derselbe,  von  ii*gend  einem  seiner 
Puncte  aus  betrachtet,  ganz  ausserhalb  der  durch  diesen  Punct 
gedachten  Berährungslinie  und  der  Abscissenachse  li^,  wie 
mMM!,  oder  dazwischen  ^llt,  wie  nNM',  und  durch  eine  gerade 
Linie  nicht  in  mehr  als  zwei  Puncten  geschnitten  werden  kann. 

Die  Puncte,  wo  eine  krumme  Linie  von  Convexität  in  Con- 
cavität  oder  umgekehrt  übergeht,  hdssen  Inflexions-  oder 
Wendungspuncte  (Wendepuncte).    (Z.  B.  s.  t.  v.  Fig.  §  88.) 

Mne  krumme  Linie  oder  Bogen,  welcher  einen  Wendungs- 
punct  hat,  also  thdls  convex,  theils  concav  ist,  kann  durch  eine 
gerade  Linie  in  mehr  als  zwei  Puncten  geschnitten  werden. 

113. 

um  nun  eiue  allgemeine  Regel  zu  finden,  nach  welcher 
man  beurtheilen  kann,  ob  eine  krumme  Linie,  deren  Gleichung 
y  =  F(x)  gegeben,  von  einem  bestimmten  Puncte,  M  oder  N,  aus 
betrachtet,  convex  oder  concav  ist,  und  wo  ihre  etwaigen  Wen- 
dungspuncte liegen,  bringt  die  Differential-  oder  Bluxionsrech- 
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Bimg  durch  imnüttelbare  Anwendimg  des  Taylor'sch«!   Lehr- 
satees  die  Functum  y=F(v)  ganz  un&ch  zum  Fliesaen.*) 


S^en  X,  ^  die  Coordinatem 
eines  Fimctes  M  oder  N.  Setzen 
wir  x+Ax  Btatta:  in  s=F(a:) 
und  ziehen  den  alten  Ztutand 
von  dem  neuen  ab,  bo  ist  be- 
kanntlich 

Ay-±U1  -^■£^+^,-  12  ^äx'lXs^ 


Da  wir  .nun,  um  keinen  Wendungspunct  zu  überspringen, 
Ax  so  klein  annehmen  mflsseii  und  kjjnnen,  dass  jedes  31ied 
in  der  Taylor'scben  Beihe  grOsser  ist,  als  die  Summe  aller 
folgenden,  so  eriiellet  leicbt,  dass,  wenn  für  positive  und  wach- 
sende Ordinaten,  wo  ja  ^  inuner  pontiT  ist,**)  der  zweite 

Pifferentialquotient    j^    »udi    poshiv    ist,    dann    nothwendig 

£M'>-  BT  ist  (die  Ordinate  wächst  accelerirend) ,  und  die 
krumme  Linie  von  M  aus  ob^halb  der  Berllhrungslinie  ^egt, 
miäiin  vorwärta  conves  ist.  Dies  ist  sie  dann  aber  auch  rück- 
wärts. Denn  lassen  wir  die  Ordinate  MP=y  zuiückflieAsen, 
indem  wir  — Ax  statt  +  Ax  setzen,  so  bleibt,   wegen  der  ge- 

laden  Potenz,  das  Glied  "x^-      t"ö~    P<wit>'j  «nd  es  ist  dann 


*)  Diejenigen  Functe,  welche  in  der  AbBcissenaclue  celbst  liegen, 
■o  wie  auch  die ,  wo  die  BeriUmingilime  Benkiecht  auf  der  AbacisieD' 
achie  iteht ,  und  der  Tajlor'scbe  Lehrsatz  keine  Anwendung  findet, 
werden  wir  §§  118  nnd  134  besonders  betrachten. 

**)  Der  Fall,  wo  die  Ordinate  licb  gerade  im  Zustande  eines  Mini- 

nmmg  oder  MaTimiim«  befindet,  und  -r  ^'^  ^^  macht  keine  Ausnahme. 
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da 


n«-^(-Ax)+^'i.j-2  + 


d.  h.  rm  ist  kiemer  als  rt  (die  Ordinate  nimmt  retardirend  ab)^ 
mithin  der  Bogen  MUm,  weil  oberhalb  der  BerübrangBÜnie 
li^nd,  convex. 

2.  Ist  der  ssweite  BifFerentialqnotient  negativ,  wie  es 
für  die  Abscisse  des  Ponctes  N  der  FaU  ist,  so  ist  nothwendig 
RM.'<<RT  imd  m'^rf  ^  und  die  krumme  Linie  ist  dann  von 
N  aus  sowobl  vorwärts  als  rückwärts  concav. 


U5. 

Wir  haben  im  vorhergehenden  Paragraphen  wachsende  und 
positive  Ordinaten  angenommen.  Es  ist  jedoch  (nöthigenfialls 
durch  Hülfe  einer  Figur)  leicht  einzusehen,  dass  ganz  dieselben 

Schlüsse  für  abnehmende  positive  Ordinaten,  wo  —-  negativ 

ist,  sowie  auch  flir   die  Puncto,  wo  ^"=^0  ist,   Statt  finden. 

Für  negative  Ordinaten  jedoch  findet  gerade  umgekehrt  Con- 

vexität  Statt,   wenn   ^-j  negativ,  und  Concavität,  wenn  -^ 

positiv  ist.    Mit  Berücksichtigung  des  YorzeichenB  der  Ordinate 
y  ist  daher   die  allgemeine  Kegel,   welche  alle  Fälle  umfasst: 

Eine  krumme  Linie  ist  so  lange  convex,  als  das  Product  y-;?-^ 

positiv,  concav  dagegen,  wenn  dieses  Product  negativ  ist. 


U6. 

Für  diejenigen  Abscissen  aber,  ftbr  welche  als  dritter  Fall 
der  zweite  Differentialquotient  s=0  ist,  ist  fUr  das  Fortfliessen 
und  Zurückfliessen  der  Ordinate  y  die  Difierenz  derselben 

Ist   nun   der  dritte  Difierentialquotient   j^  positiv,  so 
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ist  für  +  Aa;  RM'>BT  (weü  ja  ET  =^  Aa;)  und  für  —Ax 

mC>rty  mithin  die  krumme  Linie  vorwärts  convex  und  rück- 
wärts ooncay,  und  folglich  dieser  Punct  nothwendig  ein  Wen- 
dungspunct. 

Ist  umgekehrt  der  dritte  Differentialquotient  negativ,  so 
ist  &ÜC  +Ax  RM<RT  und  für  —Aa;  rm<rty  mithin  die 
krumme  Linie  vorwärts  concav,  rückwärts  convex,  und  dieser 
Punct  nothwendig  wieder  ein  Wendungspunct 

In  den  Wendungspuncten  muss  demnach  die  Berührungs- 
linie die  krumme  Linie  allemal  schneiden. 

117. 

Aus  vorstehendem  Paragraphen  folgt  also  zur  Auffindung 
der  Wendungspuncte  einer  krummen  Linie  die  leichte  R^el: 

Man  setze  den  zweiten  DifferentialquotieDten  -=-^=F"(aj)=0,  so 

geben  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  die  Abscissen  der 
Wendungspuncte.  * 

Anmerkung.  Es  kann  sich  treffen ,  dass  ffir  denselben 
Werth  Xoy  flir  welchen  der  zweite  Differentialquotient  F'(x)=0 
wird,  auch  noch  der  folgende  oder  mehrere  successiv  folgende 
verschwinden.  Alsdann  kann  es  offenbar  nur  einen  Wendungs- 
punct geben,  wenn  der  erste  nicht  verschwindende  höhere  Diffe- 
rentialquotient von  ungerader  Ordnung  ist 

118. 

*)  Wir  haben  nun  schliesslich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo 
in  einem  Puncte  die  Berührungslinie  senkrecht  auf  der  Absdssenlinie 
steht  und  folglich  alle  Differentialquotienten  oo  (unstetig)  sind.  Hier 
kann  jedoch  der  Taylor'sche  Lehrsatz  nur  darauf  aufmerksam 
machen,  dass  man  diesen  Fall  besonders  betrachten  und  zusehen 
muss,  wie  sich  die  Linie  unmittelbar  vorher  und  nachher  verhält 

Ist  nttmlich  y^F{x)  die  Gldchung  einer  krummen  Linie, 
und  Xo  die  Absdsse,  für  welche  F'(a?),  FXx)  etc.  c=a  oo  sind,  so 
ist  F(aJo  —  Aic)  die  nächst  vorhergehende,  und  F(xo  +  Aa?)  die 
nächst  folgende  Ordinate.    Sind  nun 

1.  beide  Ordinaten  reell  und  gleichzeitig  kleiner  oder  grösser, 
als  die  Ordinate  F(a;»),  so  findet  ein  Maximum  oder  Minimum, 
aber  kein  Wendungspunct  Statt.  Die  krumme  Linie  bUdet  einen 
Pfeil,  wie  bei  Qj  q,  §  88. 
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2.  Ist  die  eine  Ordinate  grösser,  die  andere  kidner  als 
F(xo)y  so  ist  der  fragliche  Ponct  ein  Wendongspunct  (z,  B. 
Punct  ty  §  88).  Dies  zeigt  dann  anch  der  zweite  Diffiarential- 
quotient  F^(ißo+Ax),  der  dann  von  x^^oso — Ax  bis  x^^Xq+Ax^ 
vom  Positiven  zum  Nc^tiven,  oder  umgekehrt,  durch's  unend- 
liche übergeht 

8.  Ist  von  den  beiden  Gh:«s8en  F(x^—Ax)  und  F(a:i,+ Aa?) 
die  eine  reell,  die  andere  imaginär,  so  giebt  es  (im  Allgemeinen) 
erstens  emen  Rttckkehrpunct,  wenn  die  reelle  Grösse  nur  einen 
einzigen  Werth  hat,  zweitens  dnen  Schnabel,  wenn  die  reeUe 
Ghrösse  zwei  Werthe  hat,  die  beide  grösser,  oder  auch  beide 
kleiner  als  F(rCo)  smd;  drittens  wenn  aber  der  eine  Werth  grösser, 
der  andere  kleiner  als  F(xq)  ist,  so  bezeichnet  der  fragliche 
Punct  einfach  die  Ghrenze  der  krummen  Linie. 

4.  Wenn  endlich  beide  Grössen  F(a;^— Aa;)  und  F(a;b+ Aa:), 
oder  auch  nur  eine  derselben  mehr  als  zwei  Ordinaten  geben, 
so  ist  der  fi^a^che  Punct  (im  Allgemeinen)  gleichzeitig  sowohl 
ein  W^dungspunct,  als  auch  ein  sogenannter  vielBsM^her  Punct, 
und  zwar  ein  doppelter  Punct,  wenn  zwei,  und  ein  dreibcher 
Punct,  wenn  drei  Zweige  durch  ihn  gehen  etc. 

Anmerkung.  Diese  eben  erwähnten  Puncto  pfl^  man 
wohl  die  besondern  Puncto  der  knunmen  Linien  zu  nennen. 

um  sie  zu  finden,  kann  aber  die  Differentialrechnung  (weil 
gerade  in  diesen  Fällen  der  Taylor 'sehe  Lehrsatz  nicht  an- 
wendbar ist)  keine  andere  Vorschrift  geben,  als  dass  man  erst 
zusieht,  in  weichen  Fällen  die  Diffenentialquotienten  0,  oo 
oder  ^  werden,  und  dann  die  Art  des  fraglichen  Puncts  be- 
stimmt, indem  man  unmittelbar  untersucht,  wie  viel  Zweige  der 
Curve  durch  diesen  Punct  gehen,  o^  sie  sich  diesseits  oder 
jenseits  erstrecken  und  zugleich  auch  die  Lage  der  BerOhrungs- 
linien  bestimmt 

119. 

Aufgabe.  Zu  untersuchen,  ob  die  Parabel  concav  oder  con- 
vex  gßgen  die  Absossenlinie  ist  und  einen  Wendungspunct  hat 

Auflösung.    Aus  der  Gleidiung  y^^^ax  folgt 


|==i«iari;   ^: Ij/^. 
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Da  hier  der  zweite  Differeiiti&lquotient  tlir  jeden  Wertb  Ton 
X  negativ,  bo  ist  die  Parabel  in  ihrem  ganzen  Veiianf  concav 
g^en  die  AbscissenachBe.  Einen  Wendungspunct  kann  es 
schon  deshalb  nicht  geben,  weil  der  zwate  Differontialquotient 
nicht  =  0  gesetzt  w^en  kann.  Ebenso  verhalt  es  sich  mit  den 
beiden  übrigen  Kegelschnitten. 

120. 

Aufgabe.     Die  logarithmische  Linie  y=lx  in  Bezug  auf 
Convesität,  Concavität  und  Wendungspunct  zu  discutireii. 

Auf Ififlong.    Ans  der  Glmchnng  folgt 
dy     J_.      d»j/         J_ 


Für  alle  a;>l  ist  das  Product  S-;ri  n^tiv;  die  Linie 


also  concav  (§  95).    FUr  alle  x,  welche  ächte  BrUche  und,  ist 

y  ne^tiv,   das  Product  y- j^  positiv;  der  unterhalb  der  Ab- 

Bossenacbse  liegende  Zweig  also  convex. 

Ein  Wendungspunct  kami  nicht  Statt  finden,  weil  der 
zwate  DifEerentialquotimt  fUr  keinen  Werth  von  x=0  wer- 
den kann. 

121. 

AufjBiabe.    Den  lauf  der  Curve  an- 
zugeben, deren  Gleichung  ist 

y=b  +  ix~ä)*. 

Aofl&stmg.     Es  ist 

Für  X— >a  ist  ;^^0.  Die  Berührungslinie  geht  parallel 
mit  der  Absdssenlinie;   die  Ordinate  j^^^g  ein  Minimum,  weöl 


fUr  xi^a  der  erate   nicht   venchwindende   gende  IKfferentüd- 

quotient  -5-^  positiv  ist  (§  93).    Dies  folgt  auch  schon,   erstens 

aus   der   Gleichung   selbst,    indem   flir  x=a+h   die  Ordinate 
yiK^b  +  h*;  zweitens  daraus,  weil  der  erate  DiSexoitialqnotient 

~  von  x^a — Ä  bifl  x^a+h  sän  Votseichen  Hindert    Der 
dx 

zweite  Differentialquotieat  ist  zwar  =0  für  x>=a,    es    findet 

deshalb  aber  kein  Wendungspunct  Statt,  weil  der  erste  nicht 

verschwindende    hQbere   Difi^«ntialquotient  kon    ungerader 

ist  (§  117).     Ein&cher  noch  folgt  dies  aus  dem  Verhalten  des 

zweiten    Di£fer«itialquotient^i ,    der    für    alle    Werthe,    weklte 

dem  x=a  vorhergeben  und  folgen,  stets  positiv  und  mitbin  die 

krumme  lime  (min')  auch  stets  convex  ist     Mnn  wird,   tds  zur 

Uebung  dienend,  finden,  dass  die  der  Gleichung  y=  6  —  (je — ä)* 

entsprechende  Linie  (nn)  fitr  positive  Otdinaten  stets  concav  ist 

und  füx  x=a  ein  itfATimniin^  !f=&i  b^t. 


AuJ^be.   Den  Lauf  der  krummen . 
Linie  anzugeben,  deren  Gleichung  ist: 


y=h->t-(x—a)\ 

AuflSoung.    Bier  ist 

.)';    S-20(.-»)'. 

j;=a,   j^=0  und  die  BerUhrongs- 

dx 


Es  ist  nun  zwar  filr 

linie  wieder  parallel  mit  der  Äbscissenachse,  jedoch  findet  wed^ 
an.  MaTJniiini   noch  MinimiiTTi   Statt,   Weil  Air  x^a  der  erste 

nicht    verschwindende    höhere    Kfferentialquotient   -^  =  120 

nicht  von  gerader  Ordnung  ist  (§  93).  Dies  erhellet  noch 
leichter,  erstens  mis  der  Gleichung  selbst,  indem  die  nächste 
Ordinate  für  x^a — h  klaner,  für  x=a  +  Ä  aber  grosse« 
ist,    als  fllr  «  =  a:   zweitens   aus  dem  Verhalten    des  ersten 
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DifiF^fiotialquotiaateD,  der  fbr  x^a+h  stets  positiv  ist  (ado 
Vorzächen  nicht  ändert). 

Der  zweäte  DifTerentialquotieiit  wird  =0  für  x^a,    und 
da  nun  der  erste  nicht  verschwindende  bShere  DiSerentialquotieiit 

(se)  ^^^  ungerader  Ordnung  ist,  so  findet  iür  x=a  ein 
WenduDgepunct  Statt  (g  117)  und  zwar  ist  die  krumme  Linie 
nach  M  stets  convex,  vor  M  flir  positive  Ordinalen  concav, 
fUr  n^ative  convex  (§  115). 


128. 

Aufgabe.  Die  krumme  Linie  zu  diacutiren,  deren  Q\&- 
chung  iet 

y=yx±yx. 

AoflSsnng.  WeÜ  jede  gerade  Wurzel  das  doppelte  Vor- 
zeii^en  hat,  so  ist  zuerst  klar,  dass  die  krumme  linie  sich  nach 
der  positiven  Seite  hin  mit  zwtA  SchenkelD  in's  Unendliche  er- 
streckt. Für  x  =  l  schuldet  A&r  untere  Schenkel  die  Absrässen- 
achse.    Da  nun 

d^ 1  :r  1 

and  -^  fttr  01  =  0  tmendlich   iat,   so  steht   die  BerahrungsUnie 
im  Än&ngspimct  Ä  Wder  Sdienkel   senkredit  auf  der  Äb- 


FUj  den  obem  Scbeulcel  giebt  es  weder  ein  Maximum, 

ax 
tiv  ist    Da  ferner  fllr  diesen  Schenkel  rX=—(~, l-T-r-a) 

nicht  ^=0  werden  kann,  und  immer  n^;ativ  ist,  so  bleibt  dieser 
Schenkel  in  seinem  ganzen  Verlauf  concav. 

FUr  den  untem   Schenkel,   welcher  mit  dem  obem  einen 
Schnabel  bilde^  ist 


iy^_l L.      ^= 2         1 

Für  a:=(|)'  wird  ;^— 0  und  da  für  dierca  Werth  von  ä 
der  zweite  Di&rentialqaotieQt  n^iaÜT  ist,  so  giebt  es  ein  Maximum 


»-Ä)- 


Um  eänen  etwwgen  Wendimgspunct  zu  finden,  setzen  wir 
—^  =  0,  woraus  X'^i-^j  .    Für  diesem  Werth  von  x  giebt  es 

einen  Wendungspunct,   weil  der  dritte  INäereDtialquotient  nicht 
=  0  ist  etc. 

124. 
AuflÖBung.    Den  Lauf  der  parabolischen  Ijnie  anzugeben, 
deren  Gleichung  ist 

y=x*  —  9x*+2Sx—lb. 
Aufgabe.    Man  hat  hier 

^=ar»— 18ar+23: 
ax 

äx'  '  dr' 

Eb  ist,  wie  aus  der  AuflOauag  der  cubischen  Glenchtmg 
ic«— 9Ä»  +  23iC— 15=0  folgt,  y=(a:-l)  Ca:~3)  (»  —  5),  mit- 
hin y=0  fllr  x=l,  =3,  =5.  Von  a:=l  bis  x  =  S  ist  y 
stets  positiv;  von  a:  =  S  bis  «=5  ist  y  negativ.  FUr  anCl  ist 
y  immer  n^;ativ;  ftir  «^5  immer  positiv.  Die  krumme  'linie 
schneidet  die  AbsdasenachBe  also  dr^mal. 

Ferner  folgt  aus  ^=8«*— 18ä+23  =  0,  dassic— 3+yf 

d*v 
Da  nun  ^*  für  a:=3+y4  positiv  und  ftlriE=S — y^  negativ 

ist,  so  findet  tOr  ersten  Werth  von  x  dn  Winimnm  mid  für 
den  andern  ein  MaTrimiim  Statt.  Für  einen  etwaigm  Wendong»- 

panct  folgt  aus  3-^=63:— 18  =  0,  dass  a;=3.    Da  aber  tax 

diesen  Werth  von  x  die  Ordinate  y^O   und  also   das  Prodact 

y-j^  weder  positiv,  noch  n^ativ  ist  (§  116),  so  mius  man  hier. 


wo  nUnlich  der  &a^che  Wendungspunct  in  der  ÄbsoBseiuichBe 
liegt,  daa  Veriialten  d^  zweiten  DiSerentüdquotieiiteQ  hinsiclitlich 
seines   Voizeicheiu   unmittelb&r  vor   tmd   nach   diesem  Darcb- 

Bchnittspunct  nnterauchen.   Für  x=84^A  ist -]-|^+6A.  Vordem 

DnrchschmttspuQCt  nod  die  Ordinaten  ponÜT,  also  y .  ^^  n^^tiv. 
Nach  dorn  Durchschnittspiinct  sind  die  Ordinaten  n^ativ,  also 
^'ir>  '^^^''ti™  negativ.  Die  kromme  ÜDie  ist  also  vor  tmd 
nach  dem  Durchschnittspunct  coDcav  imd  deahalh  muss  der 
Dniduchnittspunct  ein  WendungHpmict  sein.  Ejb  ist  auch  un- 
mittelbar einleachtend,  dass  eine  eönförmige  knunme  Linie,  die 
sich  ohne  Wendungspunct  durch  die  ÄbscissenachBe  hindurch 
zieht,  auf  der  einen  Seite  nothwendig  concav,  auf  der  andern 
Seite  convex  ist  Ist  eine  einförmige  knunme  Linie  aber  auf 
beiden  iSeiten  concav  oder  convex,  so  ist  der  Dorchschnittspnntst 
ein  Wendungspunct 

125. 
An^be.  Die  krumme  Linie  zu  discutireD,  deren  (imT^cite) 
G-leichung  ist: 

(y  — 4)»=(«— 8)'(a:— 4).    Man  findet 

Anflftsung.  FUr  x<ji  ist  y  imagi- 
när. FOr  :c>4  bekommt  y  zwei  Werthe, 
die  ^eichviel  über  und  unter  4  sind. 
Die  krumme  Linie  wird  also  durch  eine 
mit  der  Äbsrassenachse  parallele  Glo^e 

in  zwei  Hälften  getheüt     Für  x=8  

werden  beide  Oidüiate  gjeidi  (=4).  In  »»  ist  an  Doppdpunct 
Ferner  bat  man 


Für  : 


i^-  +  2.     Im 

dx      — 

Doppelpunct  m  giebt  es  also  zwei  BerührungsÜnien,   Für  x=l^ 
giebt  es  ein  MaTimmn  und  ein  Winirrmm  etc. 


Siebentes  Buch. 


Von  der  Krfimmang  der  Cnryen. 


126. 

-birklärung.  Seien  j/«=F(ic)  und  jtsaf(x)  die  Gleichungen 
zweier  krummen  Linien,  CD,  EF,  welche  auf  dieselbe  Abseiflsen- 
linie  und  auf  denselben  Anfangspunct  bezogen  sind.  Wäre  nun 
fUr  einen  bestimmten  Werth  von  x^  F  (x)=sf(x),  so  haben  die 
krummen  Linien  für  diesen  Werth  x  einerlei  Ordinate  y=y==:MP 
und  gehen  also  beide  durch  denselben  Punct  M.  Lttsst  man  die 
Absdsse  um  Ax  wachsen,  so  haben  wir 

y+ Ay=F(a;)  +  F'(a:).  Arr+FXo?).  y^+ .... 

Wäre  nun  ausser  f(x)  =  F{x)  auch  noch  f(x)=F(a\  so  haben 
beide  krumme  Lini^i  in  dem  gemeinschaftlichen  Puncte  M  auch 
eine  gemeinschaftUche  Berührungslinie,  und  Lagrange  sagt: 
in  diesem  Falle  finde  unter  beiden  krummen  Linien  im  Puncte  M 
eine  Berührung  ersten  Grades  Statt.  Wäre'  ausserdem 
auch  noch  f\x)='F^\x)j  so  nennt  Lagrange  dies  eine  Be- 
rührung zweiten  Grades,  und  wenn  noch  f  (x)=F^'Xx)y  eine 
Berührung  dritten  Grades  etc. 

Es  ist  einleuchtend,  je  mehr  auf  einander  folgende  stetige 
Differentialquotienten,  vom  ersten  an,  einander  gleich  sind,  je 
inniger  schmiegen  die  beiden  knunmen  Linien,  in  der  Nähe 
ihres  gemeinschaftlichen  Punctes  M,  sich  an  einander. 
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127. 

Aufgabe.  Es  sei  die  eine  Linie  vollkommen  bestimmt, 
z.  B.  eine  Parabel,  y=sy9^  die  andere  Linie  aber  nur  der  Art 
nach  bestimmt,  sie  soll  z.  B.  eine  parabolische  Linie  sein,  deren 
Gleichung  die  Form  y  =  a+Ja?4-ß»*  hat  Man  soll  nun  die 
CoefiScienten  a,  i,   c  so  bestimmen,   dass  diese  Linie  mit  d^ 

Parabel  y^^V^  im  Puncte  M,  dessen  Coordinaten  x^4ty  also 
y=s=6  sind,  die  möglichst  innigste  Berührung  eingeht 

Auflösung.    Man  hat  zuerst  aus  den  beiden  Gleichungen 

^'y 3_        ^_^^ 

da?*  •       4yx^^  dx^ 

Da  nun  im  g^ebenen  Berührungspunct  M  beide  Ordinaten 
y,  j  gleich  sein  müssen,  und  für  x^=^4y  y=6  ist,  so  müssen 
cUe  Coefficienten  a,  b^  e  bo  beschaffen  sein,  dass  die  Function 
a+bx-]-  cx^  ftlr  a;=4  auch  yas-ß  giebt    Dies  giebt  uns  die 

erste  Bedingungsgleichung  (1).    Da  femer  für  a:=4,  ^=x 
und  auch  ^-^^-j-  sein  soll,  so  giebt  dies  die  zweite  Bedin- 

gungsgleichung   (2).     Weil  femer  fhr  «—4,    ^==""ö2>  ^ 

giebt  uns  dies  noch  eine  dritte  Bedingnngsgleichung  (3),  und 
mehr  kann  man  hier  nicht  aufstellen. 

6  =  a+4J  +  64c (i) 

|=J  +  48c (t) 

-A=24c (s) 

Aus  diesen  drei  Bedingungsgleichungen  findet  man  nun 
c=  —  7^7,  b=\^f  a=^.  Die  gesuchte  parabolische  Linie 
ist  also 

x^ 


Setzt  man  hierin  x=i,  so  ist  fbr  diesen  BpedelläQ  Werth 
von  X,  ebenso  wie  für  die  Parabel  y^VOa;,  die  Ordinate  y^ 6, 

Äc™"     256™  4  '   dx*  128""     32' 

Anmerkung.  Aus  dieeem  Beispiele  «bellet  wohl,  dass, 
weil  eine  B^llhmng  zweiten  Grades  auf  drei  Bedingungs- 
gjeichungen  fUhrt,  und  die  hiw  äet  Art  na(^  g^bene  Linie 
j^=a+hx+cx'  nur  drd  zu  beetünmende Coefficiraten,  o,  J,  c, 
enthalt,  hier  auch  kdne  BerUhnmg  hSheren  QndeB  gefingert 
werden  kann.  Hätte  jedodt  die  der  Art  nach  g^ebene  Linie 
vier  unbestimmte  Co^cientan,  wftre  eie  z.  B.  in  dieser  Fonn 
gegeben :  j '=s  a -\-  ßx -\-  yx*  +  Sx* ,  so  hatte  man  nodi  die 
dritten  Differoitialquolienten  einander  glcüch  setzen  kOnnen, 
man  hatte  dann  zur  Bestimmung  der  vier  Coeffidenten,  a,  ß, 
Y,  d,  auch  vier  Bedingungegleichungen  gehabt,  und  die  Linie 
würde    mit    der  Parabel    me  Berührung    dritten   Grades    ein- 
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Von  Wtditigkeit,  namentlich  fbr  die  höhere  Mechanik,  ist  es 
nun,  denjenig^i  Kreis  zu  bestimmen,  der  mit  einer  gegebenen 
krummen  Linie  in  einen  bestimmten  Punct  derselben  die  mög- 
lichst innigste  Berührung  ängt^t.  Dieser  Kreis  wird  KrUnunungs* 
kreis,  und  sdn  KacUus  KrUmmungehalbmesser  genannt 

Um  fttr  die  Berechnung  deeselbw,    in   besondem  Ftillen, 
gleich  eine  allgemeine  Formel  ab- 
znletten,   sd  aUgemön  y^F(£i;) 
I  die  gegebene  krumme  linie  und 
X,  y  die  gegebenen  Coordinaten 
I   des  Punctes  M,   öir  welchen  der 
I  KrUmmnngskreis    bestimmt  wer- 
den BOlL 

Denkt  man  durch  M  ^e  Be- 
rUhrungslinie    und    eine    Normal- 
linie gdegt,  so  kann  man  offen- 
bar aus  unzähligen  Puncten   der 
Normallinie  Krdse  beschrdben,  welche  alle  in  M   eine  gemein- 
schaftliche Tangente   haben.     Unter   diesen  unzähligen  Krosen 
muss  es  nun   einen  geben,   da*  im  Puncte  M  die  innigste  Be- 
rührung mit  der  gegebenen  linie  y=F(x)  dngebt    E3ne  Me- 
thode, ihn  genau  zu  bestimmen,  hat  st^on  dar  vorhergehende 
Paragraph  rerrathen. 
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Man  setze  nämlich ,  auf  dieselbe  Abscissenlinie  und  den- 
selben Anfiuigspunct  A  bezogen,  die  durch  M  (Xj  y)  bestimmten 
aber  unbekannten  Mittelpunctscoordinaten  des  gesuchten  Ejreises 
AB=:af  CB=ßy  und  den  unbekannten  Radius  (Krümmungs- 
halbmesser) CM»»^,  so  ist,  wenn  man  mit  y  die  laufende 
Ordinate  des  Kreises  bezeichnet:  (j—ßy  +  ix — a)*=^*  die 
Gleichung  desselben. 

Bezeichnen  wir  Kürze  halber  die  Differentialquotienten  der 
gegebenen  Gleichung  y=F(x)  mit  Py  q. .  .9  so  haben  wir,  ganz 
wie  in  §  127*) 

y=F(x),  y=^  +  [j«_(a:-.a)«]i, 

dy dy  x  —  a 

dr«      *  (&»  [ß«_(a;_a)»]y 

Water  Iwanchen  w  nicht  zu  diffiareatüren,  weQ  die  all- 
gemdne  Gleichang  des  Kreises  nur  drei  za  bestimmende  Con- 
stanten, a,  /},  (,  enthält 

Der  Eros  kann  deshalb  mit  einer  knumnen  Linie,  yssF(d;), 
(im  Allgemeinen)  auch  nur  dne  Berührung  zweiten  Grades 
eingehen.  Die  drd  Bedingonga^eiohangen  zur  Bestimmung 
der  drei  Constanten,  a,  /$,  ^,  sind  hier  also,  indem  ftir  den  be- 
stimmten Ponot  M(d;,  y)  der  krummen  linie  y=-F(a;),  x,  y, 

p,  q  gegebene  Grössen   smd,   und  y=y;  g=-^=|);  ^- 

ä*y 
=:-j^=ssq  sem  muss, 


<fe« 


/»+[?•— («-o)*]*"=y w 

^=^— ,=!> (0 

te*-(«-«)*]* 

^- .=2 (0 

[s'-{x-ay^ 

*)  §   149  Bdmkg.  lehrt  eine  kürzere  Ableitung  des  Krümmungs- 
kalbmeBsers. 
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Um  hieraus  a  und  ßj  oder,  worauf  es  eigentlich  nur  an- 
kommt, Q  zu  finden,  addire  man  zu  der  zuyor  quadrirten  zweiten 
Gleichung  auf  beiden  Seiten  1  und  bringe  die  linke  Seite  auf 
gleichem  Nenner,  so  kommt 

[?»  — («— a)»]« 
Dividirt  man  (&)  durch  (s),  so  hat  man 

2 

Wollte  man  zur  yollst&ndigeü  Bestimmung  des  Erttmmungs- 
kreises,  ausser  seinem  Badius  q^  auch  noch  die  Coordinaten 
a,  ß  seines  Mittelpunctes  haben,  so  giebt  die  Gleichung  (4), 
durch  (8)  dividirt, 

[?*-(^-«)^*  =  --7^ («) 

Aus  (1)  folgt        b*  — («— a)*]*=y— A  mithin 

,_^__i±£! (,) 

Die  Gleichung  (2)  mit  (6)  multiplicirt,  kommt 

«_„».,(i±p5 (,) 

Aus  (7)  und  (8)  folgen  nun  die  durch  die  gegebenen  GrOssen 
^y  Vi  Py  i  ^  ^^^  Punct  TA(Xj  y)  bestimmten  Werthe  von  a 
und  ßy  nämlich 

a=sx — p.- ^--^, 


130. 

Denkt  man  sich  eine  krumme  Linie  durch  die  Bewegung 
eines  Punctes  beschrieben,  so  ist  die  augenblickliche ^  sich  stetig 
ändernde  Bichtung  desselben  an  irgend  einer  Stelle  A  oder  B, 
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«Inrch  die  dasdbst  gedadite  Berüh- 
i^ngHÜirift  g^;eb^L  Hat  der  Paoct  A 
den  Weg  AB  (ohne  WendnngBpimct, 
SpitBe  etc.  gedacht)  dorchUaftQ,  so  ist 
die  OrBsae  der  Bichtongsliiidemng  durch 
den  Winkel  ACB  gegeben,  den  die 
beiden,  dnrch  A  and  B  gehenden  Normal- 
linien  bilden,  indem  dieser  Winkel  dem 
Winkd  BVT  g^ch  ist 

Je  grOaso'  nun  das  Bestreben  dee  beschreibenden  Punctes 
A  ist,  von  seiner  augenblicklichen  Richtung  in  A  abznwächen, 
desto  m^  krümmt  tack  ofEenbar  die  tinie  an  dieser  Stelle.  Wäre 
dieses  Krflmmuogsbestreben  in  allen  Poncten  immer  dasselbe 
(conetant),  mithin  die  Richtnngsftndernng  des  beschreiben- 
den Punctes  für  ^eich  lange  BOgen  gleich,  nnd  folglich  der 
Läi^  des  dnrdilaufenen  Weges  proportional,  so  wttrde  die 
krumme  Ijnie  tiberall  von  gleichförmiger  KrtUnmung  sein. 
IKese  Eigenschaft  hat  offenbar  der  Kreis,  aber  anch  nur  der 
Kreis.  Für  jede  andere  krumme  Linie  ist  das  RrUmmungsbe- 
streben  (die  Krümmung)  von  Funct  zu  Ponct  veränderlich, ' 

In  Betreff  dar  Kreise  kommt  man  leicht  von  sdbär  an  der 
Einsicht,  dass  eich  ihre  Krümmungen  nmg^ehrt  wie  ihre  Radien 
verhalten.  Denn  beschreiben  die  Puncte  A  und  a  zwei  concen- 
trische  Krdse,  so  sind  die  Puncte,  in  B  und  b  angekommen, 
um  gleidi  viel  von  ihrer  anfänglichen  lUchtung  abgewichen. 
Da  non  aber  die  Länge  der  BO^n  zu  Jüchen  Winkebi  am 
Mittelpunct  sich  wie  die  Radien  verhalten,  so  muse  auch  das 
oonstante  Krümmungsbestreben  des  Punctes  a  so  viel  mal  so 
stark  sm,  als  der  Bc^eo  ab  kläner  ab  AB,  oder  ab  der  Radius 
ac  kleine  als  AC  ist. 

Betrachten  wir  demnach  die  Krümmung  eines  Kreises, 
dessen  Radius  =  1  ist,  als  Einhüt,  so  sind  die  Krümmungen 
der  Kreise,  deren  Radien  ^  2,  3, r  sind,  durch  die  reciproken 

Werthe  derselben  -=-,   cf»  ■  ■  ■  ■  —  g^eben. 

Bfit  diesem  Krttmmungsmaass  f)lr  Kreise  kOnnen  wir  nun 
aber  auch  die  Krümmung  jeder  anderen  Linie  messen,  und  uns 
dadurch  von  der  QrOsse  dieser  Krümmung  in  verschiedenen 
Puncten  einen  klaren  Bef;riff  verschaffen. 

UImu,  iBlWtHlBil'BiwhnBiic.     S.  InS,  9 
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Wenn  nämlich  ein  Kreis  in  einem  gegebenen  Pmict,  M  (x,  y) 
einer  kmnunen  Linie  die  möglichst  innigste  Berdhrong  mit  der- 
selben eingeht  (§  128),  so  kann  man  daselbst  einen  sehr  kleinen 
Theil  (Element)  der  krummen  Linie  als  mit  einem  eben  so 
kleinen  Bogen  des  Kreises  znsammenGül^ad  betrachten  mid  an- 
nehmen, dass  die  krumme  Linie  in  dem  Puncte  M  dieselbe 
Krümmung,  wie  der  erwähnte  Kreis 'habe.  Dieser  sich  bei  M 
am  genauesten  anschmiegende  Kreis  wird  deshalb  auch  schick- 
licherweise Krümmungskreis  und  sein  Radius  Krüm- 
mungshalbmesser genannt,  weil  wir  durch  Vermittelimg 
dieser  Krümmungshalbmesser  die  Krümmungen  in  yerschiedenen 
Puncten  messen  und  mit  einander  vergleichen  können.  Je 
grösser  der  EjüLmmungshalbmess^,  je  schwächer  die  Krümmung 
und  umgekehrt  ^ 

Sowohl  der  Radius  q,  als  auch  die  Mittelpunctscoordinaten 
a,  ß  des  Krümmungskreises  flir  einen  g^ebenen  Punct,  M  (x,  y\ 
einer  beliebigen  krummen  Linie,  y=:F(x)y  sind  schon  im  §  129 
gefunden,  nämUch  allgemein 


^.^JU  jj,^^. ii^fl^)t     ,= ip öd^, 


^^  '    Mt  tf^.,*'f 


^i^\'^M      />  ^^^        P(l  +  P»)^ 


132. 

1.  Weil  q  eine  absolute  Länge,  also  stets  positiv  ist,  so 
muss  man  von  dem  doppelten  Vorzeichen  der  geraden  Wurzel 
stets  dasjenige  nehmen,  welches  q  positiv  giebt,  also  das  obere, 
wenn  die  krumme  Linie,  wie  hier  bei  der  Ableitung  angenommen^ 

concav,  mithin  g  =  -p^  negativ  ist  (§  115). 

2.  Ist  g  =  0,  so  ist  ^=  oo   und  die  Krümmung     =:  0. 

Dies  ist    für  alle  Wendungspuncte  der  Fall,    in  deren  Nähe  p 
und  g  in  Bezug  auf  x  continuirlich  bleiben. 

8.  Ist  fUr  einen  besonderen  Werth  der  Absdsse  gs=:oo, 
ohne  dass  die  Berührungslinie  senkrecht  auf  der  Absdssenlinie 
steht  (also  p  nicht  =  oo  ist),  so  wird  ^  =  0  und  die  Krümmung 
unendlich. 
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4.  Werden  beide  Dlfferentialquotienten,  p  und  g,  anendlich, 
so  bestimmt  man  q  nach  §  83. 

5.  WeO  der  Erttmmungshalbmesser  q  nm*  eine  Fonction 
von  p  und  q  ist,  so  müssen  auch  zwei  krumme  Linien,  welche 
einen  Punct,  M(a:,  y),  gemein  haben ,  und  in  welchem  p  und  q 
fbr  beiderlei  knunme  Linien  gleichwerthig  sind,  fär  diesen  Punct 
einerlei  ErUmmungsEreis  haben. 

138. 

Aufgabe  1.  Den  Ejrümmungshalbmesser  der  Parabel  y=Vax 
ftbr  den  allgemein  gegebenen  Punct  M(a:,  y)  zu  bestimmen« 

Auflösung.    Man   hat   hier   zuerst  jp  =  — j\  g  =  — 


2xi  ixi^ 

Setzt  man  diese  Werthe  von  p  und  g  in  die  allgemeine  Formel 
ftbr  den  Krümmungshalbmesser,  so  ist 

Für  x^'O  ist  die  stärkste  Krümmung  im  Scheitel  ^=^a= 
dem  halben  Parameter.    Für  grösser  werdende  x  wird  q  immer 
grösser  und  die  Krümmung  also  immer  schwächer.    Für  x^=s^co 
ist  ^=00,    (VergL  §  77,  Anmerkung.) 

125 

Für  a=9  und  a;=4  ist  q=-^.  Denselben Krümmungshalb- 

5       15         x^ 
messer  hat  für  a;  =  4  auch  die  krumme  Linie  y=o  ■f"iß^~~otß 

(§  132,  5  und  §  127). 

Aufgabe  2.       Den    Ejrümmungshalbmesser     der    Ellipse 

j/  =  — Va* — x^j  als  Function  von  x  anzugeben. 

Auflösung.    Es  ist  hier 
dy hx        ^  d^ ab      

[a^—{a^—h^)x^\ 


?= 


a*& 


Für  a?=0  ist  p  =  -t-.    Für  a:=a  ist  o  =  — . 

^       h  ^       a 


Achtes  Buch. 


DiffereiLtiation  verwickelter  Functionen  zweier 

yeränderlichen  Grossen. 
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Verwickelte  (implidte)  Functionen  asweier  Terfinderiichen 
Grössen  a^  tfy  pflegt  man  in  der  Regel  auf  Null  reducirt  zu  den- 
ken, und  dann  allgemein  durch  ¥(Xf  y)^^0  za  bezeichneu.  Dass 
man  auch  solche  verwickelte  Functionen,  die  man  entweder  auf 
die  abhängig  veränderliche  Grösse  nicht  redudren  kann,  od^ 
auch  zu  grosser  Weidäufigkdten  halber  nicht  reduciren  will,  den- 
noch der  Differentiation  unterwerfen  und  dadurch  den  Differen- 
tialquotienten -^  (wenn  auch  nur  als  Function  von  x  und  y  zu- 
gleich) bestimmen  kann,  werden  die  folgenden  §§  zeigen. 

185. 

Wenn  man  auch  die  verwickelte  Gleichung  ¥(Xj  y)  =0 
nicht  auf  die  abhängig  veränderliche  Grösse  y  reduciren  kann, 
so  kann  man  sie  sich  doch  darauf  reducirt  und  abo  auch  con- 
struirt  denken«  Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punct, 
M(:r,  y),  dne  Berührungslinie  gelegt,  so  kann  man  nach  der 
trigonometrischen  Tangente   des  Berlihrungswinkels    oder,    was 

dasselbe  ist,  nach  dem  ersten  Differentialquotienten  ^   fragen. 

Die  Gleichung 

F(«,  y)-0 (i) 
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verlangt^  zu  einem  beÜebigen  Werth  von  x  den  zugehörigen 
Werth  (Werthe)  von  y  zu  bestimmen,  welcher  der  Gleichung  (1) 
Genüge  leistet  (sie  annullirt).  Die  Ordinate  y  ist  eme  Function 
von  x^  Denkt  man  sich  die  Gleichung  (1)  auf  y  redudrt,  und 
nimmt  fltr  den  Augenblick  an,  es  sei  y=fix)y  bo  muss,  wemi 
diese  Function  von  ^  in  die  Gleichung  (1)  statt  y  gesetzt  wird, 
die  resultirende  Gleichung 

n^,m]=o (.) 

ftbr  jeden  Werth  von  x  identisch  Null  werden,  mithin  auch, 
wenn  man  x+Ax  statt  x  setzt,'*')  weil  sowohl  die  constanten, 
als  Teränderlichen  Grössen  sich  gegenseitig  tilgen.  Demi  hat 
man  auch 

F[rc+ Aa;,  /][«+ Aa;)]=0 (s) 

oder,  wenn  man  entwickelt, 

F[a?,  f{x)]  +  r[x,f(xy].Ax+ilAxH' =0 

oder  auch,  weil  das  Glied  F[^/][a;)]=0  ist,  und  weggelassen 
werden  kaim, 

F[ic,/(a?)].  Aa:+MArc«+NAa;«+ =0. 

Diese  Gleichung  muss  ftir  jedes  Ax  bestehen  und  müssen  des- 
halb die  CoeflBoienten  Von  AXy  Ax\. . .  jeder  ftlr  sich  «sO  sein. 
(AnaL  §  64,  Anmkg.)  Nun  ist  aber  das  erste  Glied  dieser 
Beihe,  nfimHch:  Y'[x,f{x)\Ax=Q  oder  ^x^f{x)\iXy  das  Diffe- 
rential von  F[a:,/(a:)]  =  0. 

Hieraua  folgt  nun  aber,  dass,  wenn  man  sich  wieder  y  statt 
semes  SteUvertreters^  f{x)^  gesetzt  denkt,  und  die  Gleichung 
F(a;,j()  =  0    so  differentürt,   als    wenn   audi  y  statt  abhängig, 


*)  Sei  ZOT  Erläatenmg  dieses  HüBssatzes 

Aus  dieser  Gleichung  (weil  nur  vom  zweiten  Qrade)  folgt  leicht, 
dass  y'»x±a9^f{x)  ist,  mithin  ist  hier 

F[«,/(ä)]— («±a)«— 2ä(«±o)+»»  -  a*— 0, 


134 

absolut  veränderlich  wttre,  man  auch  das  Differential  =0 
setzen  muss.'*')    Man  habe  z.  B. 

Diese  Gleichung  lasst  sich  nicht  auf  y  reduciren«  Dennoch  ist  y 
durch  X  bestimmt  und  man  kann  annehmen,  es  sei  y=f(jx) 
und  folglich 

Die  linke  Seite  muss  flir  jeden  Werth  von  a;=0  und,  wie  wir 
gesehen  haben,  auch  das  Differential  =  0  sein;  das  Differential 
ist  aber 

[f(x)Y .  ßx^äx + «« .  5[/(a;)]* .  fQc)dx—e^f^f(x)dx — icx^dx=0 
oder  [f{x)fQx^dx+x^.5[f{x)y,d.f(x)—^^^ 

Es  ist  also,  weil  f{x)=iyj  mithin  auch  dy=^f(x)dx=^d,f(x)  ist, 

y^.ßx^dx+x^.by^dy — €ßfdy  —  ^cx^dx=Of 

(5xY  "  ^)dy + (ßsoY — 4:cx^)dx = 0, 

dy 4(»*—6a;*y* 

dbc       bx^^—eßf 

136. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  wäre  also  bewiesen,*'*')  dass 
man,  um  eine  verwickelte  Gleichung,  F(a;,  j/)=sO,  zu  difieren- 
tiiren,  nur  so  zu  verfahren  braucht,  als  wenn  beide  Ghrössen  Xy  y 
absolut  (unabhän^)  veränderlich  wären,  oder  was  dasselbe  ist: 
Man  differentiire  die  Gldchung  F(x,  y) «»  0  einmal,  indem  man 
y  veränderlich  und  x  ab  constant  und  dann  dieselbe  noch  einmal. 


*)  Aus  («±a)«— 2a<a;±a)+x«— a«=0  folgt  z.  B. 

2(»±a).d(Ä+a)— 2«.d(a;±a)— 2(aj±a>to+2a;£ir— 0 
und,  wenn  man  wieder  y  statt  x+a  setzt, 

2ydy  —  2x,dy — 2ydx+2x€ixs»0, 

(y— x)dy— (y— «)€&— 0, 

dx 
**)  In  §  187  wird  noch  ein  anderer  Beweis  gegeben. 
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indem  num  x  als  yerttnderlich  und  y  als  constant  betraohtet,  und 
setze  die  Sunune  beider  Differentiale  :=0. 

Diese  allgemeine  Regel  pflegt  man  durch  folgende  drei 
Terschiedene  Bezeichnungen  anzudeuten:  Wenn  F(a;,  y)  =  0, 
80  ist 

F'y(x,y).dy  +  F'^(x,y).dx^Oj 

WO  also  (       Jl       )  ^^  kürzer  f-pj  oder  Fy(a;,  y)   andeutet, 

dass  von  F(x,  y)    das  Differential   in    Bezug  auf  y  genommen 
werden  soll 


187. 
Zweiter  Beweis.    Wenn  auch  die  Gleichung 

F(«,y)=0 (.) 

sich  nicht  auf  die  abhängig  veränderliche  Grösse  y  reduciren 
lässt,  so  sieht  man  doch,  dass  es  filr  ein  beliebiges  x  ein  zuge- 
höriges y  geben  muss,  welches  der  Gleichung  Genüge  leistet  (sie 
annullirt),  und  dass,  wenn  man  diesepi  x  (Abscisse)  ein  Wachs- 
thum  Ax  beilegt,  auch  y  (Ordinate)  ein  Wadbsthum  Ay  be- 
kommen muss,  und  dass  dann  beide  zusammengehörigen  Werthe 
(Coordinaten)  x-\-Ax  und  y  +  Ay  der  Gleichung 

F(a:+Arc,  y+Ay)— 0 (2) 

wieder  Genüge  leisten  (einen  andern  Punct  der  krummen  Linie 
bestimmen),  d.  h.  wenn  x  und  y  zwei  zusammengehörige  Werthe 
sind,  und  man  setzt  in  Gleichung  (1)  x+Ax  statt  x,  so  muss 
man  nothwendig  auch  y+Ay  statt  y  setzen  und  dann  alle 
Glieder  in  (2)  nach  Potenzen  der  Incremente  Arr,  Ay  ent- 
wickeln. Diese  Entwickelung  kann  geschehen,  indem  man  erst 
alle  Functionen  von  x  -|-  Ax  nach  Potenzen  von  Ax  entwickelt; 
dann  in  der  erhaltenen  nach  Potenzen  von  Are:  fortschreitenden  Reihe 
auch  noch  die  Functionen  von  y+ Ay  entwickelt  oder,  was 
offenbar  dasselbe   ist:    wir   setzen   in   (1)  x  +  Ax  statt  x  und 
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entwickeln  erst  F(«+ A«,  y)  nach  Potenzen  von  AXj  indem 
wir  y  einstweilen  als  constant  betrachten. 

Der  Taylor'sche  Lehrsatz  giebt 

Aar* 

F(x+Ax,y)=F(x,y)  +  Fi(x,y).Ax+F'i(x,y).  j^  + 


•  •  •  • 


weil  nun  aber  auch  y  sich  Ändert  und  allenthalben  y + Ay  statt 
y  gesetzt  werden  muss,  so  hat  man 

F(H-A«,y+Ay)-F(a;,H-Ay>fFÄa:,H-Ay>A^Fi'(x,s^fAy).^+.^ 

Entwickeln  wir  jetzt  noch  jedes  Glied  der  rechten  Seite  nach 
Potenzen  von  Ay  (indem  man  jetzt  x  als  oonstant  betrachtet)^ 
so  erhält  man 

F(a:,y+Ay)  =  F(a:,y)+F;(iC,y).A»+BV(a?,y).^V 


•  •  •  • 


Werden  diese  Entwickelungen  in   obige  Oleichung  substi- 
tuirt,  80  ist 

F(x+A^yy+Ay)=F(x,y)+F;(xa).Ay+r;(x,y).^+. . . . 


+  Fi(a?,y).  AÄ+F;;;(a;,y).Arc.Ay+. . . . 


0 


oder  wdl  das  erste  Glied  F(a;,y)s=sO  ist  und  wegfilllt^  so  hat 
man  ftbr  die  Beziehung  zwischen  den  Incrementen  Ax  und  Ay 
die  Gleichung 

F;(^>y)Ay+Fi(a:,y)Aa:+F;Xa:,y)^  +. . . .  -0. .  .(a) 


Diese  Gkiefanng   ist  zwar   eben&lls  verwickelt  und  ktest 
sich  deshalb  nicht  auf  Ay  reduciren«     Da  es  aber  gar  nicht 
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darauf  ankommty  Ay  selbst  (das  Increment  der  Ordinate)  zu 
eriudten,    sondern    wir   nur   den   Grenzwerth   des   Quotienten 

-r^  fitr  Ax=^Oy   nämlich  den  ersten  Differentialquotienten  ^ 

za  wissen  nöthig  haben,  so  kann  man,  um  diesen  zu  erhalten, 
annehmen,  es  sei  Ay^^hAx  und  die  Differentialgleichung  (8), 
indem  man  statt  der  Potenzen  Ay',  Ay®, . . . ,  t* Aa?*,  t'Arp*, . . . 
gesetzt  d^kt,  auch  so  schrdben: 

V'y(»,  y)  Ay  +  FUx,  y)  Ax  +  F^(x,y) .  ^j^+.  •  •  •  =0. 


Seratis  fdgt  nun 


*«.Aaf 


Lässt  man  jetzt,  um  auf  die  erwähnte  Grenze  zu  kommen, 
Ax  bis  zu  0  convei^gir^i,  so  fallen  alle  in  Ao;,  Ax* multi- 

plidrten   Glieder  w^^   und  fbr   -r^  muss  dann  -p  (die  Grenze 

des  Quotienten  -^j  gesetzt   werden,    und   man  hat  dann  wie 
in  §  136 

F;(^,y).|+Fi(a:,y)=0, 
F;(aJ,y).(?y+Fi(a?,»)cfc=0, 


(S) 


138. 

*  Dritter  Beweis.  Nach  der  Infinitesimalmethode  ergiebt 
sich  die  g^bene  Kegel,  nach  welcher  man  eine  verwickelte 
Function,  F(a;,y)«=0,  differentiirt,  folgendermaassen  viel  ein- 
&cher  und  natOrUcher:  denkt  man  sich  nämUch  zu  einem  be- 
liebigen X  das  davon  abhängige  y  so  bestimmt,  dass  bdde  Ghrössen 
der  gegebenen  Gleichung  F(rr,  y)^=^0  G^üge  leisten  und  man 
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lässt  nun  (um  zu  einem  andern  Punct  der  entsprechenden  Linie 
zu  gelangen)  das  x  um  A^  wachsen,  so  muss  auch  y  um  ein 
solches  Licrement  Ay  zunehmen,  dass  die  Gleichung  F(a;  + 
Ax,y+Ay)==0  besteht  (weil  x+ Aic  und  y-f-Ay  die  von 
einander  abhängigen  Coordinaten  sind).  Denkt  man  sich  nun 
die  linke  Seite  nach  den  Lehren  der  Analysis  entwickelt,  so  muss 
erstlich  die  Function  F(ic,  y)  wieder  erscheinen,  welche  (weil=0) 
weg^t,  ausserdem  erscheinen  Glieder,  welche  mit  den  Incre- 
menten  Aa;,  Ay,  so  wie  auch  mit  Potenzen  und  Producten  der- 
selben als  Factoren  behaftet  sind  und  die  verwickelte,  auf  0 
.reducirte  Beziehung  zwischen  den  Incrementen  ausdrücken. 
Lässt  man  nun,  um  auf  das  characteristische  Dreieck  zu  kom- 
men,  A:r,  und  also  auch  Ai/,  bis  zu  Infinitesimalgrössen  {£r,  dy 
conveigiren,    so  verschwinden   hiergegen   die  höheren  Potenzen 

dx^y  dy^, wie  auch  die  Producte  dxdy,  dxdy*  etc.,  so  dass 

also  nothwendig  eine  homogene  Gleichung  übrig  bleibt,  in  wel- 
cher jedes  Glied  ein  unendlich  Kleines  erster  Ordnung  ist  Diese 
Gleichung  erhält  man  offenbar  durch  ein&che  Differentiation 
der  gegebenen  Gleichimg  F(x,  j/)=0,  indem  man  hiebei  die 
abhängige  Grösse  y  formell  wie  eine  absolut  veränderliche 
behandelt. 

139. 

Der  aus  einer  verwickelten  Function  gezogene  Difierenlial- 

quotient  -^  ist  offenbar  eine  Function  von  den  beiden  abhängigen 

veränderlichen  Grössen  x,  y,  und  lässt  sich  also  auch  nur  für 
solche  gegebene  Werthe  von  x  bestimmen,  für  welche  zugleich 
der  Werth  (oder  die  Werthe)  der  abhängigen  Grösse  y  aus  der 
ursprüngUchen  Gleichung  F(Xy  y)^=^0  gefonden  werden  kann. 
Gehören  dann  zu  einem  gegebenen  Werth  von  x  vOTSchiedene 
Werthe  von  y,  so  hat  der  Differentialquotient  ebenso  viele  ver- 
schiedene Werthe, 

BeispieL    Man  hat  aus  der  Gleichung 

y^ — ixy+x^  —  4=0 (i) 

2ydy — ^xdy — 4ydla?+2a;(&=0, 

{2y—Ax)dy—{Ay—2x)dx^% 

dy^2y—x  .. 

dx     y—2x ^  ^ 
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Weil  zu  jedem  Werth  von  x  zwei  Werthe  von  y  gehören, 
so  muss  nothwendig  auch  der  DifFerentialquotient  zwei  Werthe 
haben.    Setzt  man  z.  B.  in  (1)  a;=2,  so  wird  y^  —  8y=a0,  woraus 

n      j         Q      xi,-    ö[y     0—2      1       .dy     16  —  2     ^, 
y=0  und  y=8,  mithm  ^=:^_j  =  _  und  ^  =  .g-^=3i. 

Reduciren  wir  (weil  es  hier  möglich  Ist)  (1)  auf  y,  so  ist 

y=2x±y4+Sx^ (3) 

Wird  dieser  Ausdruck  för  y  in  (2)  substituirt,  so  erhält  man 


140. 

Um  die  successiven  oder  höheren  Differentialen  imd  Dif- 
ferentialquotienten einer  verwickelten  Function  F(rr,  y)==0  zu 
erhalten,  wollen  wir  zuerst  einen  besondem  Fall  betrachten. 
Wenn 

■ 

y* — 4xy+x^ — 4=0 (1)  ist,  so  ist 

(27/  —  4tx)dy—{4y  —  2ai)dx=0 («) 

(y-2x)^-2y  +  x^0 

(tf—2ai),p—2y+x=0 (b) 

In  letzterer  Gleichung  ist  j)  =  -p  zwar   eine  Function   von 

X  und  y  zugleich.  Weil  aber  y  eine  Function  von  x  (durch  x 
bestimmt)  ist,  so  kann  und  muss  man  offenbar  üuch  p  als  dne 
Function  von  x  allein  betrachten. 

Denkt  man  sich  nun  in  (8)  statt  y  und  p  ihre  Functionen 
von  X,  [f(x)  und  q)(xy]j  substituirt,  so  muss  die  Gleichung  (3) 
für  jeden  Werth  von  x  identisch  Null  werden,  mithin  auch  das 
Differential  derselben  «=^0  sein.  Man  kann  also  die  Gleichung 
(3)  au&  Neue  wieder  differentiiren,  indem  man  dabei  die  Grössen 
^7  Vt  P  formell  als  und  unabhängig  betrachtet,  imd  das  Diffe- 
rential =  0  setzt    Wir  haben  also  aus  (3) 
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p{dy — 2dx) + (y— 2a;)(|p — 2<?y + d» — 0, 

od«  wea  t-%  imd  4=-g  (§  38)  id, 

Man  beachte,  daas  man  in  formeller  Hinsicht  diese  Gldchimg 
auch  unmittelbar  aus  (2),  nftmlich  aus 

y.äy  —  Zxdy — 2y.dx+x,dx=^0 

erhält,  indem  man  beim  Differentiiren  y  und  dy  als  Function 
von  Xy  und  dx  als  einen  constanten  Factor  betrachtet  und  d^y 
statt  d.äy  setzt,  und  also  nicht  nöthig  hat,  die  Gleichung  (2) 
erst  auf  die  Form  (3)  zu  bringen.  Man  hat  nämlich  durch 
Diffiarentiation  Yorstehender  Gleidiung: 

dy.dy-^-yd^y — 2dy.dx — 2xd'^y — 2dx,dy+da,dx^=Q 
dy^+{y—^)d'^y—^idxdy  +  dx^=0 (4) 


dx*      dx*       dx 

Diese  Gleichung  drückt  nun  die  Beziehung  aus,  welche 
zwischen  x^  y  und  dem  ersten  und  zweiten  Difierentialquotienten 
Statt  findet. 

Will   man    den    zweiten   Differentialquotienten    -7-^   durch 

eine  Function  von  x^  y  allein  ausdrücken,  sa  muss  man  tdr  -j- 

seinen  Werth  aus  (2)  ziehen  fnämlich-p^-^^^^j  und  in  vor- 
stehende Gleichung  substitniren,  ftlfli^n-TiTi  hat  man 

ß*y_  3(yl— 4ey.4.a;i) 

da»~       (y— 2«)»       ' 
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Man  könnte  nun  offenbar   diese  Gldchting,   oder  noch  be- 
quemer die  Gleichung  (4);  nämlich: 

wiederholt  differentüren  (indem  man  die  Ghrössen  y^  dy^  dHf. . 
weil  sie  sich  mit  x  ändern,  auch  als  Fimctionen  von  x  und  dx 
als  constant  betrachtet)  und  auf  dieselbe  Weise  auch  den  dritten, 
vierten  etc.  Differ^itialquotientan  bestimmen. 
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Ist  nun  ganz  allgemein 

F(a;,y)=0 
die  verwickelte  Function,  so  ist  nach  festgesetzter  Bezeichnung*) 


und  wenn  man  durch  dx*  dividirt  und  zugleich   das  zwdte  und 
dritte  Glied,  welche  gleich  sind,  in  ESns  zusammenzieht, 

Var*/       \dxdyjdx      \dy*J  dx*     \dyj  dx* 


*)  Das  Zeichen  ^^-1  bedeutet:    dass   die  Function   F{xyy)^0 

zweimal  nach  x  difPierentiirt  worden.   Ebenso  bedeutet  /" -^  .  j,  dass  die 

Function  F(a;,y)B-0  einmal  nach  x,  und  dann  das  Besnltat,  in  welchem 
man  dx  als  constant  betrachtet,  wieder  nach  y  differentürt  ist,  oder 
auch  umgekehrt    Es  ist  e.  B.,  wenn  F(a;,y)B-fl^*— a^O, 

« 
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142. 


BeiBplel.    Man  hat  aus  der  Gleichung  für  das  Cartesische 
Blatt  (Höhere  Geometrie  §  79) : 


y^ — 3flw:y+a:'=0 

(i) 

yHy — axdy — aydx+x^dx^^O 

....(2) 

dy_  ay—a* 
dx       y*  —  dw?' 

Hier  gehören  zu  jedem  Werth  von  x  (Null  ausgenommen) 
drei  Werthe  zu  y  und  -p^  die  gleichzeitig  alle  drei  reell,  oder 
einer  reell  und  die  beiden  andern  imaginär  sind.    (Anal.  §  113.) 

1.     Für   a=0   ist  auch  y=»0.     Der  Differentialquotient 

j    aber  =  ft.    Um  seinen  wahren  Werth  zu  finden,  ver&hren 
dx  "  ' 

wir  nach  der  §  81  gegebenen  Regel,  indem  wir  y  als  Function 

von  .r  betrachten.    Es  ist  darnach  für  j:«mO,  //^O: 

dy ^ 

dy       ay  —  a?* 0  da: 


also 


dx      y*  —  aas       0       ck  du 


a^'-ar 


dy dx 


dx       g^  dy  ' 


H^ 


CIX 


\da)       y 


'dy\^ a   dy  x 

*  dx  V 


du 


a±-Va*  -  Ax!,      '*^*~"? ••) 


dx  2y  2y 

Es  ist  also  fiir  07=0  und  y=0  für  das  obere  Vorzeichen 
---  =  cx),  für  das  untere  aber  -^  =  0.     Im  Än&ngspunct,   der 

IUP  CUV 
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ein  Doppelpnnct  ist,  steht  also  die  eine  Berührungslinie  senkrecht 
auf  der  Abscissenlinie,  die  andere  fidlt  mit  ihr  zusammen. 

Für  denjenigen  Punct,    för  welchen    ay — a:*=0,    mithin 

y=—  ist,  ist  ;i^  =  0,    und    die    BerUhrungsUnie   geht    wieder 

parallel    mit    der   Abscissenlinie.      Um    die  Coordinaten    dieser 
Puncte  zu  finden,  wo  nämlich  ay=a:*  wird,  setzen  wir  in  (1) 

—  statt  V,  so  ist  ■— — 2jc*=0,    woraus    jj=0   und   Ä  =  aV2, 

8 

mithin  y=0  und  y=ay4. 

Um  die  Coordinaten  der  Puncte  zu  erhalten,  in  welchen  die 
Bertihrungslinie  senkrecht  auf  der  Abscissenlinie  steht,  setzen  wir 

den  Nenner  y"  —  aa?=0,  mithin  a'=s^.    Dies  in  (1)  substituirt, 
kommt  y' — 3y®+^=0,  woraus  y=0  und  y=ay2,    mithin 

Ol 

8  A 

a?=0  und  a:=aV4,    Für  diese  Puncte  ist  ^«=00, 

^  da? 

2.  Um  die  etwaigen  Asymptoten  der  krummen  Linie  zu 
bestimmen,  hat  man  (§  79) 

AT—«.      .,   y'— ^  (y »  -  2aary  +  Jg') _     o^y 

jöy — .r*  ay — a?*  jc*  —  ay 

.^  gy — x^ y' — 2fla?v  +  ^^  öMjy 

•^  y' — flw?  y* — ax  y* — Oin; 

Für  j?=oo  ist  y=--oo.    Daher  AT=  —  a,'  AC=  —  a, 
wodurch  die  Lage  det  Asymptote  bestimmt  ist 

3.  Um  zu  finden,  ob  flir  jj=ay2  und  y=y4  (wo    -j- 

=:0  istj  ein  Maximum  oder  Minimum  Statt  findet,  wollen  wh* 

den  zweiten  Differentialquotienten  berechn^i.    Die  Gleichung  (2), 
nochmals  differentiirt,  giebt 

2y.dy*+y*.d*y  —  adydx — ax,d^y  —  adx,dy  +  2x,dx^^=^Qy 

{y^—ax).d^y+2ydff^  —  2adydx+2xdx^^% 

(^'-«^)-3  +  2y.g-2a|+2..=0 (s) 
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oder,   indem  wir  fUr  den  ersten  Difierentialquotienten  seinen 
bereits  geftmdenen  Werth  substituiren, 

^  ^  dar        ^    {y^-^^cucy  y*  —  ax 

d«y       %axhf  » — 2^*y — 2xy^ — 2a*4?y 
d^"  (y^—axY  ' 

d^y 2( —  x^ + 3aiy — y  ^ — a^)3cy 

d^~  {y^—axy  ' 

folglich,  weQ  nach  (1) — x^  +  iaxy — y»=0  ist, 

d*y 2a^xy 

de*  (y* — cucy* 

Anmerkong.  Wir  haben  hier  den  zweiten  Diffierential- 
quotienten  der  Uebung  halber  ganz  allgemein  bestimmt.  Wollte 
man  ihn  aber  bloss  wegen  der  Entscheidung  über  Maximum 
oder  Minimum    fUr    den  spedellen    Punct  haben,    in    welchem 

--^asO  ist,  so  hätte  man  ihn  leichter  aus  (3)  erhalten  können, 

indem  man  die  in  -^  und  --^  multiplidrten  Glieder  (weil  =  0) 

weglässt.      Für    diesen    spedellen    Punct    ist    dann    offenbar 

d^y         —  Äa?        «n  *  " 

;t^««-^ •    Für  Ä=ay2   ist  die   Ordinate  y=ay4    im 

CiX        y  ^^  cuc 

Zustande  dos  Maximum ,    weil  fUr  diese  Werthe  von  Xj  y  der 
erste  Differentialquotient  ^ = 0  und   der  zweite  -r^  negativ  ist 

Wegen   Tr^=oo   sehe  man  §  118,  3. 


Neuntes  Buch. 


Vertansehnng  der  nnabhSngig  ver&nderlieheB  OrSsse. 
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hia  kommt  manchmal  vor,  dass  zwei  unabhängig  veränder- 
liche Gfrössen  x,  y  (z.  B.  Coordinaten)  als  Functionen  einer  und 
derselben  veränderlichen  dritten  Grösse^  t^  gegeben  sind*);  und 
•es  handelt  sich  nun  darum,  dne  allgemeine  Bj^el  zu  finden, 
nach  welcher  man  in  solchem  Falle,  ohne  die  dritte  Ghrösse  t 
•eliminiren  zu  brauchen,  dennoch  die  in  Bezug  auf  x  genom- 
menen Differentialquotienten  -p,  -7^ als  Functionen  von 

t  ausdrücken  kann. 

144. 

Es  seien  zu  dem  Ende  sowohl  y  siB  x  stetige  Functionen 
von  tj  nämlich  allgemein 

y=F(o (1) 

x'^m («) 

Der  lichteren  Vorstellung  halber  danke  man  sich  die 
absolut  veränderliche  Grösse   t   eliminirt,    und   dadurch   y  als 


*)  Ein  Bolchee  Beispiel  findet  sich  in  der  höheren  Geometrie  §  79 
In  der  höheren  Mechanik  werden  die  Coordinaten  einer  Bahn  oft  als 
Functionen  der  Zeit  ausgedrückt 

LftlMea,  Infinitosinwl-Beehnaiig.    6.  Avil.  10 
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eine  gesonderte  Function  von  x  kervorgehend.  Es  sei  nämlich 
nach  bewirkter  Elimination  von  <*) 

y=9>(^) (0 

Denkt  man  sich  Air  t  einen  beliebigen  Werth  gesetzt,  so  nnd 
dadurch,  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  zu  dnander 
gehörigen  Werthe  von  x  und  y  bestimmt,  und  es  ist  klar,  das» 
man  den  zu  x  gehörigen  Werth  von  y  auch  aus  der  als  vor- 
handen fingirten  Gleichung  (3)  finden  könnte,  indem  man  darin 
den  aus  (2)  filr  x  erhaltenen  Werth  substituirt 

.  Lassen  wir  nun  t  um  das  Increment  A^  wachsen^  so  wer- 
den auch  X  und  y  sich  ändern,  und  es  ist  nach  dem  Taylor- 
sehen  Lehrsatz 

Ay=P'(OA<+F'(O.Yj+ (*) 

AaJ=r(O.A<+r(0.^+ (0 

Lfisst  man  femer  in  (3)  die  Grösse  x  sich  um  den  aus  (5) 
erhaltenen  Werth  Ax  ändern,  so  wird  auch  in  (3)i/  sich  eben- 
soviel als*  vorhin  ändern  und  man  hat  aus  (8) 

A        <^y   A      I  ^*y  Are*  , 

oder   wenn  man   hierin   —   um   die  Differentialquotienten    -^ 

-^ . .  • .  als  Functionen  von  t  zu  erhalten  —  für  Ax  den  Werth 
aus  (5)  substituirt, 

A^g.[m.A^fno.^>...]+jl,3h)AH-r(o.^+...]+..- 
A.-|./'(o.A*+[|.r(o+g.(r(o>].^> (") 


*)  Sei  z,  B.  y=-<*  und  x^i\  so  ist  y^s^  und  z.  B.  für  *«=2  ist 
y— 16  unda;=«4,  y«-16  und  fnr        A*'—!  ist: 

Ay-(2+l)*-2*— 65  Ay=66. 

und  Aa?=-(2  +  l)«— 2*«=5. 
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Da  die  beiden  filr  Ay-  erhaltenen  Reihen  (4)  und  (6)  ftir 
jedes  At  gleich  sind,  so  ist  (Analysis  §  64) 

%m+2'^m'^r'(f) (8) 

und  wird  der  aus  der  Gleichung  (7)  folgende  Werth 

« 

dx~f{t) ^' 

in  Gleichung  (8)  substituirt,  so  erhält  man 

d^y_m.r{t)-r{f).nt)         ,  . 

Man  sieht  leicht,  wie  man  auf  dieselbe  Weise  erforderlichen 

Faüs    auch    die    folgenden   Differentialquotienten    -^^  ^-^ 

als  Functionen  von  t  finden  könnte,  indem  man  bei  den  vorher- 
gehenden Reihen  noch  das  8te,   4te. . . .    Glied  berücksichtigt. 
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Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  zuvor  noch  auf  zwei 
andere  Schreibweisen  aufinerksam  machen.  Weil  nämlich  so- 
wohl o;  als  y  von  t  abhängig  sind,  so  folgt  aus 

y=F(0.   und    x^m, 
dass 

ist 

Setzt  man  diese  Ausdracke  für  F(0,  f(f). ..  in  die  für  die 
Differentialquotienten  gefundenen  Formeln  (9)  und  (10),  so  kann 
man  dieselben  auch  so  schreiben: 

10» 
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dy 

dx  d^y     dy  d^x 

dy dt  ^ 

d^y      dt' dt*       dt' dt* 

dx      dx'^ 
dt 

dx*~          /dxY 

du     o'fl/ 
oder,    weil   die   Differentialquotienten   -5^,  -t-|  nur  Functionen 

von  t  sind  (weil  im  2jähler  und  Nenner  die  Divisoren  dt*^  dt^... 
sich  heben),   so   kann  man  die  in  Bezug  auf  x  genommenen 

Differentialquotienten  -p,  -j-~ ,   indem  wir  jetzt  daftir  ihre 

einfiicheren  Zeichen  Pj  q setzen,  auch  so  schreiben: 

dy  dxdhf — dyd*x 

^~di'  *"(&»• 

Man  darf  aber   nicht  vergessen,    dass  dies   nur   eine  kürzere 

Schreibweise  ist,  und  dass  rechter  Hand  (Zr,  d*Xj  dy nuir 

ab  Stellvertreter  für  f(t)dty  f\t)dt\  Y'{t)dt. . . .  stehen,    Linker 
Hand  sind  jp,  g implicite  Functionen  von  x^  die  aber  durch 

Functionen  von  t  ausgedrückt  sind,  indem  rechter  Hand  (in  ~ j 
dt^  f  in  ^j  dt^, . .  sich  heben. 
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*  Wir  können  die  Sache  noch  von  einer  andern  Seite 
betrachten  imd  die  vorhergehenden  Resultate  durch  die  Infini- 
tcsimahnethode  auf  einem  viel  kürzeren  und  natürlicheren  Wege 
erhalten. 

Es  seien  wieder  x^  y  die  Coordinaten  einer  krummen  linie, 
jede  aber  als  eine  Function  der  willkürlich  veränderlichen 
Grösse  t  gegeben,  nämlich: 

y=F(0 (1) 

»=/"(0 («) 

Für  einen  beliebigen  Werth  von  t  sind  die  Coordinaten  a;,  y 
und  mithin  auch  ein  Punct,  M,  d^  krummen  Linie,  so  wie 

die  Lage  der  dadurch  gelegten  Berührungslinie  tg  r=-^,    die 
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f-    -  -    — * 

Subtangente  S,=y^.  Krümmungshalbmesser  ,=L_^  etc. 

bestimmt 

Kömite  man  aus  der  Gleicfauiig  (1)  mid  (2)  die  Grösse  t 
elimiiiiren,  mid  y  durch  eine  Function  von  x  darstellen,  so 
könnte  man  leicht  p,  Qf  bo  wie  die  fraglichen  Ghrössen:  Sub- 
tangente etc.  berechnen  y  und  als  Function  von  x  ausdrücken. 
Angenommen  aber,  die  Elimination  von  t  sei  nicht  ausführ- 
bar, so  fragt  sich,  ob  man  dann  nicht  die  erforderlichen  Diffe- 
rentialquotienten  p^  Qj  mithin  auch  die  anderen  Grössen:  Sub- 
tangente, Krümmungshalbmesser  etc.  als  Functionen  von  t  dar- 
stellen kann. 

Der  erste  Differentialquotient  P"=^  ist  leicht  gefrmden. 

Die  unmittelbare  Difierentiation  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
giebt 

Denkt  man  sich  nun  dt^  folglich  auch  dy,  dx  nicht  als  absolutes 
Nichts,  sondern  als  Infinitesimalgrössen,  so  hat  die  Division 
beider  Differentialen  dy^  dx  durch  einander  Sinn,  und  man  hat 
(indem  dt  eliminiret  wird)  sogleich 

p    f'(f)  • 

Hier  ist  also  der  erste  Differentialquotient  p  diuxsh  eine  endliche 
gebrochene  Function  von  t  dargestellt,  in  welcher  jedoch  der 
Zähler  oder  Nenner  auch  constant  sein  kann. 
Differentürt  man  aufs  Neue,  so  kommt 

*  uw 

und,  durch  clx=f  (().dt  dividirt, 

dx  «  ww 

oder    in    übUcher   Schreibweise,    indem    man    -^  statt    ^;J. 

'  dx  f  [i) 

(eigentlich    statt    77^=7^)  s^tzt,  und  nun  -^  nicht  als 
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ein  Zeichen  (wie  nach  der  GhrenzmeÜhode  geschehen  müBBte), 
sondern  Zshler  und  Nenner  als  Fonctionen  von  t  und  di  be- 
trachtet, 

,  dx.dhf — dy.dh^ 

^  dx* 


"x 


f 


dg dx^dhf — Zdx.d*xdHf  +  ^d*x*  —  dxdifd^x 

dx  da^ 


147. 

Als  Anwendung  des  Vorhergehenden  wollen  wir  jetzt  noch 
die  allgemeine  Formel  entwickeln,  nach  welcher  man  die  Krüm- 
mungshalbmesser auch  für  Polarcurven  bestimmen  kann. 

Sei  deshalb  (man  iseichne  sich  die  nöthige  Figur)  der  ge- 
gebene Poiarwinkel  MAX=@,  der  zugehörige  Badius  vector 
AMaar  und  r  irgend  eine  Function  von  @,  nämlich: 

r=F(0) (0 

Am  leichtesten  ist  es  nun  hier,  erst  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  AP=a;,  MP^^y  des  Punctes  M,  so  wie  den  ersten 
und  zweiten  Difiiarentialquotienten  jp ,  g  als  Functionen  von  & 
auszudrücken,  und  dann  die  für  p  und  q  erhaltenen  Ausdrücke 
in  die  schon  bekannte  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser, 

nämUch  in  DgaX^  "*""  ^    zu  substituiren.    Da  nun 

y=r.sin  0 (t) 

x=r.(X)B  Q (») 

so  erhält  man  durch  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichungen, 
indem  man  y,  :c  als  Functionen  der  absolut  veränderlichen 
Grösse  Q  betrachtet,  **) 


**) 


*)  In  Besug  auf  j),  q,  r...  siehe  §  38. 

*)  WeU  nach  Gleichmng  (1)  r  eine  gegebene  Function  von  B  ist, 
niSmlich  r»F(e),  so  hat  man  rechter  Hand  in  (2)  und  (3)  nur  eine 
absolut  verinderliehe  Grösse  9,  nämlich:  y=^F(9).Bm  9;  «— F(e).c08  e, 
und  wir  sehreiben  nnr  Küne  halber  r  statt  F(e),  dr  statt  r(9)d9, 
(fV  sUtt  F"(9)d&^  etc. 
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(^■-Bin0.dr+r.cos  0d0, 
dx  =  coa  Q.dr — r.sin  0d0, 
d^=2co80cf0*-+8in0.dV— rsin0.cf0«, 
cf»a;=— 28in0cf0.dr+coß0.dV— rco8  0d0*, 

und  hieraus  nach  einer  etwas  weitläufigen  Multiplication '*') 

di».dV=2cos«0d0A'*+8in0.oos0drdV+r*sin«0d0» 

— 8r8m0.cos0d0«f&'— r8in«0d0.dVy 

<iy .  d«a?  == — 28in*0d0  dr » + sin  0  cos  0  dr  d  V—r » cos  «0  d0» 

— 3rBin0.cos0d0»dr+rco8^0d0dV. 

Substitairt  man  diese  Ausdrücke  in  die  vorhin  fUr  p  und  q  ge- 
fundenen Formeln 

dy  dxdhf — dy.d^a 

*  =  di'  «-  d^^  ' 

80  erhält  man  p  und  q  als  Functionen  von  0,  nämlich: 

sin  0dr  +  yco80d0 

^      cos0dr — r8in0d0' 

2d0dr«— rd0dV+r»d0» 
*~     (COS0A-— rBin0d0)»    * 

Durch  Substitution  dieser  Werihe  entsteht  endlidi 

^ dr*+r*de* 

^'^^  ~  (COS0A-— r8in0d0)«  ' 


*)  Man  kann  diese  Arbeit  bedeutend  abkürzen:  Da  nämlich  die 
Bichtong  der  Abscbsenachse,  auf  welche  wir  die  Lage  eines  beliebigen 
Pnnctes,  M,  beliehen  wollen,  ganz  willkürlich  ist,  so  nehme  man  an,  sie 
sei  senkrecht  auf  den  Radios  vector  AM,  alsdann  werden  die  Di£PerentiaIe : 

d*y^dh'^rd9*  dhi^^2d9dr 

dxd^^r^dQ'—rdSdH^;  dydhi^'-2d9dr^ 

Dies  in  die  vorhin  für  p  und  q  gefundenen  Formeln  substituirt,  kommt: 

dr                    r*de^'-rd9dh'+2de.dr^  -,.         .  ^      . 

1>  «-  —  -^^ ;  q  — -^d^ •    ^'^*  ^^^^®'  *^ 

(i4^*y| 

^  M — >  ^^  ^  substituirt,  muss  für  q  dasselbe  Resultat  wie  im  Text  kommen. 


152 


(dr'+r'dQ*)* 


rdGdh'—r*d9*—2dSdr»' 

-        v   ^  dQ*J 

dG*^     d@* 

148. 

Aufigabe.  Es  soll  der  Erümmuiigshalbinessar  der  Expo- 
nentialspirale,  deren  Gleichung 

ist^  gefunden  werden. 

Aoflöflong.    Man  hat  hier 

d0»~*'  *^d0»      *  ' 

(2»-»)*         <„ 

Dw  Krümmungshalbinesser  ist  also  bei  dieser  Spirale  stets 
gleich  der  Tangente  und  Normale  (§  74).  Ans  dem  recht- 
winkligen Dreieck  OAM  folgt ,  dass  die  vom  Pol  an  den  End- 
punct  O  des  jedesmaligen  Ejümmmigshalbmessers  gehende  gerade 
Linie  AO^=r  ist. 

et 
Für  die  Archimedeische  Spirale,  deren  Gleichmig  r  =  Ä~*® 

(Höhere  Qeom.  §  96)  findet  man  den  Erümmmigshalbmesser 


0= :s-< 


♦•*+  — 


Zehntes  Buch. 

Erolnten  und  ETolTenten. 


148. 


AofiEabe.  Ea  Bei  BC  eine  durch  ihre  GlüchuDg  y=F(x) 
g^ebene  krumme  Linie.  Durch  ihre  sSmmtlichen  auf  einander 
folgenden  Puncto  denke  man  eich  die  Normallinien  gezc^n  und 
auf  diese  die  den  Terschiedraien  Puncten  entaprechenden  Krtlm- 
mungshalbmeaser  abgetragen,  so  folgen  auch  die  Endpuncte  dieser 
KrOmmungshalbmeeaer  stetig  auf  einander  und  bilden  eine  geaetz- 
mäsaige  krumme  Linie  bc.  Ea  handelt  sich  darum,  die  Gleichung 
ftir  diese  krumme  linie  bc  (den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
pancte  aller  KrUmmungBkreise)  aus  der  gegebenen  Gleichung 
y  =  F(a;)  zu  finden. 

AuflSsung.  Das 
-hier  Gesudite  ist 
dgentltch  schon  ge- 
funden. Denn  und 
X,  y  die  Coordina- 
ten  dnes  beliebigen 
Pnnctee,  M,  und  et, 
ß  die  CoonÜnaten 
vom  Endpuncte  m 
des  entsprechenden 
Krümmungsbalb- 
meaeers  Hm  •^Q,ao 
iBt   zufolge  §    129 

«— ^^ (■) 

^-»+^ w 


154 

Weil  nun  in  diesen  beiden  Gldchtingen'*')  y,  py  q  yermöge 
der  gegebenen  Gleichung  j^=F(^)  Functionen  von  x  sind,  so 
ist  klar;  dass,  wenn  man  für  x  bestimmte  Werdie  gesetzt  denkt, 
auch  a  und  ß  bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  umgekehrt 
fbr  a  einen  bestimmten  Werth  gesetzt,  so  erhfilt  auch  yermOge 
Gleichung  (1)  x  einen  bestimmten  Werth,  und  durch  diesen 
Werth  von  x,  in  (2)  substituirt,  wird  auch  ß  bestimmt  Könnte 
man  die  Gleichung  (1)  auf  x  reduciren*,  so  könnte  man  den 
dafür  erhaltenen  Ausdruck  statt  x  in  (2)  substituiren  und  erhielte 
dann  ß  als  Function  von  a. 

150. 

AuijKabe.  Es  sä  die  Gleichung  einer  Parabel,  yssYaXy 
gegeben  und  die  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  der 
Mittelpuncte  aller  ihrer  Erümmungskreise  gesucht 

Auflösung.    Hier  ist  |)=  — r;  g= j.     Diese  Werihe 

2aj*  4fl7* 

von  y,  f>,  q  in  den  Gleichungen  (1)  imd  (2)  substituirt,  kommt 

4/p} 
a^=sQx  +  ia  und  /J= r-.    Aus  der  ersteren  Gleichung  folgt 

x=^  — ~-,    Die  gesuchte  Gleichung  ist  mithin 


«_      4|/(g-ia)» 
P sV      Sa      ' 


*)  Diese  beiden  GleichuDgeii,  so  wie  auch  die  Fonnel  for  den  Kriim- 
mungshalbmesaer  erhält  man  folgendermaassen  auf  tiel  kürzerem  Wege, 
alB  es  in  §  129  gezeigt  worden.  Man  hat  nämlich,  wenn  y=^F{x)  ge- 
geben und  hier,  wie  dort,  wieder  rK'^P*  '^^^  gesetzt  und  beachtet 

wird,  daM  y-y,  J- J  und  0-§  »ein  mues, 

(y -/?)«+ («-«)«-?» (i) 

(y—ß).dy+{x—a)dx^Q (») 

{y-ß)ePy  +  dg*-\-dx*'^0 (») 

An.  (3)  folgt  y_^._^^— i±£*, 

in  (J)  sabBt  kommt         «_«_2(^^^) _  P-(l+p«), 

in  (I)  aub.t.  ist  ,-_(^H^5__(l+£5!, 

flu* 
oder  aach  (§  70)  p ^^. 
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15L 


Obgleich  die  eben  fikr  die  Parabel  wirklich  ausgefiihrte 
EHimination  von  x  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
(§  149)  in  andern  FtfUen  selten  möglich  ist^  so  gelangen  wir 
doch,  ohne  diese  Elimination  bewirken  zu  brauchen ,  zu  einem 
merkwürdigen  Satze. 

Setzt  man  nämlich'*')  für  die  Grösse  ^— ,  welche  eine 

ä 
Function  von  x  ist^  Kürze  halber  u,  mithin  nach  §  149 

a=x — p,u  und  ß=y+u 

und  denkt  man  rechter  Hand  in  den  durch  p^  Uj  y  vertretenen 
ENmctionen  von  Xj  x+  Ax  statt  x  gesetzt,  so  würden  auch  a  und 


*)  Zar  Uebnng  dienend ,  möge  man  auch  folgenden  üblichen  Weg 
▼erfolgen:  Da  die  Ck)ordinaten  o,  ß  und  der  KrümmungshalbmesBer  g^ 
die  sich  von  Punct  zu  Ponct  der  gegebenen  krummen  Linie  y^F(x) 
ändern,  Functionen  von  absind  [a^(p(x),  ßs^\i;{x),  g^^xi^)]!  ^o  kann 
man  sich  a,  /},  ^  als  Stellyertreter  dieser  Functionen  in  den  3  Gleichungen 
1%  149,  Rdbkg.) 

(y-/»)»  +  (Ä-«)'-?*-0 (i) 

♦     (3f^ß)dy+(x^a)dx^0 («) 

(Sf  —  ß)dhf  +  dy*  +  da^^O (s) 

denken.  Diese  Gleichungen  müssen  nun  für  jedes  x  identisch  Null,  mithin 
auch  ihr  Differential  ^0  sein  (§  135),  d.  h.  ihr  Differential  nicht  nur  in  Be- 
zog auf  X,  y,  sondern  zugleich  auch  in  Bezug  auf  a,  ß,  g.  Aus  (1)  folgt 

(y—^)d!y-j-(aj— «)<?«— (y—/J)i«^—(«—o)<ia—^^ 

oder,  weil  nach  (2)       (y  — />)<fy  +  (a;  — o)£ia;—0  ist: 

(y-'ß)dß  +  (x^a)da^'-gdg (4) 

Aus  (2)  folgt 

dy*+(y—ß)d^ — dydß+dx^—dxda^O 

oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (3) 

dp.dß-i'dx.da^^'O (5) 

Aus  (5)  folgt  die  merkwürdige  Beziehung       , 

dß     ^dx 
da  dy 

dx 

Aus  (2)  folgt    y— ^=— T-(a;— «),  oder 

a      ^ß  t         ^ 
Diesen  Werth  von  y^ß  in  (1)  und  (4)  substituirt,  kommt: 
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ß  um  Aa,  Aß  wachsen.  Geht  man  aber  gleich  auf  das  Diflfe- 
rential  (erstes  Glied)  über  und  bemerkt,  dass  (§  88)  -j-  ==^p  und 

-y=q^  also  dp=qdx  ist,  so  folgt  aus  obigen  Gleichungen 

dß=dy  +  dUj 

da=dx — tt.dp — pdu=dx ^—.qdx — pdUj 

da^= — p(pdx+du)=:—p(dy-\'^). 

Dividirt   man  die  erste  Gleichung  durch  die  letzte,   so  ist 
(§  145) 

da  p' 

Dieser  Ausdruck (eine  Function  von  x)  ist  nun  offen- 

p  ^ 

bar  die  trigonometrische  Tangente  des  punctirten  Winkels  wlYfx^ 
welchen  die  durch  m  an  die  krumme  Linie  hc  gdegte  Berüh- 
rungslinie mT'   mit  der  Abscissenachse  macht     Da  nun  tg  v 

=?=  —  und  tg  T  —  p,  so  ergänzen  sich  die  beiden  Winkel  v  und  x 

zu  einem  rechten  (weil  die  Tangente  des  ein«n  die  Cotangente 
des  andern  ist).  Hieraus  folgt  nun  aber,  weQ  TMm=90^,  dass 
die  beiden  Linien  Mm  und  mT'  eine  einzige  Gerade  bilden,  denn 
Mm  muss,  verlängert,  mit  der  Abscissenachse  einen  Winkel  bil- 
den, welcher  den  Winkel  %  zu  90^  ergänzt.  Jedw  Krümmungs- 
halbmesser, wie  Mm,  ist  also  normal  auf  die  krumme  Linie  BC, 
und  tangirt  zugleich  die  krumme  Linie  &c. 


152. 

*  Eine  andere  Merkwürdigkeit  (auf  wdche  wohl  zuerst  die 
im  folgenden  Paragraph  zu  erwähnende  rein  mechanische  Vor- 
stellung gefuhrt  hat)  besteht  darin,  dass  ein  beliebige  Bogen  der 


(g+i)(^-«)--^ 

Letztere  Gleichung  quadrirt  und  durch  die  vorhergehende  dividirt,  kommt 
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tixde  bCy  z.  B.  der  Bogen  &m,  dessen  unbestimmte  Länge  wir 
=a  setzen  wollen,  dasselbe  Differential  hat,  wie  der  an  seinem 
Endpimct  m  gehende  ELrümmungshalbmesser  Mm. 

Weil  nämlich  die  Coordinaten  a,  ß  des  Punctes  m  Fmic 
tionen  der  Abscisse  x  des  entsprechenden  Punctes  M  sind,  so 
können  wir  das  Differential  des  Bogens  5,  nämlich  d8=^'Vda^+dß^ 
(§  70)  auch  (ohne  die  entwickelte  Gleichung  zwischen  a  und  ß 
zu  kennen)  durch  eine  B\inction  von  x  und  dessen  Differential 
ausdrücken.  Da  nämlich  bereits  (§  151)  gefunden,  dass 
da«« — p(dy  +  du)  und  dß^^dy+dUy  so  ist,  indem  man  diese 
Ausdrücke  für  da  und  e^  in  die  Formel  (fe=Vda«  +  d/?«. 
substituirt, 

ds=(dy+du).Vl+p*. 
Der  entsprechende  Krümmungshalbmesser  ist  nun  q  =  — ^^ — ^— ^ 

oder  ^    wieder  =m  gesetzt:  ^= — (H-|)*)i  «.      Letztere 

Gleichung  differentiirt,  giebt 

dQ=^[u.(l  +pTipdp+(l  +p^)idul 
j       f4p,dp+(l+p^).du, 

-^ p^^j ' 

-^  V(i+P*)  ' 

Es  ist  also  bis  auf  das  Vorzeichen  clQ  =  öis,  mithin  auch  A^ = A.S. 
Dies  beweist,  dass  der  zwischen  zwei  Puncten  m  und  n  ent- 
haltene Bogen  gleich  dem  unterschiede  der  beiden  an  diese 
Ptmcte  gehenden  Krümmungshalbmesser  ist 

153. 

Erklärung.  Man  denke  sich  um  die  convexe  Seite  einer 
gesetzmässigen  krummen  Linie,  hc,  einen  in  c  befestigten 
unausdehnbaren  Faden  gelegt,  denselben  im  andern  Punct  h 
ge&sst  und  straff  angezogen,  von  der  krummen  Linie  wieder 
abgewickdt,  so  wird  der  Punct  h  des  stets  gerade  gespannten 
Fadens  offenbar  eine  andere  .gesetzmässige  krumme  Linie,  BMC, 
beschreiben. 
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Die  entere  krnmme  Lbüe  bc  heisat  hier  die  Evolute 
(die  abgewickelte)  und  die  durch  die  Abwickelung  erzeugte 
krumme  Linie  BMC  die  Evolvente  (die  abwickelnde).  Der 
jedeemalige  abgewickelte  und  gerade  geepannte  Tfaeil  d^  Evolute, 
wie  nB,  mM,  hdaat  ein  Strahl  der  Evolute. 

Die  Evolution  einer  krummen  Linie  hat  Aehnlichköt  mit 
der  Besdirdbung  eines  Er^aea.  Die  Evolute  vertritt  hier  die 
Stelle  dea  Mittelpuncts,  der  Badius  B.har,  statt  constant  zu  sein, 
Hndert  üch  hier  von  Punct  zu  Punct.  Der  berOhmte  Hu^^gheoa 
hat  die  Evoluten  zuerst  erdacht,  und  de  auf  die  auch  von  ihm 
zuerst  erfundenen  Pendeluhren  angewandt  Auch  in  der  Theorie 
der  Raderwerke  findet  die  der  Evoluten  Anwendung. 

Die  medianische  Erzeugung  der  E^rolvente  ruft  zngldcfa 
die  VorstellaDgen  hervor,  dass  1)  der  Unterschied  zweier  Strahlen 
,nB,  mM  gleich  ist  dem  zwischen  ihren  Endptmcten  enÜialtenen 
Bogen  »m;  2)  daas  alle  Strahlen  die  Evolute  iangiren  und  auf 
der  Evolvente  normal  stehen,  so  dass  also  die  Evolute  nicbts 
anderes  ist,  als  der  geometrische  Ort  der  Mittelpuncte  aller 
KrUmmungskmee  der  Evolvente. 

154. 

*  Aufgabe.  Denkt  man  sich  sfimmtliche  Nonualrai  einer 
durch  ihre  Gleichung  9  =  F(a;)  gegebenen  krummen  Linie,  MV, 
um  ein  gleiches  StUck,  Mm  =  a,  verkürzt  (verlängert),  so  bilden 
die  stetig  auf  einander  folgenden  Endpuncte  eine  andere  krumme 
Linie,  mv,  welche  die  Aequidistante  der  enrterea  heisst  Eb 
soll  die  Gldchnng  hiertUr  gefunden  werden, 

Aollflming.  Seien  allgemein 
AP  =  3:  und  MP  =  y  die  Co- 
ordinaten  eines  Punctea,  M,  der 
g^;ebeneD  krummeu  Linie,  und 
AQ  =  a,mQ=j?  die  Coordinaten 
des  entsprechenden  Punctea  m 
der  gesuchten  krummen  Linie, 
so  hat  man  aus  der  gegebenen 

Gleichung  y™F(a;)  zuerst  tg  T=-r^^p  und  da  nun  Winkel 

mMR=MTN  und,  wenn  dieser  Winkel  mit  M  abgekürzt  mrd, 

äa  ^\=.—JL-.    cos  M—  ,    ^     -  (Trigonom.    S  100,  5),  so 

VT+p»  VI  +1>» 

ist  y  —  j?=3a.cOB  M  und  a  —  x^a.fän  M,    Hieraus: 
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a=x-\-a.  ,  "  — (») 

VT+P* 

Drückt  man  y  und  p  durch  ihre  Functionen  von  x  aus,  so 
braucht  man  nur  x  aus  beiden  Gleichungen  zu  eUminiren,  um 
die  geforderte  Gleichung  zwischen  a  und  ß  zu  erhalten. 

ZusatB  1.  Ohne  diese  Elimination,  die  übrigens  selten 
m(^lich  ist,  bewirken  zu  müssen,  kann  man  doch  leicht  aus 
den  beiden  allgemeinen  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgern,  dass 
die  durch  je  zwei  entsprechende  Puncte,  wie  M,  m,  gelegten 
Berührungslinien  stets  parallel  sind.    Dies  ist  bewiesen,  wenn 

man  zeigt,  dass  tgT=tg  t  oder-p==-^  ist    Aus  (1)  und  (2) 

folgt  aber,  dass  (vergl.  §  151) 

apdp 


dß=dy+ 


da=^dx'{' 


adp 


(1  -f-p«)** 
Aus    ^— 1>  folgt  dy=pdxy  mithin  dß=p  (^  +  77—^) 

Daher  -ß^^p. 

da     ^ 

Man  könnte  hierdurch  verleitet  werden ,  aus  dieser  gleichen 
arithmetischen  Beziehung  auch  auf  die  geometrische  zu  schUessen, 
und  glauben,  dass  die  Aequidistante  immer  eine  ähnliche  oder 
gar  gleiche  krumme  Linie  sei.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall. 
Die  Aequidistante  ist  in  der  B^el  eine  ganz  andere,  oft  sehr 
unähnliche  krumme  Linie. 

ZusatB  2.  Denkt  man  sich  die  untere  Linie  mv  durch 
Abwickelung  entstanden,  so  kann  man  sich  die  obere  Linie  MV 
ebenso  entstanden  denken,  indem  der  gespannte  Faden  um  die 
Grösse  a  langer  genommen  wurde.  Es  gehören  also  zu  einer 
und  derselben  Evolute  unzählige  Evolventen. 

155. 

Erklärung.  Der  Durchmesser  AB  eines  Kreises  gleite  in 
einer   Ebene   rechtwinklig    an   einer    geraden    Linie   AA   fort 
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(siehe  folgende  Figur) ;  zu  Rächer  Z&t  drehe  sich  der  Badius 
CA=r  in  entg^engeeetzter  Bichtung  um  den  Mittelpunct  C 
und  zwar  so,  dass  der  vom  Eudpunct  Ä  in  der  Peripherie 
durchUuCene  Bog^  dem  auf  da  geraden  Linie  dnrcbkufenea 
Weg  an  Länge  stets  gleich  ist,  z.  B.  ÄA'^A^,  und  ÄA 
=  2nr,  tdadann  beachieibt  der  Endpunct  Ä  des  Radius  CA 
nach  einer  ganzen  Umdr^nng  eine  krumme  Linie  AB"A, 
wdcbe  Cycloide  (Radünie)  heisat  Die  Cydoide  kann  man 
sich  auch  durch  äea  Punct  A  beschri^Mn  denken,  indem  der 
Kreis  C  auf  der  geraden  linie  so  fortrollt,  dass  die  stetig 
auf  einander  folgenden  Pnncte  der  Peripherie  mit  den  stetig 
auf  anander  folgenden  Puncten  der  geraden  Linie  zusammen- 
fallen und  der  fortrollende  Kreis  nicht  rutschen  (gldteo)  kann. 
Es  ist  klar,  dass  bei  fortgesetzter  Bew^^ung  dieselbe  Cyeloide 
unzählige  Mal  erzeugt  wird.  Da  nun  diese  krumme  Linie 
sehr  viele  merkwürdige  E^genschaflen  hat  und  fUr  die  höhere 
Mechanik  von  Wichtigkeit  ist,  so  wollen  wir  sie  hier  discutiren. 
Zuerst  stellen  wir  die  folgende  Auigabe, 


166. 

Aufgabe.    Die  Qldchung  der  Cycloide  zu  finden. 


Aofl&sang.  Ejb  sei  AP=a:,  MP=y,  ACesf,  dann  ist 
ai^AA'  —  MR.  Heisst  nun  der  mit  der  Längeneinheit  aus  C 
zwischen  den  St^enkdn  des  Winkds  MCR  beschriebene  Bogen  G, 
BO  ist  der  vom  Eudpunct  A  des  Radius  CA  durchlaufene  Bogen 
A'M=f  0.  Da  nun  AA'  =  A^=r0  und  CB=r  — y,  MR 
=V2ry — y*,   cos  0=  -,  mithin 
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©=arc.C08 '—.  80  ist 

r     ' 

j:=r.arcco8  —  — +  V2r^  —  y*, (i) 

f 

Berücksichtigt  man  hier  das  mechanische  Gesetz,  wonach 
die  Cydoide  durch  die  vorgeschriebene  Bewegung  entstehen  soll, 
so  ist  durchaus  das  doppelte  Vorzeichen  ip  erforderlich  und  da 
gilt  offenbar  das  obere,  so  lange  der  rotirende  Radius  sich  auf 
der  linken,  und  das  untere,  so  lange  er  sich  auf  der  rechten 
Seite  des  parallel  mit  sich  selbst  fortgleitenden  Durchmessers  be- 
findet. Dies  vorausgeschickt,  können  wir  nun  leicht  zeigen,  dass 
in  obiger  G-leichung  wirkUch  alle  auf  einander  folgenden  unzäh- 
ligen Ciycloiden  enthalten  sind.'*') 

Zufolge  Trigon.  §  59  sind  alle  Bögen,  deren  cosinus  =1 
ist,  durch  die  Formel  ihTV  gegeben,  wenn  man  darin  %=0,  1, 
2,  3...  setzt,    z.  B.  cos  0=1;    cos  27t=lj    cos  47r=l   etc. 

Ebenso  ist  cos  (2i-|-l)  7r= — 1   und  cos  (2Ä;+1).^=0. 

Dies  beachtet,  ist  nun  ftlry=0,  ar=r.arc  (cos=l)  =r.O, 
=  r.27ty  sssr.4n:  etc.,  wodurch  also  sämmtliche  Spitzen  A,  A. . 
bestimmt  sind. 

Für  y"Hi2r  wird  .r=r.arc(cos= — l)=r7r,  =  r.37r,  =«r.57r 
etc.,  wodurch  alle  höchsten  Puncte  B". . .  bestimmt  sind. 

Für  y=rwird;c=«r.arc(cos  =  0)+r,  mithin  a;^=r,-^ — r, 

as^r-^  +  ry  =^--o ^  etc.     Dies  giebt  die  Puncte  w,   m', 

w" . . .  etc. 

*)  Man  kann  aach  so  Terfahren:  es  ist  offenbar 

X'mrS — rainO (i) 

y^r—r  cos  8 (v) 

Um  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  dritte  veriUiderliche  Grösse 

B  EU  eliminiren,  hat   man  ana  (2)   cos  9=» ^  nnd  hieraus  sin  Q. 

^^y^»y— y*^  e->arccos^^^=^.    Dies  in  (1)  substitairt,  kommt  dieselbe 

Gleichung  wie  oben.  Man  kaim  aber  aneh  die  dritte  Teränderliche 
Grosse  9  beibehalten  und  die  Cyckide  durch  Hülfe  der  beiden  Glei* 
chongen  (1)  nnd  (2)  constmiren  nnd  discntiren.    So  ist  für 

O=«0,  ^,  ?r,  i«.  2^ 

y—0,  r,  2r,  r,  0, 

Lftbsen,  Tnflniteniiud-Bacliniuif.     6.  Aufl.  11 


Anmerkimg  1.  Dreht  aidi  der  KadiuB  CA  statt  links, 
rechts  herum,  ao  werden  offenbar  dieselben  (hier  pvmctirt^i) 
Ofcloidem  nur  in  umgek^ulsr  Lage  beechriaben,  und  man 
erhalt  wieder  dieselbe  Gleichung,  nur  mit  umgekehrten  Vor- 
zeichen JE  =  r  arc  cos +  'V2ri/ — y*. 

2.  Jede  Cycloide  besteht  aus  zwä  gleichen  Hälften,  weil 
die  Abstände  zweier  gleich  hoch  liegender  Puncte,  m,  m,  Ton 
der  Linie  B"A"  gleich  sind. 

3.  Will  man  vorstehende  Gleichung  ab  ganz  wiUkUrtidi 
au%eworfen  betrachten  und  rein  geomebiach  d»iten,  mithin  auf 
die  in  der  Au%abe  ang^^bene  mechanische  Entsta^ungsweiae 
keine  Rücksicht  nehmen,  so  fiillt  auch  die  Vorstellung  dee  sich 
drehradeu  Radius  weg.  Die  Construction  der  Gleichung  giebt 
dann,  wegen  des  doppelten  Vorzeidiens,  sämmthche  Cydoid^i 
in  bmderlei  Lagen,  die  sich,  sowohl  rechte  als  links  von  A,  un- 
zählige mal  wiederholen,  weil  man  die  zu  cos  = ~  gehörigen 

Bögen  auch  in  negativer  Drehung  nehmeai  kann. 

4.  Verwechselt  man  die  Ckiordinateuachsen  mit  einandec, 
uud  setzt  AQ=j:,  MQ^y,  SO  giebt  die  Gleichung  (1),  indem 
man  x  mit  y  vertauscht, 

i/=rarccos +  v2rx — x*. 


Aufgabe.  Durdi 
einen  gt^benen  Punct, 
U(;r,  y),  eine  Tangente 
an  die  Cyclcnde  zu 
legen,  so  wie  auch 
den  Krümmungshalb- 
mesaer  für  diesen  Punct 
zu  beetimmen,  und  die 
Gleichung  filr  den  geo- 
metrischen Ort  der  Mit- 
telpuucte  aller  Krilm- 
mnngskrdse  (die  Evo- 
lute der  Cycloide)  zu 
finden. 

AnflSsung.  Kehm^ 
wir  AX  als  Absciasen- 
und  AG  als  Ordinalen- 
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AdiBe,^)  setzen  ako  AP  «■  x  und  MP  «a^,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

T  —  X / 

y =r  arc  cos +  ylrx — 4?*, 

indem  wir  nur  die.erstere  Hälfte  AH  der  Cjrdoide  betrachten, 
mithin  von  d^m  doppelten  Vorzeichen  +  nur  das  obere  zu  be- 
rficksiditigen  braudhen,'"'*') 

dx      i2rx—x^       ^  ' 
IMefier  Ausdruck  lässt  sich  leicht  construiren.    Weil  näm- 
lich A'E  =  AP=^  und  ME=y2ra:— ^«  (Geomet.  §  126),  so 

ist  auch     ^-f-    -  =  ^^  =  tgEMA^  und  folgUch  EMA'  =  t, 
y2rj? — X*       -D^^ 

mithin  auch  ^E.  (»=EMA')=t. 

Wenn  aber  zwei  durch  denselben  Punct  M  vorwärts 
und  rückwärts  gehende  Linien  MT,  MB,  mit  zwei  parallelen 
Linien  AX,  A^  gleiche  Winkel  machen  (MBEa=T),  so  bilden 
sie  eine  einzige  gerade  Linie.  Dieses  merkwürdigen  Umstandes 
halber  ist  es  also  leicht,  durch  einen  gegebenen  Punct,  M,  eine 
Berührungslinie  an  die  Cycloide  zu  legen.  Man  legt  nämlich 
durch  den  Punct  M  erst  den  Erzeugungskreis  und  verlängert 
dann  nur  die .  Sehne  BM.  Die  andere  Sehne  A'M  (weil  senk- 
recht auf  BM)  giebt  also,  rückwärts  verlängert,  die  Normale.  Die 
vier  Linien:  Tangente,  Subtangente,  Normale  imd  Subnormale 
sind  leicht  zu  bestimmen,  bieten  aber  nichts  Merkwürdiges. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  ß=- — ^-'^  ^-    (§  129)   zu 

bestimmen,  welcher  natürlich  auf  der  concaven  Seite  li^t,  hat 
nmn  aus  der  schon  gefimdenen  G-leichung 

dy  X 

äx~  V2r^r^Z^'^*' 

d^y rx        • 

*^~(2rür^*)T""*'   . 
2 


mithin: 


=2y2 


\rx 


*)  In  §  158  wird  auch  die  Gleichang  (1)  der  Cycloide  discutirt  werden. 
**)  Will  man  die  beiden  Gleichungen  (§  156,  Rdkg.)  benutzen,  so 
sind  diese  hier,  weil  jetzt  AP*»;e,  MP»y  gesetzt  worden: 
y«ra—r sine;  rfy=r  (1— cos©)«?©, 

.     -iBBar— r  C08j9;  rfa?=-r.sm -^rfö, 

iJy     r(l^co8(9)      A'JE    ,         .    :      „.  \  ,^  ,,:' 

rfi -^ ^75E^ '  ME  ^*^'  ^'^  '"^  ^^^*  «  ***^  "  ' 

11* 
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Dieser  Ausdruck  für  q  lässt  sich  ebenfiJls  leicht  onistnureifu 
WeÜ  nämUch  A'E=-a;  und  A'M=V2ri  (öeom.  §  126,  Zus.  1), 
so  erhalten  wir  das  merkwürdige  Resultat,  dass  der  Krüm- 
mungshalbmesser för  einen  behebigen  Punct,  M,  der  Cjrdoide 
2mal  so  lang  ist,  als  die  entsprech^de  Sehne  MA'  des  E2rzeu- 
gungskreises.  Diese  Sehne  MA'  braucht  man  also  nur  um  sidi. 
selbst  nach  m  zu  verlängern,  so  ist  tn  der  Mittelpunct  des  zu 
M  gehörigen  Erümmungskreises.  Für  a:=0  ist  ^=*0  (die 
Boiimmung  in  allen  Spitzen  unendhch).  Für  «=2r  ist  p=4r 
«HL— ja  (§  158). 

Um  scUiesshch  noch  die  G-leichung  fiir  den  geometrischoi- 
Ort  AmL  der  l^ttelpuncte  aller  Erümmungskreise  zu  erhalten, 
brauchen  wir  nur  in  den  beiden  §  129  gefundenen  aUgemeinea 
Gleichungen 

a=a — p.  — ^— •. .  .(i) 

q 

/J=y+^ (0 

die  Grössen  y,  p,  q  und  as  auszudrücken  und  dann  a  zu  elimi- 
niren,  was  hier  möglich  ist.  In  Bezug  auf  die  Cycloide  ist  hier 
nämlich 


r  —  x 


y^r  arc  cos V2r« — «*, 

X         ^        rx 

^  ~  V2r^^^''     ^~(2rx  —  x*)i' 

^         2rx — «*    ^        q 
Dies  in  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  gesetzt,  kommt 


a  = Xy 


r — X 


/9=srarccos f- V2rur — xK 

r 

Setzen  wir  in  letzterer  Gleichung  —  a  statt  x^  w>  ist  a 
eUminirt,  und  wir  erhalten  für  die  Evolute  der  Cjrdoide  die- 
Gleichung 

/9=Är  arc  cos  —^ H  y — 2ra  — a*. 

Damit  die  Ordinate  ß  reell  wird,  muss  man  die  Abecisse  a 
negativ,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  der  positiven  Seite 
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ÄX  der  AhecJBBemchHe  oehmeD.     Fflr  a^  —  2rEa  AK  z.  B. 
■wird  j3^rarc(co9'= — l)=»"?r^LK. 

Die  Erolnte  der  Üfdoide  ist  also  wieder  eine  (>rcloide  und 
swar  ganz  dieselbe  (§  156,  2),  jedooh  nur  so  congruent,  dass 
AL  nicht  auf  AH,  Bondran  auf  HA  &llt 

168. 

IGnunt  [man  AG-  als  Abedeaenachse  und  set&t  AF=3>a-, 
'ISP=i/f  so  ist  die  Oleicliimg  ftlr  die  eiste  H&lfte  der  Cycloide 
(§15«) 

a;:=rarcco9 V^y — y'. 

Hieraus  folgt  die  Differeatialgleichimg  der  Cjcloide 

V2rj  — j' 


ih  y  ^  ' 


T/2ry—y'' 


S.  — Väy— y 


T 


-'V^ 


Wedl  NE— .y  und  die  Sehne  MN-.y'2^  (Geom.  §  126), 
so  ist  klar,  dass  die  Richtungen  der  Tangential-  und  Normat- 
linie  fUr  einen  Ptmct,  M,  der  Cycloide  durch  die  Complemen- 
tSrsehnen  MK,  MB  des  dadurdi  gel^;ten  EraeugungskreiBes  ge- 
geben sind. 


hat  man  aus  der  Gleichung: 
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dx  y  r    y  ^' 

d^y ^(2r^     \-i2r    dy 

dx^~      Ay       V'    y^' dx' 

d^y ^  1         ^ 

d£*~~y*'V^^'dv' 

^  y 

d*y r  __ 

d^~     p~^' 


Q  =  2V2ry. 

Der  KrülmnungBhalbmesser    ist    also   genau   das  Doppelte    der 
Nonnale.    Für  y  =  2r  ist  ^=4r  =  HL  etc. 

Um  die  Evolute  dar  O^doide  zu  finden,  substituiren  wir 
die  Werthe  Von  p  und  g  in  die  beiden  Formeb  §  149,  und 
erhalten 

a=x  +  2V2ry — y*=r.arcco8  -^^  + V2ry — y*, 

ß- — y, 

Um  a  reell  zu  erhalten,  gilt  auch  hier  dajs  am  Schlüsse  des 
§  157  in  Bezug  auf  ß  Gesagte. 


Elftes  Buch. 


Wie  man  eine  Function  ron  zwei  oder  mehreren 
absolnt  yeränderliehen  Grössen  differentiirt. 


159. 

JtJisher  haben  wir  immer  nur  Functionen  zweier  veränder- 
lichen Grössen,  .r,  y  betrachtet  und  uns  die  eine,  y,  als  von  der 
andern,  ^,  abhängig  gedacht.  Es  kommen  nun  aber  auch  Fälle 
vor,  wo  eine  Glrösse,  0,  von  zweien  oder  mehreren  andern 
Grössen  x,  y. . .  abhängig  ist,  letztere  aber  völlig  unabhängig 
von  einander  sind.  Dies  würde  z.  B.  schon  der  Fall  sein,  wenn 
wir  eine  Gleichung  fttr  eine  Fläche  au&tellen  wollten.  Hier 
brauchen  wir  dann  nothwendig,  um  die  Lage  eines  Punctes  zu 
bestimmen,  drei  Coordinaten  «,  y,  g  und  wo  wir,  wie  üblich,  e 
als  abhängig  oder  als  eine  Function  von  den  beiden  andern  a,  y 
denken,  welche  letztere  beiden  willkürlich  veränderlich,  mithin 
ganz  unabhängig  von   einander   sind.      (Vergl,  Höh.  Geometrie 

102  und  103  etc.) 


160. 

Des  leichtem  Verständnisses  halber  wollen  wir  vorerst  nicht 
mehr  als  zwei  unabhängig  veränderliche  Grössen  nehmen,  und 
der  grossem  Anschauung  wegen  bei  dem  eben  erwähnten  geo- 
metrischen Beispiele  stehen  bleiben.  Sei  deshalb  ganz  allgemein 
(s.  Figur  Höhere  Geometrie  §  103 . . ) 

z=F(j',  y) 
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die  Gleichung  irgend  ^er  krummen  Fläche^  A,  der  Anfiwgs- 
punct  der  drei  auf  einander  senkrechten  Achsen.  Ninmit  man 
zu  einem  beliebigen  a=AF  ein  beliebiges  jf^^PQ^  so  ist,  ver- 
möge der  gegebenen  Gleichung,  die  dritte  Ordinate  ir=MQ,  und 
mithin  der  Punct  M  der  Fläche  bestimmt. 

Eis  ist  nun  einleuchtend,  dass  die  abhängige  Grösse  0  im 
AUgemeinen  jedes  Mal  eine  Aenderung  erleiden  muss,  wenn  wir 
annehmen,  dass  entweder  .r  allein,  oder  auch  y  allein,  od^  auch 
beide  a  und  y  zugleich  sich  ändern.  Um  diese  drd  verschie- 
denen Annahmen  darzustellen,  wollen  wir  die  Aenderung  (Incre- 
ment),  welche  js  erhält,  indem  a  aUein  sich  ändert,  mit  Axß, 
wenn  y  allein  sich  ändert,  mit  Ay0,  und  wenn  beide  «,  y  zu- 
gleich in  andere  Zustände  übergehen^  ein&ch  mit  Ajs  bezeichnen. 
Ebenso  wollen   wir  den  Differentialquotienten  von  g^sF(a,  y), 

in  Bezug  auf  »r  genommen  mit  Fi(x,  y)  oder  mit  (;j-;),  und 
in  Bezug  auf  y  genommen  mit  F'y(a?,  y)  oder  (j-j  andeuten. 

161. 

Lassen  wir  nun  in 

^=F(^,y) (0 

bloss  X  sich  ändern  und  in  ,r  -f-  A.'*  tibergehen,  so  hat  man 

e  +  AxJS^Fixi-  Aa-j  y). 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  nun  nach  dem  Taylor'schen  Lehr- 
satz in  eine  nach  Potenzen  von  Ax  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln und  man  hat  (y  als  constant  betrachtet)'*') 

e+A^^ F(.r,  y)  +  F,(.r,  y)  A.r  +  F;(«, y)  y y+ .... 
Ax«  =  Fx(,r,  y)  A.r  +  F;(;r,  j/) .  y^  + . . . . 


*)  Sei  z.  B.  ««-a:«y— 3y«-f  1,  »o  ist 

Ax«  — 2a:y.Aa;4-y.A-»*. 

Dies  hätte  man  kürzer  haben  können,   weil  hier  f-- j^2xy; 

f  —  J  =■  2y,  daher  nach  dem  Taylor'ßchen  Lehrsatz  Ax^  ■■  2ay.A^2y.  y— j". 
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und  wenn  in  ;7=F(«,  y)j  x  seinen  Werdi  b^iält  und  dagegen  y 
sich  ändert  und  in  j^-f-  Aj^  übergeht^  so  findet  man  auf  gleiche 
Weise  die  partielle  Dififi^renz  von  z  in  Bezug  auf  j/,  nämlich 

"^^     W^     W/    1.2^Uv•l.'^.3+••• 
Aendem  sich  beide  Grössen  «,  y  gleichzeitig  um  A.r,  Ay, 
80  hat  man  flir  den  neuen  Zustand  der  Function  (1)  in  Zeichen 

Ä+Air=F(Ä+AÄ,y+A.y). 

'  WeQ  hier  aber  n  ganz  allgemein  als  eine  Function  von  «,  y 
nur  in  Zeichen  angedeutet  ist,  0=F(a,  y)^  so  kann  man  die 
beiden  ^eichzeitigen  Substitutionen  x  +  Axy  y+Ay  statt  Xj  y 
auch  nur  andeuten,  aber  nicht  zugleich  ausfiihren.*)  Man  sieht ' 
aber  leicht,  dass  man  zu  demselb^i  Resultat  gelangt,  wenn  man 
in  is=F(ayy)  erst  a;+A^  statt  x  setzt,  imd  nach  dem  Tay- 
lor'sehen  Lehrsatz  nach  Potenzen  von  A^  entwickelt,  imd 
dann  in  der  erhaltenen  Fntwickelung  allenthalben  y+Ay  statt 
y  setzt  und  wiederum  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  nach 
Potenzen  von  Ay  entwickelt. 

162. 

Nach  dem  vorhei^henden  Paragraph  folgt,  wenn  man  erst 
a+Aa  statt  .v  setzt,  aus 

z  =  F(a;,y) 
z+Axe=F{x+  Aar,  y); 


*)  Nimmt  man  für  ^{x^y)  eine  bestimmte  Form,  w&re  z.  B. 
80  kann  man  beide  Substitutionen  zugleich  vornehmen.    Es  ist  nämlich 

«+A«— (^A«)'(H-Ay)-3(y+Ay)»+ 1, 

Ä4-A«««a*y-3y*+l+2a:yAHK«^-öy)AW^AicM-2aA«Ay-8Ay'+A«*Ay 

A«  -»  2a?y .  Aa>K«^— 6y)  •  Ay+v  -  Aa;M-2«A«Ay— 3AyM-A«'Ay. 

Setzt  man  aber  erst  x+A^  statt  x,  so  ist,  nach  vorhergehender  Note, 

«+Aa;«=-«'y— 8y*+i +2a:yA»+y -A«*, 

und  wenn  man  hierin  jetzt  y-^-Ay  statt  y  setzt, 

«+A«— Ä^H-Ay)— %+Ay)*+ 1  +2a:Aa<sH-Ay)-Ky+Ay)A«'» 
«+A«»a?V-3yS-i4K«*-6y)Ay+2a^AaH-yA«M-2a?AicAy-3Ay*+ 
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oder^  nach  Potenzen  von  Ax  entwickelt^  indem  man  ^  constant 
sein  Iftsst, 

A/B* 

Setzt  man  jetzt  alleiitbalben  ^+ Ay  statt  y,  so  hat  man 

und  wenn  man  rechter  Hand  das  erste  Glied ,  sowie  auch  die 
Coefficienten  von  Aap,  Ä«*. . .  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatz 
entwickdt  und  beachtet.,  dass  jetzt  a  constant  ist,  so  hat  man**) 

F.Gr,y  +  Ay)=Fi(^,y)+F^(;r,y)  Ay  +  F;;;(.r,»).^V. . . . 
F^(ar,y+Ay)-F^(^,y)+F4;(ar,y)Ay+F^J^,y).^?^ 


•  •  •  • 


Dies  in  (1)  substituirt,  ist  also  in  Zeichen: 


•  •  •  • 


oder  weil  ;efa=F(a?,y),  so  hat  man  für  die  totale  Differenz  von  z 
in  der  bequemeren  Bezeichnung 

*)  F^  (x^  y)  bedeatet,  dass  F(x,  y)  zuerst  in  Bezug  auf  x  und  dann 
der  erhaltene  Differentialquotient  noch  einmal  in  Bezug  auf  x  diffe- 
rentürt  worden  ist. 

**)  Fj:^  {Xy  y)  ßoU  andeuten,  dass  F(aj,  y)  einmal  in  Bezug  auf  x,  und 

dann  der  erhaltene  Differentialquotient  noch  zweimal  in  Bezug  auf  y 

/  d^»  \ 

differentiirt  worden,    was   man   auch    durch   ( )  andeuten  kann. 

\dxdyy 


Wäre  z.  B.  «=«*y*— y*+l,  so  wäre 


{£;)-  ^«^'  ^i«(*'  ^>-  (^.)  -  '''^■ 


Fi  («.  y)  -  (^)-*»V ;  Fj^(«. ») 
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163. 

Wir  haben  im  ▼OThergehenden  Paragraphen  aus  der  Function 
0ms*F(afy)  die  totale  DifRarenz  (d.  h.  wenn  die  absolut  veriliider^ 
liehen  Grössen  sich  beide  zugleich  ändern)  ehalten,  indem  wir 
erst  a+Ax  statt  x,  und  dann  in  der  erhaltenen  Entwickelung 
y  +  Ay  statt  y  setzten.  Es  lAsstsidi  aber  unmittelbar  einsehen, 
dass  nothwendig  dasselbe  Resultat  kommen  muss^  wenn  man 
diese  Substitutionen  in  umgekehrter  Ordnung  vornimmt,  näm- 
lich in  i?=F(^,y)  erst  y-H  Ay  ^rtatt  y  und  dann  in  der  er- 
haltenen Entwickelung  a  +  A^  statt  x  setzt  Nöthigen&lls 
möge  der  Anftnger  sich  von  der  Eichtigkdt  dieser  Behauptung 
durch  eine  nochmalige  Entwickelung  überzeugen.  Man  erhält 
dann  wieder 


164. 

Hieraus  folgt  ferner  —  weil  nämlich  beiderlei  Ver£sihren 
gleiche  Eesultate,  nämlich  die  totale  Differenz  von  g  geben  — 
dass  in  beiden  identischen  Reihen  auch  die  Coefficienten  von 
gleichartigen  Producten  der  Incremente  A«,  Ay  einander  gleich 
sein  müssen,  nämlich 


\dxdy)       \dydx) 

W^"»dy »/ "~  \dy'*  daf^J ' 

d.  h.  ob  man  eine  Function  zweier  absolut  (oder  auch  abhängig) 
veränderlicher  Grössen  ¥{xy  y)  erst  mmal  in  Bezug  auf  x  und 
darauf  noch  nmal  in  Bezug  auf  y  differentiirt,  oder  umge- 
kehrt, erst  nmal  in  Bezug  auf  y  und  darauf  noch  mmal  in 
Bezug  auf  x  dijBTerentürt,  das  ist  einerlei.  Ist  z.  B.  g^amx^y^ 
+  6jj*  —  y  +  lj  so  ist 

(|)_9.y+12.;        (|)-6.y-li 

etc.  etc. 
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165. 

Wäre  schliesalich  ts  eine  Fimdion  Ton  drei  yeranderlichen 
Qröflsen,  und  mehr  werden  aelten  vorkommeny  in  Zeichen 

wo  alle  drei  Gh:<te8en,  Xj  y^  Vj  absolut  verändeiüch  (von  einander 
unabhängig)  sind,  so  findet  man  ganz  auf  die  yorhin  gezeigte 
Weise  sowohl  die  partiellen  Differenzen  A^isr,  Ayts^  A«0,  als 
auch  die  totale  Differenz  A^er.  Weil  in  den  praktischen  An- 
wendungen der  Differentialrechnung  aber  nie  mehr  als  die 
niedrigsten  Glieder  erforderlich  sind,  weldie  die  Factoren  (In- 
cremente)  A«,  Aj^,  Af  in  der  ersten  Potenz  enthalten,  und  es 
weitläufig  sein  würde,  auch  die  hohem  in  Aa^  etc.  multipli- 
cirten  Glieder  zu  entwickeln  (welches,  wie  gesagt,  auf  die  vorhin 
gezeigte  Weise  gesdiehen  könnte),  so  wollen  wir  hier  auch  nur 
die  erwähnten  niedrigsten  Glieder  entwickeln  imd  die  hohem 
bloss  andeuten. 

Aendert  sich  in  £r=sF(«,  y,  v)  nur  eine  Grösse,  z.  B.  o?  in 
^+  A«,  so  bleiben  die  beiden  andern  ^,  v  constant  (man  denke 
sich  dafbr  bestimmte  Zahlen  gesetzt)  und  man  hat  dann 

if  +  Ax;ef=F(a?,  y,  t;)  -|-Fi(a?,y,t;) .  Aa?+MA«*+. . .. 

Aendem  sich  zwei  Ghrössen  w  in  ^r-f- Ao?  und  y  in  y+Ay^ 
so  hat  man 

m 

«+A«y«-F(«,y,W£yA3?+(~W+MAa^ 

Um  nun  die  totale  Differenz  von  0  zu  erhalten,  wollen  wir 
der  Abwediselung  halber  nach  Ampere  folgendermassen  ver- 
fSediren.    Es  ist 

1.  F(a?  + Aa:,y,t;)  =  F(Ä,y,t;)  +  Fi(Är,y,v)A«+  MAa:»-h 

2.  F(x,y,  + Ay,t;)=F(a:,y,tf)  +  F;(*,y,t;)  Ay+  M'Ay*  + 

3.  F(^,y,t;+At;)=F(«,y,t;)  +  Fi(^',y,t;)At;+M''Ai;«+ 

Diese  drei  Gleichungen  haben  Statt,  welches  auch  die 
Werthe  von  «,  y,  v  sein  mögen.  Man  kann  also  auch  in  der 
zweiten  linker  und  reohter  Hand  a+Aa  statt  «,  imd  in  die 
dritte  «+ Aa:,  y+Ay  statt  a  und  y  setzen  imd  nur  MT,  M'', 
welche  (im  Allgemeinen)  Functionen  von  a,  y,  v  sind,  bekommen 


•  • .  • 


•  •  t . 


•  •  •  • 
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durdi  diese  Sabstitation  andere  Werthe.  Man  hat  also,  indem 
wir  die  erste  Gleichung  nun  wieder  abschreiben^ 

(«')  F(a?+A«,y,»)=-F(a;.y,t;)+Fx(a?,y,r)AaH-MAa?*+  .... 

(•O  F(a>f A^y+Ay,t?+A»>-F(a4-A«,!r+Ay,t>H-F<aH-A«,y+2^^^ 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen^  und  lässt  die  rechter  und 
linker  Hand  sich  tagenden  Glieder  aus,  so  hat  man  ganz 
einfach  *) 


.  •  •  • 


0+ Ae=F{Xyy^v)+I%(x,yyV)  Ax+MAx*' 

4-I^(a?,y,t?)A»+MiAy*+.... 

+FJ(Ä:,y,t?)At?+M,Af?«+.... 
A0=l^x(ix:jyyV)Ax+F'^x,y^v)Ay+FUx,yjv)Av+.... 


*)  £b  ist  hier  rechter  Hand  der  Factor  von  Ay.  nämlich: 

Fi{x+  AXyyfV)=Fy(x,y,v)  +  M^,Ax+'ii^Ax*  +  .... 

Ebenso  ist  der  Factor  von  Af»  nämBch: 

Fi(x+Ax,y+Ay,v)=Fiix+AXyy,v)+'ilkAy+'U^Ay^+. 

=Fi(Xyy,v)  +  VLfAx+1il[sAx^  +  .... 


Zwölftes  Buch. 


Haxima  nnd  Minima  def  Fnnetioiien  mehrerer  absolut 

Veränderlieher  Orossen. 


166. 

Die  wichtigste  Anwendong  des.  vorhei^ehenden  Baches 
besteht  darin,  diejenigen  Werthe  der  absolut  veränderHchen 
Grössen  zu  finden,  flir  welche  die  daraus  gebildete  Function,  sich 
im  Zustande  des  Maximums  oder  Miyi|niini«  befindet 

-  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  zuerst  annehmen,  es 
sei  0^  eine  gesonderte  Function  von  nur  zwei  absolut  verfinder- 
liehen  Ghrössen  x^  y,  in  Zeichen: 

ss=Y{x,  y) 

und  es  seien  Xq^  j/o  ^^  gesuchten  unbekannten  Werthe  von  x^  y, 
für  welche  Zo=V{xqj  y^)  ein  Maximum  oder  Minimum  ist 


167. 

Lassen  wir  nun  die  beiden  Ghrössen  x^j  y^  \xm  Ax,   Ay 
wachsen,  so  haben  wir  (§  162) 

Um  kein  Maximum  oder  Minimum  zu  überspringen,  müssen 
und  können  wir  die  Incremente  AXy  Ay,  so  klein  denken,  daas 
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die  Summe  der  beiden  niedrigsten  GKeder,  (xij^^+v^)  ^V 

(im  Fall  !>0),  grösser  ist.  als  die  Summe  aller  folgenden, 
welche  die  höheren  Potenzen  und  Pkx>ducte  der  Incremente 
enthalten.  Dies  beachtet,  ist  nun  klar,  das8,«wenn  F(Xo,  y^) 
fiin.  M<^^"^"™   oder  Minimum  sein   soll/  die  Coefficienten 

von  Axj  Ay  —  die  partielle  Diflferentialquotienten  (jA ,  ( ^  j  — 

einzeln  nothwendig  avO  sdn  mttssen.  Denn ^ wenn,  um  alle 
möglichen  FfiUe  durchzugehen,  in  der  Reibe 

p 

1.    beide  Coefficienten  K-j  und  (j-^j  £är  x^Xq^  y«=yo 

positiv  wären,   so  würde  für  positive  Incremente  die  Summe 

der  beiden  niedrigsten  Glieder  (3")  Aa?+f-j-)  Ay  positiv    sein 

imd  (weil  dann  diese  Summe  grösser  ist,  ab  die  Summe  aller 
folgenden  Glieder,  wenn  auch  alle  n^ativ  wären)  zu  F(^'o,  y^) 
noch  etwas  hinzukommen ,  mithin  F(:ro ,  ^o)  ^^^gen  und  tJso 
kein  .Maximum  sein. 

•Für  negative  Incremente  — Aa:,  — Ay  würde  die  Summe 
der  beiden  niedrigsten  GUeder,  mithin  auch  die  der  ganzen 
Reihe,  n^ativ  sein,  also  von  F(^o,  j^o)  i^^h  etwas  abgehen, 
•mithin  F(a:o,  yo)  auch  nicht  im  Zustande  emes  Minimums  sein 
können. 

•  '     2.     Wären  die   bdden   ersten  DiflEerentialquoti^ten  (^-\ 

-T-j  negativ,  so  würde  jetzt  umgekehrt  für  negative  Incre- 
mente —  AXf  — Ay  die  Function  F(Xof  yo)  wachsen  und  für 
positive  Incremente  abnehmen,  mithin  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum  sein  können. 

3.    Wäre  der  eine  Coefficient  z,  B,  f -=-  j  positiv,  der  andere 

f  T-j  negativ,  so  wäre  für  +  Aa;  und  — Ay  die  Summe  der 

beiden '  niedrigsten  Glieder  f-pj  Aa?-f- (;t-)' Ay  wieder  positiv 
und  F(a;o,  yo)  würde  für  diese  Incremente  wachsen,  mitidn  kein 
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Mn-giTYinm  sein.  FttT  — Ax  Und  +  Ay  träre  jene  Summe 
negativ,  mithin  F(a;o,  j/o)  abndimend,  also  auch  kein  Minhnmn- 

168. 

Sind  nun  aber  fbr  asssx^  und  ya=yo  ^^  ^  vorhergehenden 
Reihe  die  Coefficienten  von  Ax  und  Ay,  nämHch  f  j-j  und  f  ^  j 
einzehi,  =^0^  80  bleibt  uns  noch: 

und  es  kann  F(ia?o»  v)  (^^  Ordinate  ir^)  ein  Maximnin  oder 
Minimam  sdn.  Ob  aber  überall  ein  Maximum  oder  Minimum, 
und  welches  von  bdd^i  stattfindet,  darQber  entscheiden  nun  die 
drei  folgenden  Glieder,  indem  wir  A^,  Ay  so  klein  annehmen 
können,  dass  die  Summe  dieser  drei  Glieder  grösser  ist,*)  ab 
die  Summe  aller  folgenden. 

Wäre  nun  die  Summe  dieser  drei  Glieder  positiv  unter  all^i 
Umständen,  d.  h.  man  möge  die  Incremente  A«,  Ay  positiv 
oder  n^ativ,  oder  auch  das  eine  oder  andere  =0  nehmen,  so 
wtkrde  F(xq  ,  yo)  ^^  ^^  Ordinate  jsq  ein  Minimum  sein,  weQ 
dann  unter  allen  Umständen  die  Ordinate  wachsen  würde,  ihr 
Fusspunct  möge  in  der  Ebene  xy,  in  der  Abscissenachse  nach 
rechts  oder  links  (+ Ao;,  Ay  =  0)  oder  senkrecht  darauf 
(A^^O,  +Ay)  oder  nach  einer  dasswischen  fidlenden  Riditung 
(+  Aa:,  +  Ay),  (± A«,  +  Ay)  fortgleiten. 

Wäre  dagegen  die  Summe  jener  drei  GUeder  unter  allen 
Umständen  immer  negativ,  so  würde  offenbar  F(d;^,  yo)  (die  Or^ 
dinate  0o)  ein  Maximum  sein. 


169. 

Um  nun  ein  Merkzeichen  bu  finden,  wonach  man  entscheiden 
kann,  ob  die  Summe 

/d^z\Ax^  ,  f  dH  \  .     ^     ,   /d^jf\Ay* 

M 172"+  (d^j  ^^^»^  WOii 


*)  VoransgeBetst,  dass  die  drei  Coefficienten  von  A^i  AgAff,  Ay* 
nicht  jeder  einsein  ■=•  0  sind,  in  welchem  Falle  man  noch  weiter  gehen 
müsste,  was  jedoch  unerträglich  weitläufig  sem  wörde. 
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oder  indem  wir,  des  bequemeren  Schreibenfi  halber,  die  (hier 
nur  in  Betracht  kommenden)  Coeffidenten  mit  A,  B,  C  be- 
zeichnen, 

A^VBAa;Ay+C^' 

i(AAa?« + 2B  Aa;Ay + CAy«) 

unter  allen  Umständen  positiv  oder  negativ  wird,  bemerken 
wir  zuerst,  dass  A  und  C  nothwendig  einerlei  Vorzdchen 
haben  müssen  und  zwar  beide  +,  wenn  die  Summe  positiv, 
und  ~,  w^n  die  Summe  negativ  sein  solL  Denn  wäre  z.  B. 
A  positiv  und  C  negativ,  so  würden  fbr  Ax=0  die  beiden 
erstem  Glieder  verschwinden  und  die  Summe  nicht  positiv 
sein  können.  Für  Ays»0  dagegen  würden  die  beiden  letzten 
Glieder  verschwinden  und  die  Summe  also  nicht  negativ  sein 
können.  Um  nun  das  Vorzeichen  dieser  Summe  von  dem  Vor- 
zeichen der  Incremente  ganz  unabhängig  zu  machen,  setzen 
vor  dieselbe  (indem  wir  den  Factor  {  weglassen  können)  in 
folgende  Form: 

AAiC«+2BAa:Ay+CAy«+^  Ay«-  ^' Ay« 


=  A(Aa:+ I  Ay)  V(C- ^)  Ay^ 


und  dieser  Ausdruck  ist  gewiss  unter  allen  Umständen  poritiv 
(negativ),  wenn  gleichzeitig  A   und   C   positiv    (negativ)    und 

ausserdem  C— -Tr->0,  d.  h.  AC>B*  ist 

170. 

Zur  Bestimmung  der  Minima  und  Maxima  einer  Function 
zweier  absolut  veränderlichen  Grössen 

JS=F(x,y) 

hat  man  also  gleichzeitig 

'•   im)-"-'       (|)-»' 

^'      \dx*)  '  \dy*r\'^y)  ' 

LflbMil,  InflnHm'inal-IUcbnimg.     6.  Anil.  12 
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d.  h.  man  differentiire  die  Gleichung  z=i¥{Xjy)  einmal  in 
Bezug  auf  Xj  und  dmnal  in  Bezug  auf  y^  setze  bride  Diffe- 

rentialquotienten    einzdn    =0,    nämlich    f-^j  =  F'(a?,y)  =  0 

^^^  (x  )  =  ^y(^>y)  =  0.    Die  Werthe,  welche  man  aus  diesen 

beiden  ersten  Bedingungsgleichimgen  für  x  und  y  findet,  sub- 
stituire  man  in  die  Ausdrücke  (2).  Je  nachdem  dann  diese 
positiv  oder  negativ  werden,  giebt  es  dn  Minimum  oder  Maxi- 
mum, vorausgesetzt,  dass  gleichzeitig  auch  die  dritte  Bedingung 
Statt  findet. 

In  der  Regel  erkennt  man  aber  schon  aus  der  Natur  der 
Function,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist,  und 
man  hat  dann  nicht  nöthig,  die  immer  weitläufigen  Sechnungen 
und  Substitution  ftir  die  Bedingungen  (2)  und  (3)  vorzunehmen. 

171. 

Hätte  man  dne  gesonderte  Function  von  mehr  als  zwä 
absolut  veränderlichen  Grössen,  wäre  z.  B.  in  Zeichen 

«=F(a?,y,;ef,t;..,.), 

so  folgt  aus  den  vorbeigehenden  Betrachtungen  (und  noch  ein- 
fisu^er  nach  der  Infinitesimaimethode),  dass  man  zur  Bestimmung 
der  Werthe  von  ^,  y,  jgr,  t;....,  für  welche  u  ein  Maximum  od^ 
Minimum  wird,  die  Function  in  Bezug  auf  jede  der  absolut  ver- 
änderlichen Grössen  differentiiren,  und  die  erhaltenen  partiellen 
Differentialquotienten  einzeln  =0  setzen  muss,  nämUch 

{%)-<>■'  (1)=«^  (&)-<>■'  (i)=»- 

Aus  diesen  gleichzeitig  Statt  findenden  Bedingungen  erhält 
man  die  einem  Maximum  oder  Mitiithhtti  entsprechenden  Werthe 
von  o;,  y,  jer,  t;....,  vorausgesetzt,  dass  der  Eliminationsprozess 
nicht  zu  grosse  Schwierigkeiten  bietet.  Aber  auch  hier  ein 
Kennzeichen  au&ustellen,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum 
und  welches  von  beiden  Statt  findet,  würde  auf  zu  grosse 
Weitläufigkeiten  fiihren.  Man  muss  dieses  aus  der  Natur  der 
Function  erkennen. 

172. 

Aufj^abe.      Es  sei  gegeben: 

gs=sx'^'\'Xy  +  y^'-hx  —  4y-hl. 
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Man  sucht  die  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  0  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird.     . 

Auflösung.    Man  hat  hier 
und  hieraus  a;=2  und  j^^l.    Femer  ist 

(g)=^.,  (i?)=+^>  i^hu 

\dx^)\dyV^\dxdy)  ' 
Für  a?=2  und  y=l  wird  also  8  ein  Minimum,  ^ — 6 


173. 

Aufgabe.    Eline  Zahl,  a,  in  drei  solche  Theile  zu  theilen, 

dass   das   Product   aus   der   vierten  Potenz  des   ersten,    dem 

Cubus  des  zweiten  und  dem  Quadrate  des  dritten  Theils  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.    Sei  x  der  erste,  y  der  zweite,  also  a — x^y 
der  dritte  Theil,  so  hat  man 


( 


^1) = y»(o  -  » -y)*  4a:*  -  « V  •  2(a  -  «  -  y) = 0, 


.)=x^(a-x—yy,^^—xY''iiß-^x-y)=% 

oder  kürzer,  weil  die  Theile  rc,  y  und  a — x  —  y  nicht  =0  sein 
können  imd  man  durch  dieselb^i  dividiren  kann, 

2a  — 3a?— 2t/==0, 

3a  — So?— 5j/==0. 

Hieraus  x=^^a\  y=fa;  a  —  x — y=^|a. 

Für  diese  drei  Thdle  von  a  wird  z  ein  Maximum,  indem 

von  einem  Minimum  hier  nicht  die  Bede  sein  kann  und  man 

also  das  weitläufige  Kennzeichen  dafiir  nicht  aufzustellen  braucht. 

12* 
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174. 


Aufgabe.  Eine  gerade  Linie,  a,  in  ärei  Bolche  TheQe  zu 
theilen,  dass  der  Inhalt  des  darans  construirten  Dreiecks  ein 
Maximum  wird. 

Auflösung.  Sei  :r  die  eine,  y  die  zweite,  also  a — x — y 
die  dritte  Seite,  so  ist  der  Flächeninhalt 

F=y[la.{la^x)(la-y)(x+y^^a)] 

oder,  zufolge  der  Anmerkung  zu  §  98 

z=-{la-x)(la—y)(x+y  —  la), 

Die  Factoren  ^a — x  und  |a — y  können  nicht  0  sein,  weil 
dann  x^^y^^^a^  mithin  die  dritte  Seite  »»0  und  also  gar  kein 
Dreieck  vorhanden  wäre.-  Es  müssen  also  die  beiden  anderen 
Factoren  =0  sein.  Daraus  ergiebt  sich  x=^a;  ys=-|a; 
a — X — y^=^a. 

Da  femer  für  diese  Werthe  von  x  und  y 


g)=-2(i«-y) ia 


( 
(0)=-2««-*)— i«, 

80  ist  klar,  dass  ein  Maximum  Statt  findet,  was  man  auch  un- 
mittelbar einsieht,  indem  von  einem  Minimum  hier  nicht  die 
Rede  sein  kann. 

Unter  all^i  Dreiecken  von  gldchem  Um£Euige  hat  also  das 
gleichseitige  den  grOssten  Inhalt 

176. 

Ai^^be.  Die  Dimensionen  eines  rechtwinkligen  und  ge- 
schlossenen Parallelepipedums  zu  bestimmen,  welches  bei  ge- 
gebenem Inhalt  V  die  kleinste  Oberflftche  hat 

Aufl6cung.    Seien  x^  y  die  gesuchte  Breite  und  Lttnge,  so 

V 

ist  die  gesuchte  Höhe  ^= —  und  die  Oberflfiche 

xy 
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I 


8 

hierausfolgt  Ä?*y==«y*=V,  mithin. ^s=sy= £==8 yV.    Femer  ist 

\dxdy) 

Unter  allen   rechtwinkligen   Parallelepipeden  von  gleichem  In- 
halte ist  es  also  der  Cabus,  welcher  die  kleinste  Oberfläche  hat 


176  a. 

Aufgabe.    In  einem  Ei^ise  das  an  Inhalt  grösste  Dreieck 
zu  beschreiben. 

Auflösung.  Sei  ABD  das  Dreieck.  Denkt  man  vom 
Mittelpunkt  C  nach  einer  Ecke,  A,  den  Badius  CA=r  gezogen, 
setzt  die  zu  findenden  Winkel  BACss^r,  CADs=y  und  fUUt 
von  C  auf  AB  imd  AD  Perpendikel,  so  ist  offenbar  AB 
ss2rco8^  und  AD<»2rcosy.  Da  nun  das  von  B  auf  AD 
gefiülte  Peipendikel  ssAB.sin  (pc+y)y  also  auch 
=  2rcos^.sin(ar+y)i  so  ist  (§  98,  Bandanmerkung) 

F>B2r'cos«.co8y.8in(a;+y)9 

-=— j=scos.r.cos(ar+j^) — sin.t?.sin(Ä-|-y)  =  0, 

(^)  =  cos(ac+»)=0,     2a?+y=90«, 

(^=cos(*+2y)=0,    a?+2y  =  90«. 

Es  ist  mithin  «sayacSO^  und  folglich  das  verlangte  Dreieck 
dn  gleichseitiges,  weil  zugleich  auch  AB«»ADs=:2rcos30^ 


182 

176  b. 

Aufgabe.    Man  sucht  emen  Punct,  0,  »o,  dam  die  Summe 

seiner  drei  Entfernungen  a,  y,  g  von  den  Ecken  eine»  gegebenen 

Draecks,  ABC,  ein  M'"irnHm  ist 

Auflfieung.     Am  lichtesten 

verfilhrt  man  auf  folgende  in- 

directe  Weise: 

Ea  sei  der  Winkel  OAB=  Ö, 
alflo  OAC=A— ©,  so  ist 
j:»=  c»+y»— 2(y  008  0, 
e»  =  h*+y*-2bycm(A-e), 
M=y+Vc»+y»— 2c»co804-y6«  +  y'— 26yco8(A  — 0). 

1    W^l  I  g""-^^®  I  y  — ft">a(A— 0)_Q 
\dyJ  X  B  "^  ' 

-   f du\_cy. fäae      hy^(A—G)_ 

^-  \de) X '^~~l       -"• 

Aus  der  zweiten  Bedingungag^chung  folgt 
c.anQ fe.äp(A — 0) 

X  2 

Fsllt  man  von  B  und  C  die  Perpendikel  BD,  C£,  so  ist 
c.sin0=BD  und  ft sin  (A  —  0)  =  CE,  mithin 

BD_CE 

X  z 

Diese  Quotienten  sind  aber  die  sinus  der  spitzen  Winkel  BOD 
und  COE  und  da  ihre  sinus  g^ach  sind,  so  tänä  anch  diese  bei- 
den Winkel  und  folglich  auch  ihre  Nebenwinkel  gläch. 

Ferner  ist  nun  y  —  c.cob0"=  —  OD  xmA  j^  — J.cos  {A — 0) 
^  —  OR  Substituirt  man  dies  in  die  »ste  Bedingungagjeidmng, 
so  ist 

1  _Op_OE^„^ 


gidchen  Winkel  BOD,  OOE.  Da  nun  diese  cosinna  g^endt 
sind  und  ihre  Summe  ^I  ist,  so  ist  jeder  ^|  und  fol^^ioh 
BOD=OOE=60<'. 
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Der  fragliche  Panct  hat  also  eine  solche  Lage,  dass  jeder 
der  drei  tun  ihn  liegenden  Winkel  =120^  ist  Beschreibt  man 
also  über  zwei  Sdten  des  Dreiecks  ABC  gleichseitige  Dreiecke 
und  um  jedes  einen  Kreis ,  so  schneiden  sich  beide  E[reise  in 
dem  gesuchten  Punct  O  (Geometrie  §  90). 

177. 

Im  §  162  fimden  wir  aus  der  Function  z=^V{Xyy)  für  di^ 
totale  Differenz  derselben,  die  Beihe 

A'-(i)A.+(S)A»+(£)^-+(^)A.A,+(^)^+.. 

und  man  ist  nun  übereingekommen,  hier  die  beiden  ersten  in 
der  Regel  nur  erforderlichen  GUeder,  welche  keine  Potenzen  und 
Producte  der  Incremente  enthalten ,  das  totale  Differential  der 
Function  zu  nennen  und  mit  dz  zu  bezeichnen.  Setzen  wir  der 
Symmetrie  halber  auch  dxj  dy  statt  A^;  Ay,  so  ist  das  totale 
Differential,  welches  aus  der  Summe  der  beiden  partieDen  Diffe- 
rentialen besteht,  in  Zeichen 


178. 


Hätte  man  eine  gesonderte  Function  von  mehr  als  zwei 
absolut  veränderlichen  Ghrössen,  z.  B. 

w=F(;»,y,3,....), 

so  erhellet  schon  aus  §  177,  dass  das  totale  Differential 

*'-(l)^+^)*+(r>+- 

ist    Wäre  z.  B«  u  =  xyzj  so  ist 

du^^^yz.dx-^az.dy-^-xy.dz. 


179. 

Aufgabe.     Man    differentiire    zur   Uebung    noch   folgende 
Functionen,  in  welchen  x^  y  absolut  veränderliche  Grössen  sind: 
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1.    zs=ify. 

2.    z^       '^^ 


Vs'+y*' 


3.    ;e  =  arcte— . 

V 


Auflösung.    Man  findet 

iz  =  af*'^-\myda + nxdy). 
2-  (5f)=-«y(-«+yr?-, 


Gv)  "  "*  ^''* + ^*^'*~  "•*'  ^•'''  +y*)~- ^ ' 


,  — axydx-\-ax*äy 

Q       /'^\_  i' .        /'^\ £_ 

,  ydx-^ady 

180. 

*  Man  kann  bei  Functionen  von  mehr  als  einer  absolut 
verttndeiiichen  GrOsse  auch  höhere,  sowohl  partielle,  als  totale 
Differentiale  entwickeln.    So  folgt  z.  B.  aus 

indem  wir  sowohl  .r  ak  y  sich  ändern  lassen,  erst  das  totale 
Differential 

Da  nun  hier  die  Coefficienten  von  dx^  dy  (im  Allgemeinen) 

Functionen  von  x  und  y  sind,  nXmlich  f-=-j=sI^(«yy)  etc.,  so 

kann  man  wieder  ar+ A^,  y  +  Ay  statt  «  und  y  setzen  und 
entwickeln,  indem  man  die  Factoren  dxj  dy  als  oonstant  be- 
trachtet Behält  man  von  der  Untwickelung  nur  die  niedrigsten 
Glieder  und  schrdbt  wieder  cir,  dy  statt  Aat,  Ay,  so  hat  man 
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das  totale  zweite  Differential  von  0,  nämlich  d^s.  Es  leuchtet 
ein,  dass  man  dies  ein&cher  erhält,  indem  man  obige  Gldchung 
nur  nochmals  in  Bezug  auf  a  und  y  differentürt    Dann  ist 

Wollte  man  so  allgemein  weiter  gehen,  so  würde  sich  zeigen, 
dass  bei  jedem  folgenden  totalen  höheren  Differential  die  Bi- 
nomialcoeffidenten  2um  Vorschein  kommen. 


181. 

*  Hat  man  eine  verwickelte  f\mction  mehrerer  absolut  ver- 
änderUcher  Grössen,  die  man  auf  die  abhängig  veränderUche 
nicht  reduciren  kann,  oder  nicht  reduciren  will,  so  lässt  sich 
dennoch  sowohl  das  totale  als  partielle  Differential  leicht  bestim- 
men. Durch  ganz  dieselben  Betrachtungen,  wie  in  den  Paragraphen 
134,  136  und  137,  ergiebt  sich  nämlich,  dass  man  eine  solche 
auf  0  reducirte  Function  formell  nur  gerade  so  zu  diffarentiiren 
braucht,  als  wenn  alle  Ghrössen  absolut  veränderiÜch  wären,  und 
das  Differential  »»0  zu  setzen  berechtigt  ist    Sei  z.  B. 

F(«,y,2)=0, 

wo  a\  y  die  absolut  veränderlichen  Grössen  sein  sollen  und  z 
die  abhängige,  so  ist  fiir  das  partielle  Differential  von  z  in  Be- 
zug auf  Xj  also  y  constant  (§  136), 


©^+(f)*-». 


und  in  Bezug  auf  y,  also  jetzt  x  constant, 


(f) 


und  für  das  totale  Differential 

®^+(f)*+(S)'^-<'- 

Für  die  höheren  Differentiale  findet  dieselbe  Regel  Statt 
Die  allgemeinen  Formdn  werden  hier  aber  unerträgUch  weit- 
läufig. 


186 

Beispiel.    Die  Gleichung  ftbr  die  Oberflädbe  der  Kagel  ist 

(Höhere  Geometrie  §  134) 

Aendert  sich  bloss  x,  so  ist  acLc  +  zdz=^0.    Aendert  sich 
bloss  y,  so  ist  ydy-^-zdz^^O.  Aendem  sich  beide  zugleich,  so  ist 

^^       xdx+ydy 


182. 

*  Aufgabe.  Es  ist  die  Gleichung  irgend  einer  krummen 
Fläche  allgemein 

^=F(.r,y) (i) 

und  darin  ein  Punct,  M,  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten 
^1  Hj  ^  gegeben.  Man  sucht  die  Gleichung  der  durch  diesen 
Punct  gehenden  Tangentialebene. 

AuflÖBong.  Lassen  wir  bloss  die  Absdsse  x  um  l\x 
wachsen,  so  gehen  wir  zu  einem  andern  Punct,  M',  der  Flttche 
über,  dessen  Coordinaten  ^+Ad?,  y,  2  +  A«2;  sind.  Lassen 
wir  dageg^i  bloss  die  Ordinate  y  um  Ay  wachsen,  also  x 
constant  bleiben,  so  gehen  wir  zu  einem  dritten  Punct,  M'^ 
der  krummen  Fläche  über,  dessen  Coordinaten  ^,  y -|- Ay, 
z  +  Ay5  sind. 

Die  Gleichung  einer  Ebene  hat  die  Form 

z=Ax+By-|-C (t). 

Damit  diese  Ebene  zunächst  durch  die  angegebenen  drei  Puncto 
M,  M',  M"  geht,  müssen  die  CoefiGdenten  A,  B,  C  so  bestimmt 
werden,  dass,  wenn  man  x  und  y  statt  x,  y  setzt,  z  =  ;s,  und 
wenn  man  x+  Ax  und  y  statt  x,  y  setzt,  z«=;5+Aa!Jt,  imd 
wenn  man  x  und  y+Ay  statt  x,  y  setzt,  z=2:+ Ay2^  wird. 
Dies  giebt  uns  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A,  B,  C 
folgende  drei  Bedingnngsgleichungen : 

z=Ax  +  Bi/  +  C (») 

^+A,«=A(d!+Ä«)4-By+C («) 

z  +  AtZ=Ax+B(i,+  Af/)  +  Q (0 
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Sobtrahirt  man  (3)  von  (4)  und  (3)  von  (5),  so  hat  man 

LttSBt  man  nun  A^,  Ay  bis  zu  Null  convei^giren,  also  nach 
der  Grenzmethode  die  drei  Puncte  zusammen&llen^  oder  noch 
deutlicher  y  nach  der  In£nitesimalmethode  die  Increm^ite  Axy 
Ay  unendlich  klein  werden,  so  ist  auch  das  zwischen  den  drei 
Puncten  M,  M',  M"  liegende  unendlich  kleine  Flächenstück  ab 
eben  zu  betraditen,  und  da  dieses  mit  der  gesuchten  Eb^ie 
(weQ  drei  Puncte  gemein  habend)  zusammenfidlt,  so  ist  auch 
letztere  nothwendig  eine  Berührungsebene.  Die  gesuchten  Coef- 
iioienten  A,  B  sind  dann  aber  offenbar  die  aus  (1)  gezogenen 
partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug   auf  «und  y,  nämlich 

A=[-5-j,  B=(  j~)«    IW®  Gleichung  der  Berührungsebene  ist 

also  näher  bestimmt 

'=^)'+(r>+« w 

Um  noch  C  zu  bestimmen^   beachte  man,   dass  zufolge  (3) 

C=;gr  —  Ax — By=xr — (3-)^ — (j")^*    ^®®  ^  ^^^  substituirt, 
CTgiebt  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

^=(l)'+(|)y+{*-(l)^-(IH 

Man  hätte  auch  (3)  von  (6)  subtrahiren  können  imd  vor- 
stehende Gleichung  in  folgender  kürzeren  Form  erhalten: 

'— (s)('-»)+(|)*-') 

und    folglich    die   beiden    Projectionsgleichungen    der    Normale 
(Höhere  Geometrie  §  128): 
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183. 


*  Um  schliesslich  noch  den  Winkel  U  zu  bestimmen,  wel- 
chen die  Tangentialebene  mit  der  Ebene  der  Xy  y  bildet  mid  der 
später  bei  der  Complanation  der  Flächen  erforderlich  ist,  hat 
man  (Höhere  Geometrie  §  126) 

cosU= 


v^+(l)"+(|)" 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  verwickelter  Form  gegebai: 
¥{Xyyyz)^=^%  so  hat  man 

(S)-+(f)*+(S)--«. 

(dz\_      Kdx)  (dz\ \dy) 

Kdx)"     (dPy  W~      f^\' 

\dz)  \dz) 

mithin  die  Gleichung  der  Tangentialebene: 

•(»-,).(f)+(.-.)(f)  +  (y-,)(f)^0, 


und  hieraus 


cosU=s= 


m    ■ 


mH§)'^{t) 


Die    beiden   Projectionsgleichungen   der    Normale    sind    in 
diesem  Falle: 

\dt/J    f        V 
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184. 

Aufgabe.    Eb  ist  die  Gleichung  der  Kugel  gegeben: 

Man  sucht  die  Gleichungen  der  durch  einen  gegebenen  Punct, 
M(x,  1/,  z)j  der  Oberfläche  gehenden  Tangentialebene  und 
Normale. 

Auflösung.    Man  hat  hier 

\dx)  z  '  \dy)  z* 

daher  die  Gleichung  der  Tangentialebene 

z{Z'^z)  +  x{K''X)+y(j—y)  =  Q 

die  Gleichungen  der  Nonnallinie  sind: 

X  f         V      ^  xz 

X — a?=  — (z  —  z).  also  x«=  — , 

-5  ^^  Z 


y— y  =  ^(z  — «),  also  y  =^, 


IT  ^  * 

COS  U  =  -====  =  — • 

För  :r=0  und  y==0,  also  z=r  ist  x=0,  y  =0,  ;5=r 
und  cos  U==l,  ü=0.  Die  Normallinie  geht  durch  den  An- 
&ngi^unct,  fällt  also  mit  dem  Radius  zusammen.  Die  Tangen- 
tialebene geht  mit  der  Ebene  der  x^  y  in  dem  Abstände  =r 
parallel    .Für  x=r,  y  =  0,  also  2^0,  ist  cosU=0,  U=90«. 


Dreizehntes  Buch. 


Maxima  nnd  Minima  mit  Nebenbediagangeii 


185. 

Man  habe  die  beiden  gleichzeitigen  Gleichungen 

z  =  x^+y^ (i) 

y=9-4a; (i) 

Für  x=0,  1,  2,  3...  wird  Gleichung  (2)  zufolge  .y=9,  5, 
1,  — 3...  Für  das  erste  Paar  Weiihe  von  x,  y  wird  jeÄr729, 
für  das  zweite  Paar  ist  i?  =  126.  Da  nun  flir  verschiedene  zu- 
sammengehörige Werthe  von  Xj  y  die  daraus  gebildete  Function 
z  verschiedene  Werthe  bekommt,  so  kann  man  fragen,  fbr  welche 
zusammengehörige  Werthe  von  x^  y  wird  z  ein  Maximum  oder 
Minimum,  und  dies  ist  es,  was  man  ein  Maximum  odor  Minimum 
mit  Nebenbedingungen  nennt. 

Man  sieht  nftmUch,  dass  wegen  der  vorgeschriebenen  und 
zu  berücksichtigenden  Bedingung,  dass  {(=»9  —  4r  sein  soU,  man 
in  (1)  die  veränderlichen  Grössen  j?,  y  nicht  als  unabhängig 
von  einander  betrachten  darf. 

Da  nun  filr  den  unbekannten  Werth  von  x^  flir  welchen  z 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  zugleich  auch  y =9  —  4? 
sein  soll,  so  darf  man  offenbar  aus  (1)  die  von  x  abhängige 
Gb'össe  y  eliminiren  und  hat  dann 

z=x^  +  {9—AxY (s) 
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In  dieser  Gleiehnng  ist  offenbar  die  Bedingung,  dass  inuner 
y=9— 4«  ist,  mit  enthalten,  also  auch  flir  den  Werth  von  Xj 
für  welchen  jetat  z  ein  MaxiTnuTn  oder  Minimum  wird.   Daher  ist 

g=3;c^— 12(9-4a?)s»=0 (4) 

^=2  und  ar«=  ^, 
~|— 6a?+96(9— 4r). 

£b  ist  also  für  ^=2,   ^  =  1   die  Grösse  ^  =  9  ein  Minimum. 
Für  «=  V>  y= — T  ^  ;5=14Jf  ein  Maximum. 

Die  Elimination  der  abhängig  veränderlichen  Grösse  war 
im  obigen  Beispiel  sehr  leicht  zu  bewirken.  In  vielen  andern 
Fällen  ist  das  aber  nicht  der  Fall.  Dann  erreicht  man  oftmals 
aber  doch  seinen  Zweck,  indem  man  alle  beide  Gleichungen  in 
Bezug  auf  die  absolut  veränderliche  Ghrösse  a  differentürt,   und 

dann  den  Differentialquotienten  -^  eliminirt.     Dass  dies  immer 

erlaubt  ist,  wollen  wir  zuerst  an  obigem  einfachen  Beispiel  zeigen. 
Aus  den  beiden  gleidizeitigen  Gleichungen 

z  =  x^  +  y^ (1) 

y=9-4a? , (2) 

«>J«*(£)  =  3-*+3y^g  =  0....(3) 

•      t—* w 

In  (3)  steht  offenbar  y  als  Stellvertreter  für  9 — 4.r,  und   -j- 

als    Stellvertreter   für   das    durch  dx  dividirte  Differential    von 
9 — 4r  und  dies  ist,   wie  aus  (2)  folgt,  =  —  4.     Wir  können 

3^  also  aus  (3)  eliminiren  und  haben  dann 
ax 

3a'«  — 12y»=0 
0,4:2^=0 (5) 

Statt  nun  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  y  zu  sub- 
stituiren,  kann  man  auch  (im  Fall  die  Reduction  auf  y  in  (2) 
nicht  möglich  oder  zu  weitläufig  sein  würde)  die  Gleichung  (5) 


192 

mit  der  Bedingongsgleichung  (2)  verbmclea  und  daiauB  eine 
neue  Besdehung  zwischen  .r  und  y  ableiten ,  woraus  sich  dann 
das  Verhältniss  dieser  Grössen  zu  einander  oftinals  leichter  er- 
giebt.  Im  vorliegenden  leichten  Beispiel  hat  man  diese  Grössen 
selbst.     Es  folgt  nämlich  aus  (5)  und  (2) 

«  +  2y— 0, 

für  das  obere  Vorzeichen  ^3ss2,  y^=^l\  für  das  imtere  Vor- 
zeichen Ä=y,  y= — f. 

Um  zu  entscheiden,   ob  für  dieses  Werthepaar  z  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist,  hat  man  aus  (8) 

Hierin  die  Werthe  von  -r  =  —  ^  ^^id  -r4  =Osubstitairt, 
kommt  (~^ j  =  6«  -h  96y — Q(x  +  16y). 

Für   a?«=2,   y  =  l  ist  \^-^  positiv   und   «=9  ein  Minimum. 

(dPz\ 
-p^j  n^ativ  und  ;s  =  14f  f  dn  Maximum. 


186. 

• 

Nach  der  Infinitesimalmethode  hat  es  auch  Sinn,  statt  der 
Differentialquotienten  direct  die,  wenn  auch  nicht  messbaren, 
dennoch  im  bestimmten  Verhältniss  zu  einander  stehenden  Difle- 
rentiale  zu  eiiminiren.    Man  hat  z.  B.,  wenn 

z^^x^+y^ (i) 

y==9-4a; (») 

aus  (1):  <fe=3Ä«rfxH-3y«dy=0, 

oder  a?*da?4-y*rfy  =  0 («) 

aus  (2):  4cte+dy==0 (4) 

(4)  mit  y^  multiplicirt  und  dann  von  (3)  subtrahirt: 
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mHlimy  w«il  nach  dieser  Methode  das  Differential  vcm  Xj  näm- 
lich dx^  nicht,  abeolot  liliill  ist, 

x^ — 4j/*=0  etc.,  wie  vorhin. 

187. 

Aufgabe.  Man  sacht  den  Badius  r  und  die  Höhe  h  eines 
oben  offenen  geraden  Cy  linders ;  welcher  bei  gegebenem  Inhalt 
a  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

Auflösung.    Ist  die  Oberfläche  F  und  die  Höhe  A,  so  ist 

Y=27trh  +  nr^ (i) 

A=^ W 

TT 

Die  Gleichung  (2)  ist  hier  die  Bedingungsgleichimg.     Daher 

(ZF  =  27r(Ä+r)rfr+27rr(fÄ=0, 

also  Qh  +  r)dr-\-r  .dh  =  Oj 

und  aus  (2)        =^^^  dr+dh=Q. 

TT 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

Ä  +  r =  0, 

und  da,  siehe  (2),        h =  0, 

so  ist  h — r=»0. 

3 

Es  ist  also  Ä=r=|/ — . 

188. 

Aufgabe.  Aus  vier  gegebenen  Seiten,  a,  &,  c,  6,  ein 
Viereck  zu  constmiren,  welches  den  grössten  Inhalt  hat. 

Auflösung.  Heisst  der  gesuchte  Winkel,  den  die  Seiten 
a,  h  mit  einander  bilden,  qp,  und  der  dadurch  bestimmte  gegen- 
überliegende Winkel  ^,  so  ist  der  Inhalt 

Y=^\abmLq>  +  \ce.w[i\p (i) 

Da  nun  aber  die  Winkel  9),  \p  von  einander  abhängen,  so 
müssen  wir  noch  eine  Bedingung^gleichung  für  sie  suchen.  Heisst 
die  ihnen  gegenüberiiegende  Diagonale  h^  so  haben  wir  aus  dem 
änen  Dreieck  2;*«»a'  +  &' — 2aicosqp,  und  aus  dem  andern 
i*  ==.c* + e*  —  2ce  cos  i/;.    Daher 

a*-|-6*  —  2a6cos<p=c*H-6* — 2c6Cosi^ («) 

LftbseD,  InflniteBimal-BachnuDg.    6.  Aufl.  j  3 
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Statt  tp  zu  elimiiiiren^  was  weidAufig  sein  würde^  yeae&ia&i 
wir  nach  der  gi^ben^i  Regel  und  dimmiren  d^.    Aus  (1): 

dF=ahcos(p.dq>  +  ce,coQxp,chlJ=^0 (s) 

und  aus  (2):         absiD.q).dq) — C6.Bint/;.d(/;=0 («) 

(8)  mit  sin  tfj  und  (4)  mit  cos  xp  multiplicirt  und  addirt, 

äb(co&q>äiiip  4-'sing>.cosi/;).d9)«»0, 
sin(g)  +  ^)=0, 

Das  gesuchte  Viereck  ist  also,  als  MaTrimum,  ein  Sehnenviereck. 
Von  einem  Minimum  kann  hier  nicht  die  Rede  sdn. 

Um  die  Winkel  zu  bestimmen^  hat  man  jetzt  aus  (2),  in- 
dem coBxp= — cos<3p  (weil  ?/;  =  180  —  <]p): 

^'9>=      2iab+ce)      ' 

188. 

Nach  diesen  zur  Vorbereitung  erst  vorausgeschickten  spe- 
dellen  Fällen  wollen  wir  jetzt  die  etwas  subtile  Theorie  der 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen  im  Allgemeinen  be- 
trachten. 

Sei  zuerst  u  eine  Function  von  beliebig  vielen  unabhängig 
veränderlichen  Grössen  ^,  y,  2: .. . .,  in  Zeichen: 

SO   ist  bekanntlich   f&r  jedes  Maximum    oder  Minimum   dieser 
Function 


*'=(s)^+(5)*+®) 


dz-\- =0. 


Femer  ist  bekannt,  dass,'  um  die  allgem^e  Bedingung 
clu=0  zu  erfüllen,  jeder  Coeffident  der  Differentiale  dr,d^,.... 

für  sich  Null  sein  muss,  ( j~)'='0,  f— j=0  etc. 

Wir  erhalten  also  eben  so  viele  Bedingungsgleichungen ,  als 
unabhängig  veränderliche  Grössen  vorhanden  sind.  Hieraus 
können  mithin  die  unbekannten,  aber  bestimmten  Werthe  der- 
selben, welche  sie  in  den  Zuständen  der  Maxima  und  MiniTnA 
haben  müssen,  abgeleitet  werden. 


195 

Wären  nun  aber  in 

u=ip(x,y,z,t....) (i) 

die  Qritaen  a^  y^  z.,.  nicht  alle  absolut  Terfinderlich,  sondern 
Yon  dnander  aUiängig,  so  müssen  sich  solche  Abhängigkeiten 
durch  Gesetee  oder  Functionen  darstellen  lassen.  Wäre  z,  B. 
die  Veränderung  des  y  durch  die  des  «bestinunt,  y^rsf(jg)y  so 
könnten  diese  beiden  Ton  einander  abhängig  yeränderUchen 
GbOssen  a^  y  nur  fikr  eine  absolut  Teränderlidie  Ghrösse  gelten 
und  als  solche  in  die  Function  (I)  eintreten. 

Wenn  daher  in  der.  Function  Uy  die  su  einem  MaxiTtium 
oder  Minimum  gemacht  werden  soll,  y^lüiderlidie  Gh:össen  so 
von  einander  abhängen,  dass  die  dne  aus  der  andern  berechnet 
werden  kann,  so  müssen  wir  erst,  um  die  wirklich  absolut  ver- 
änderlichen Grössen  zu  erhalten,  Substitutionen  vornehmen,  d.  h, 
die  abhängig  veränderlichen*  Ghrössen  durch  diejenigen,  von 
welchen  sie  abhängen,  ausdrücken,  was  dann  zuletzt  auf  einen 
Eliminationsprocess  zurückkommt    Wäre  z.  B. 

usssg)(a>^  r/j  Zft)  und  ausserdem 
y=ilj(a,  z) 

z^m 

gegeben,  mit  der  Forderung  u  zu  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum zu  machen,  so  haben  wir  ofiFenbar,  statt  vier  absolut  ver- 
änderliche Grössen,  nur  noch  zwei,  denn  t  kann  z.  B.  durch  z 
und  y  wiederum  durch  a  und  z  ausgedrückt  werden  und  wir 
müssen  diese  .Substitutionen  in  der  Function  u  vornehmen, 
wenn  die  ausserdem  gegebenen  zwei  Bedingungen  mit  erfbllt 
werden  sollen. 

Oftmals  ist  es  nun  aber  nicht  leicht,  wenn  nicht  gar  im- 
möglich, die  abhängig  veränderlichen  Grössen  zu  eliminiren 
(wenn  z.  B.  die  Bedingungsgleichungen  über  den  zweiten  Grad 
gehen  oder  transcedent  sind).  Für  diesen  Fall  theilte  uns 
Gauss  bei  dner  gewissen  Veranlassung  im  Jahre  1829  folgen- 
des leichte  Verfahren  miti  .. 

190. 

Es  sei  wieder 

i»=g)(Ä,  y,  «,  f.,....), 

F(jr,  «,....)=0, 

^^  V'i  fy  F,....  die  Bedingungsgleichungen  ausdrücken. 

13* 
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Es  ist  auf  den  ersten  Bück  klar,  dass  wenigitens  eine  Be- 
dingungsgleidiung  weniger  ab  abMrtnt  veränderliche  Grössen  ge- 
geben sein  Bni88,  denn  wlbren  gemde  so  viele  roikasBäeay  so 
"Würde  jede  der  absolut  Terfindeificben  Gbössen  aufhören,  Ter- 
ftnderUch  2u  sein;  sie  ehielten  alle  bestimmte  Werthe  mid  u 
selbst  wttre  midiin  unveränderlich.  Von  einem  Maximmn  oder 
Hinimtnn  konilte  «Isdami  nicht  die  Bede  Bein. 

Statt  nnn  die  abhängig  verftiderKdi^  OfDssen  zu  dimi- 
niren,  wird  es  schon  viel  beqocto^,  wenn  wir  sänuntlicfae 
Olaohnngen  erst  ibo  differentöremi  als  ob  die  Grössen  aDe  ab- 
solut veränderlich  wärent 

■    *'-(SM|)*+(S^+--« 


©-*(D*t(D^' 


+ =0 


und  nun  erst  die  abhängigen  Differentiale  eliminiren.  Allein 
auch  jetzt  noch  würde  der  Eliminationsprocess  sehr  beschwerlich 
werden  und  im  Allgemeinen  höchst  complicirte  Resultate  geben. 
Durch  folgenden  Kunstgriff  aber  gelangt  man  auf  eine  eben  so 
leichte  als  elegtmte  Weise  zu  den  Belationen,  welche  unter  den 
veränderlichen  Grössen  f&r  den  Zustand  eines  Maximum,  oder 
Minimum  Statt  finden  müssen. 

Da  das  Differential  einer  jeden  Bedingung  NuH  ist,  so  ist 
es  erlaubt,  jedes  noch  mit  einer  neuen  Unbekannten,  Xy  X\.., 
zu  multipliciren,  und  dann  alle  zu  der  Fundamentalgleichung 
hinzu  zu  addiren,  nämlich 


a 


(5) 


dx+ 


X' 


(I) 
(I) 

(D 


dy-\- 


k' 


Ä^-f-..2S=:0, 


und  indem   wir  nun  jeden  Coeffidentoi  der  Differentiale  «0 

*)  Die  Di£fcrentiale  deijenigen  veränderlichen  Grössen,  welche  in 
einer  Bedingongsgleichung  nicht  vorkommen;  stehen  in  der  entsprechen- 
den Difißerentialgleichong  nur  formell. 
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sebMD.^    erlMhen  .wir.  ao  viele  Gleiehnngen ,   $3»  ▼«ittndQrlieb^ 
x^  ffj  z^^.<^  vorJbaoden  sind,  nftnilichi 


(t)+»(f)+<f)+»"(S)^--»l 


(0 


Da  ansser  diesen  Gleichungen  nnn  aber  auch  zu  gleicher  Zeit 
den  Bedingungsgleichungen 

i/;(ar,y )==rO 

f(y,t....)^0  \ (0 

F(a,z )=0 


Genüge  geleistet  werden  muss,  so  ergeben  sich  aus  der  Com- 
bination  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  gesuchten  Grössen. 
Man  eliminirt  zuerst  die  Grössen  Xy  X'....j  deren  absolute 
Werthe  wir  nicht  zu  kennen  brauchen,*)  Verbinden  wir  darauf 
die  rcstirenden  Gleichungen  mit  den  Bedingungsgleichungen  (2), 
so  bestimmen  sich  auch  die  Werthe  der  yeränderlichen  Grössen 
Xy  y,  ^, . . . . ,  welche  allen  Forderungen  entsprechen. 

Wir  sehen  hieraus  mit  einem  Blick  auf  die  vorgelegte  Frage: 

max.  ) 

9  C^»  y>  -2»  ^> .  • . .  )=^    .      ( t  während 

nun.   J 

f(y,  t, )  \  ooDStant  («pO)  sind. 


*)  Giebt  es  bloss  ehie  Bedingongsglcichmig  y/(x,y.,.,)'^Oy  so  sind 
die  Gleichungen,  aus  denen  man  jl  elumniren  ksns.: 

\dS'j+^(^j"'^'  rdu\      /du\      ^du\ 

f^\  +  x(^)^0;  ^"^^      ^"^^^      ^"^'^ 
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dass  es  einerlei  kt,  ob  wir  ftkr  qp (j?, y,z^ty.*..)  dat  Maximam 
oder  Minimum  suchen,  während  wir  tp (xjtfj .  • .),  f (j^ t.,.)  etc. 
als  constant,  oder  ab  gegebene  Bedingungen,  die  zugleich  mit 
erftallt  werden  soUen,  betrachten,  oder  ob  wir  ftlr  irgend  eine 

der  Functionen  V'C^yy,..« .)?  ((y^t"*)  e^i  ^  Maximum  oder 
Mininuim  suchen-  4ind  dageg^  die  übrigen  als  constant  be- 
trachten. In  der  That  lassen  sich  alle  Au%aben  dieser  Art,  wo 
die  Mazima  oder  Minima  einer  Function  mdurerer  Teränderlichen 
Grössen  gesucht,  dabei  aber  zugleich  Nebenbedingungen  erfüllt 
werden  sollen,  von  zwei  yerschiedenen  Seiten  betrachten.  (Siehe 
§  105,  Anmerkung.) 

Es  ist  nämlich  ganz  einerlei,  welche  Function  wir  als  con- 
stant ansehen  und  für  welche  wh:  eui  Maximum  oder  Minimum 
suchen  woUen.  Die  Verhältnisse  der  unbekannten  Grössen  zu 
einander  werden  in  bdden  Fällen  dieselben  sein,  und  nur  Ton 
der  Wahl  der  Constanten,  welche  wir  den  Functionen  gleich 
setzen,  hängt  es  alldn  ab,  ob  wh:  in  beiden  Fällen  identische 
Werthe  erhalten  sollen.  Eän  bekanntes  Beispiel  mag  dies  er- 
läutern! Man  soll  die  Höhe  und  Grundlinie  des  Cylinders  an- 
geben, der  bei  gegebenem  Inhalte  =a  die  kleinste  Oberfläche 
hat  Hier  wird  man  dasselbe  Verhältniss  zwischen  Höhe  und 
Grundlinie  finden,  weim  man  die  Aufgabe  so  ausspricht:  Man 
soll  die  Höhe  und  Grundlinie  eines  Cylinders  finden,  der  bd 
gegebener  Oberfläche»  =F,  den  grössten  Inhalt  hat,  und  so  bei 
allen  Fragen  dieser  Art  (VergL  Moigno's  (Cauchy's)  seizieme 
le^on,  aus  welcher  wir  folgendes  Beispiel  ndmien.) 

191. 

Aufgabe.    Man  suche  die  Werthe  von  «,  y,  r,  fiir  welche 

fi«=a»  +  5y+<^ (i) 

ein  Maximum  wird,  und  für  welche  zugleich 

«■+y*+«*— r*=0 («) 

Anflösong.    Man  hat  hi^ 

6  +  Ay=0,        -A-^  =  f  =  4  (§  190,  Rdbkg.). 

c+Ajff=o,  ^     y      ^ 
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Aus— =  —  folgt  y=— 

X      y  » 

a        c  cx\ 


Dies  in  (2)  substituirt,  kommt 


ar 


er 


ya«4-6*  +  c^ 
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Aufgabe.  Man  verlangt  die  Werthe  von  x,  ij,  ^,  flir  welche 

w=:Ä«+y*+^* (0 

ein  Minimum  und  zugleich 

ax+hy +  05=^10 (2) 

Auflösung.    Man  hat  hier 

ladx  +  ^hdy  -f-  Xcäs  =  0. 

Hieraus  folgt  -^f  =  -  und  y^-;  z^-. 

ah  

•^  — a«  +  6«  +  c»' 

^~a«  +  6«+c«^ 

cÄ;    

^~a«  +  6«-hc«' 

*«__ 


Zweiter  Theil. 

Int^ral  -  Rechnung. 


i^ie  AiMdysis  de«  Unendlichen  ist  d8Rh»lb  von  so 
groaipr  Anwendbarkeit  in  der  Natunriaeenecliaft ,  weil  in 
der  Natnr  sicli  beständig'  der  Cbaraeter  dee  Unendliehen 
offBBbart*  Leibniti. 


Einleitung. 

193. 

jJie  Integralrechnung  ist  in  rein  formeller  Hinsicht  gerade 
das  Umgekehrte  der  Differentialrechnung.  Denn  abgesehen  yon 
den  mancherlei  Anwendungen*  der  Difierentiahrec^nung,  welche 
aosamiBe»  den  «igentheben  materiellen  Begriff  denelben  bUden, 
ist  ihr  nächster  Zweck  yon  einer  gegebenen  Function  einer 
yeränderUchen  Grösse  das  Differential  dieser  Function  anzu* 
geben.    So  ist  z.  B.  yon  a^  das  Differential  =öa*da.  In  Zeichen: 

Umgekehrt  ist  nun,  nach  dem  ersten,  reia  formellen,  yor- 
Iftufig  noch  alle  Anwendungen  ausschUessenden  Begriff  der  Inte- 
gralrechnung, ihr  nftchster  Zweck:  zu  einem  gegebenen  Diffe- 
rential einer  yeränderlichen  Grösse  die  zugehörige  ursprüngliche 
Function  zu  findrai,  welehe  dann  das  Integral  des  gfegebenen 
Differentials  heisst     So  ist  z.  B.  x^  das  Integral  yon  bx^da. 

Um  anzudeuten,  dass  das  Integral  zu  emem  Differential 
gesucht  werden  soll,  ist  yon  Leibnitz  das  Zeichen y* gewählt, 
welches  man  yor  das  gegebene  Differential  setzt.    So  ist  z.  B. 
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Nach  Leibnitzen's  Anschauung  bedeutet  das  Wort  In- 
tegral so  viel  als  Summe  einer  unendUchen  Beihe  unendlich 
kleiner  Grössen  und  das  Zeichen /das  Summirungszeichen.  Wir 
werden  später  bei  der  Anwendung  der  Integralrechnung  zeigen, 
dass  man  in  vielen  Fällen  das  Integral  eines  Differentials  wirk- 
lich ak  eine  Summe  betrachten  kaim.  Vorläufig  aber  muss  der 
Anfanger  sich  an  den  engen  Begriff  halten  und  unter  Integral 
nichts  anderes  yeistehen,  als  die  zu  einem  gegebenen  Differential 
gehörige  Function,  welche  also  differentürt,  das  gegebene  Difie- 
rential  wiedergiebt  Erst  müssen  wir  wenigstens  einige  Diffe- 
rentiale integriren,  d.  h.  ihre  Integrale  finden  könneUi  bevor 
wir  Anwendungen  machen ,  den  Nutzen  der  Integralrechnung 
zeigen  imd  so  nach  und  nach  zu  ihrem  erweiterten  (materiellen) 
B^riff  gelangen  können. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass,  obgleich  wir  jede  Function 
zu  düSferentiiren  wissen,  wir  jedoch,  strenge  genommen,  nicht 
auch  umgekehrt  jedes  Differential  integriren  können,  und  in 
solchen  Fällen  uns  immer  mit  einer  Annäherung  begnügen 
müssen,  so  wie,  vergleichsweise,  wir  wohl  jede  2iahl  potentiiren, 
nicht  aber  umgekehrt  aus  jeder  Zahl  dne  Wurzel  ziehen  können, 
weil  ja  die  meisten  irrational  sind. 

195. 

Zunächst  merke  man  sich  die  aus  den  in  d^  Differential- 
rechnung (§  81)  aufgestellten  Düferentialformeln  sich  von  sdbet 
ergebenden  sogenannten  Integrationsformeln,  die  man  im  Ge- 
dftchtniss  behalten  muss.    Diese  sind  nämlicli: 

1.     Iaf^dxs= — — -  6.     /sin^(2a;=>s — cos« 


J  J  cos«a?       •« 

.     ia'dm^=**Y^  8.     /-r-5— =  — cot« 

J  la  J  am*« 


4.  /  —  =»&  9.     /—=i==esa:  aresin  4? 

5.  lcoBxJa=^8inx  1        /__^=arctg« 
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196. 


Zu  vorstehenden  zehn  Fundamentalfornieln  haben  wir  noch 
ein  paar  Bemerkungen  zu  machen. 

1.  Nach  der  ersten  Formel  muss  man,  um  das  Integral 
faf^dx  zu  erhalten,  zu  dem  Exponenten  m  eine  Einheit  addiren 
und  dann  die  neue  Potenz  af^-^^  durch  den  neuen  Exponenten 
m  +  1  dividiren.    So  ist  z.  B. 

Diese  Kegel  gilt  (den  einzigen  FaU,  wo  w=  —  1  ist,  aus- 
genommen) für  alle,  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  nega- 
tive, Exponenten.  Der  Fall,  wo  f»=  —  1  ist,  fiihrt  auf  die 
vierte  Fundamentalformel. 

Es  ist  nämlich  Ix^^dx^^  l  —  =  lx.    Die  übrigen  neun  For- 

mebd  sind  aber  ganz  allgemein  gültig. 

2.  Es  ist  leicht  einzusehen,  weil  es  schon  aus  den  Differen- 
tialformeln (§  31)  folgt,  dass  man  einen  constanten,  imter 
dem  Integrationszeichen  stehenden  Factor  immer  vor  dasselbe 
setzen  kann.    So  ist  z.  B. 


J  J  »»+1 

jacosxdx=a.  jcosadxsssa.Bmx. 


8.  Da  die  Differentiale  zweier  Functionen,  die  sich  nur 
um  ein  constantes  Glied  unterscheiden,  vollkommen  gleich 
sind  (§  14y  1),  so  ist  klar,  dass  man  jedem  gefundenen  Integral 
immer  eine  ganz  beliebige  oonstante  Grösse,  sowohl  mit  dem 
Plus-  als  Minuszeichen  hinzufügen  könnte.     So  ist  z.  B. 

f^dx=^'^  aber  auch /c*di  =  e*  +  C7, 
weil  sowohl  die  Function  e*,   als  auch  e*+Cj  differentiirt,   das 
gegebene  Differential  wiedergiebt     Da   wir  aber  erst  bei  den 
Anwendungai    der  Integralrechnung    zeigen    können,    was    für 
Umstände  die  Hinzufügung  einer  constanten  Grösse,    +C,   zu 
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einem  gefundenen  Integral  zuweilen  erheischen,  so  wollen  wir 
auch  bis  dahin,  des  kurzem  Schreibens  halber,  diese  hier  noch 
ganz  liberflttsaige  Constante  stets  weglasaeii. 

197. 

Nachdem  wir  nun  die  nöihigen  Vorbegri£fe  über  den  nfich- 
sten,  rein  formellen  Zweck  der  Integralrechnung  yorausgesdii^ 
haben,  wollen  wir  nun  zuerst  die  wichtigsten  d&r  verschiedenen 
Regeln  mittheilen,,  welche  man  für  die  Litegration  der  verschie- 
denen DiiFerentiale  angefunden  hat.  Dass  es  hier  keine  einzig« 
allgemeine  Integrationsregel  giebt,  die  Yerschiedenartigkeit  der 
Functionen  vielmehr  verschied^ie  Regeln  hervorruft,  ist  wohl 
vorauszusehen.  Aus  diesem  Grunde  muss  auch,  um  Ordnung 
zu  erhalten,  die  Integralrechnung  in  mehrere  Abtheilungen  zer- 
fallen. Man  wird  übrigens  bald  bemerken,  dass  &8t  die  ganze 
Integrahrechnung  aus  lauter,  mitunter  sehr  feinen  Kunstgriffen 
besteht  und  nur  Mathematiker  ersten  Ranges  hier  etwas  leisten, 
sie  erfinden  und  vervollkonunnen  kozmten. 


Viarzehntes  Buch. 


Die  wichtigsten  und  am  häufigsten  Anwendung 
findenden  Regeln  der  Integralreeiinnng. 


I.    Unmittelbare  Integration. 

188. 

Alle  Integrationen,  wenn  sie  möglich  sind,  müssen  im 
Grande  immer  auf  eine  der  §  195  aufgestellten  Fundamental- 
formeln zurlickgeftOirt  werden.  Bevor  jedoch  dies  geschehen 
kann,  müssen  mit  den  zu  integrirenden  Differentialen  oftmals 
erst  Umfotmungen  vorgenommen,  oder  auch  neue  veränderliche 
Grössen  substituirt  werden. 

Eine  Hauptregel  ist  immer,  jedesmal  erst  genan  zuzu- 
sehen, ob  man  ein  verlangtes  Integral  nicht  unmittelbar  er- 
kennen oder  doch  durch  eine  einfache  Substitution  auf  eine  der 
Fundamentalformeln   zurückführen    kann.     So  sieht  man  z.  B. 

C  das 
leicht,  dass /=--T— =aZ(l-Ha?)    oder,    wenn   man    eine    Substi- 
tution zu  Hülfe  nehmen  will  und  l-|-^  =  f«,    mithin  dx=^du 
setzt,  dass 

ji^^r^^1u^l(l  +  ai).    Ebenso  ist 

r     da  1  r  du  1        ^  1        ^ 

/"T-i — rT  = — IT-i — «=  — arctgw-»  —  arclga-r. 
Jl-ha*A*       ajl+u*       a       ^         a       ^ 

Hier. wurde  aj:=w,  mithin  {te= — .du  gesetzt. 
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199. 

Nach  einiger  Uebung  werden  solche  einfiu^he  SubBÜtationen 
überflüssig.  Man  merke  sich  bei  solchen  unmittelbaren  Integra- 
tionen noch  folgende  specielle  Fälle. 

1.  Ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor  oder  Divisor, 
der  Zähler  eines  Braches  das  Differential  vom  Kenner,  so  ist 
das  Integral  immer  gleich  dem  nattirKchen  Logarithmus  vom 
Nenner.    So  ist  z.  B. 

5^Z(a+6«*),    oder  wenn  man  a+6a:*=f*,  also 


ß 


a+6««       26 
2bxdx=rsduy  mithin  xdx  =  ^  setzt, 


2.  Besteht  das  Differential  aus  zwei  Factoren,  wovon  der 
eine  eine  Potenz  mit  positiven  oder  negativen  Exponenten,  und 
der  andere  (von  einem  constanten  Factor  abgesehen)  das  Diffe- 
rential von  der  Wurzel  ist,  so  ist  das  Integral  gleich  der  um 
eine  Einheit  hohem  Potenz.    So  ist  z.  B. 

oder  auch,   indem  man  I — ar'  =  u,    mithin  — ^a^d»^=idu  und 
x^(Lc=  —  \du  setzt, 

j-^=^fi\-a>^)-\.adx (l-x.)l. 

3.  Besteht  ein  zu  integrirendes  Differential  aus  mehreren 
durch  -}-  oder  —  verbundenen  QUedem,  so  muss  man  natürUch 
jedes  einzelne  GUed  integriren  (§  31,  6).    Ist  z.  B. 

y=2Ä?*+c*  —  sin^,  so  ist 
dy  =  \2x^dx + d'dx  —  cos  xdjc 

und  also  umgekehrt 
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fdy^=^f{\2x^+e^  —  cos  a)dxy 
y^=^J\2x^dx+f€Fdai  —  fcosxdx, 


arcsm 


in;» — yi—xK 


/*1  +  ^      .   r    dx       i^  f .  ^^^      

9 

200. 

Aoligabe.    Man  suche  folgende  DüBferentiaie,    ohne  Substir 
tution,  unmittelbar  zu  integriren. 

»         adx 

7. 


1. 

"7     — 

dx 
X — a' 

2. 

dx 

{x—aY' 

8. 

dx 

a^+x^' 

4. 

eF'dxj 

8. 


Vo«— j;«' 

axdx 
Va»— **' 


9.    ir.^, 
10.        ^^ 


5.  c-«*da?,  11.    (a+bxydxy 

6.  coscwfda?,  *  12.    (a+-bx+ex*)i.(h+2cjc)dx. 

Auflösung.    Man  findet  leicht,  dass 

J{x—a)^       . — w+l  '  J       .  a        ' 

^      r  dx         1  X  ^      C         ,1. 

8.     l—s-, — 5=  — arctg— ,  6.     Icosaxdx'^  —  mnax. 

Ja^+jL^      a       ^  a^  J  a  ' 

„      r  adx  .    X 

7.  /— ==  =  aarc8in— , 

J  Va^—x*  « 

8.  a/(a«— Ä?>)-i.Ä?(/j:=  — a(a*— Ä?»)i, 

9.  &).^=-J(Z^)«(§199,  2), 
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10.  f(a^+x' 

11.  ßa+bx 

12.  I(a  +  bx  +  cx^)i  (b  +  2cx)  dx  =  |(a  +  6a?  +  er*)*. 


36      ' 


Integral 


/(a+  bxydx=/(a*+2abx-hb*x^dx=a^x  +  abx^  +  -i6«a?». 
Dies  Integral  ist  von  dem  in   11   angefdhrten  nur  in  de 


a» 


Constante    ^  yerachieden. 


n.     Tlieilweise  Integration« 

201. 

Ein  sehr  finchtbarer  Kunstgriff,  um  Integrale  zu  finden, 
besteht  in  der  sogenannten  theilweisen  Integration.  Um 
zu  zeigen,  was  man- hierunter  zu  verstehen  hat,  seien  F(x)  und 
f{x)  zwei  beliebige  Functionen  von  x.  Differentiirt  man  das 
Product  derselben,  so  hat  man  (§  31,  6) 

d .  [F(a;) . /(a:)] = /(ic) .  r(a;)(Za;  +  F(.r) /(..)(&  *) 

tmd,  wenn  man  beiderseits  wieder  integrirt  und  bea<^tet,  dass 
die  2^ichen  /  und  d  sich  aufheben,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung 
(§  199,  3) 

F(x) .  f{x)  =/f(x) .  r(x)dx  +/F(x) .  f(x)dx 
und  hieraus,  durch  Umsetzung  der  Glieder 

/F(;i:)  r  («>it = F(a;) . /(x) -//(x) .  F Wdir, 

in  Worten:  Kann  man  ein  zu  integrirendes  Differential, 
Y{x)f{x)dxj  in  zwei  solcher  Factoren  lP{x).f\x)dx  zerl^en, 
von  welchen  der  eine  f\x)dx  integrabd  ist,  so  ist,  wie  vor- 
stehende Gleichung  lehrt,   das  Int^^  von  F(x),f(ir)dx  gleich 


*)  Bezeichnet  man  die  eine  Function  ron  «  Kürze  halber  mit  tt, 
die  andere  mk  v,  so  hat  man,  leichter  zu  überblicken: 

/u.dv^u  ,v — /v .  du. 
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dem  ersten  Factor  F(^),  multiplicirt  mit  dem  Integral  des 
zweiten //^(jr){ic  =  /l[ar),  weniger  dem  Integral  aus.  dem  gefun- 
denen Integral,  f{x)y  multiplicirt  mit  dem  Differential  vom  ersten 
Factor  d.¥{x)=Y'{x)da:.  Lässt  sich  nun  dieses  neue  Int^ral 
/f{a).F(x)dx  finden,  wie  es  oft  der  Fall  ist,  so  hat  man  offen- 
bar auch  das  eigentlich  verlangte  Integral,  und  dies  ist  es,  was 
man  unter  theilweiser  Integration  versteht.    So  ist  z.  B. 

y>e*(ir=yä?.c*d,r  =  a?.6* — /(^  .da=x€^ — c*. 

Es  ist  milhin  /a^dx^=&^(x — 1).  Hier  war  nach  der  kurzen 
in  der  Note  angegebenen  Formel  w=a?  und  dv^^tS^dx.  Ebenso 
findet  manyco&i:.^^a;=^.sin^+cosjr.    Es  ist  nämlich 

fco&x  ,xdx=/x  ,co^xdx=x  .«mx — ßmx.dx=xsaix-\-co&x. 

Hier  war  w=a?  und  dv^='CO&xdx. 

202. 

Es  kann  vorkommen,   dass  man  die  theilweise  Integration 
mehrmals  wiederholen  muss.    So  ist  z.  B. 

/x* .coBxda-^x^ .siax — /mnx.2xdx,  oder 
y}c*.cosxdx  =  x^,Biiix  —  2/x.mJixdx (i) 

Wiederholt  man  die  theilweise  Integration  mit  dem  zweiten 
GUede  rechter  Hand  der  Gleichimg  (1),  so  hat  man 

/x .  sinxdx^=i  x .  ( —  cos^)  -{-/coaxdx («) 

/cosxdx^^Bmx (3) 

AuB  diesen  drei  Gleichungen  hat  man  leicht  folgende  drei  ge- 
ordnet unter  einander: 

/x^coBxdx=x^Biax — 2/xsiiixdXy 
— 2.y^sin^{2d?==2«co8^ — 2/boBxdxy 
— 2  ./coBxdx  =  —  2sin  Xj 

und  aus  der  Addition  derselben  ergiebt  sich 

/x^cfmxdx^==x^amx'\'2xcoBx — 28in«. 

203. 

Aufgabe,    Man  versuche  folgende  Differentiale  durch  theil- 
weiae  Integration  zu  integriren: 

Lftbfen,  Inflniteamal-Beclmaiig.  6.  Anfl.  14 
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1.    Ix. da;    2.    —dx\    3.    axctgxdx'^ 

4.    arcsin«{£r;    5.    srccoBxda;    6.    af^lxda. 
Auflösung.    Man  findet  hier 

1.  jlada!=ilx  .X —  Ix  — =«(l» —  1), 

2.  llx.  —  =  lx.lx —  llx.  — , 
J        ^  J       ^ 


arctgxdx^=xa,rctgx —  i  Z(l  +  x  *). 


und^    wenn   man   das  Integral  rechter  Hand   mit  dem  gleich- 
namigen linker  Hand  vereinigt^ 

2flx.^=(lxy,  also 

c  r  xdx 

3.  /arctga:dic=arctgx.Ä — /,        g, 

r    .    ,  c  xdx 

4.  /arc8m«aa:=arc8m.r.^ — /   ,  > 
/arc  sin  a:(fe=ir .  aresin  a:  +  (1 — a?*)i. 

6.    Ilai,afdx^=h. — rr —    tt  l^^j 
J  m+1      ♦w+iy        ' 

J  tn  +  l      (m  +  1)* 

m.    Integration  rational  gebrochener  Functionen« 

204. 

Bei  den  gebrodienen  rationalen  Functionen  könnjsn  wir 
immer  annehmen,  1.  dass  Zähler  und  Nenner  keinen  gemein- 
schafUichen  Factor  haben,  weil  man  diese  gegen  einander  au£. 
heben  kann;  2.  dass  die  gebrochene  Function  eine  echt  ge- 
brochene ist,  weil  man  sonst,  durch  Division  mit  dem  Nenner 
in  den  Zähler,    die   ganze  Function    erst   herausziehen   kann. 
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Die  Au%abe  kommt  ako  darauf  zurück,   eine  echt  gebrochene 

Function  ^^7^.^   zu  integriren.      Dieses   ist   aber   (im  Allge- 

meinen)  nur  dann  möglich ,  wenn  sich  die  gebrochene  Function 
in  Partialbrtlche  zerlegen  lässt,  deren  Nenner  Formen  ersten 
oder  zweitoi  Grades^  oder  auch  Potenzen  davon  sind,  und  deren 
Zähler  constant  oder  Formen  ersten  Qrades  sind.  Die  Regeb, 
eine  gebrochene  Function,  wenn  möglich,  in  die  erwähnten  Par- 
tialbrtiche  zerlegen,  sind  in  der  Analysis  §  140  erklärt,  und 
müssen  hier  als  bekannt  yorausgesetzt  werden. 


205. 

Ist  die  Zerlegung  der  gebrochenen  Function  -^r-^  in  Par- 
tialbrüche möglich,  so  hat  man  nur  eine  Reihe  von  Brüchen  zu 
integriren  und  die  Summe  dieser  Integrale  ist  dann  das  Gesuchte. 
Den  einzigen  Bruch  ausgenommen,  welcher  eine  Potenz  von 
x^+pa  +  q  zum  Nenner  hat,  imd  besonders  betrachtet  werden 
muss,  findet  man  die  Integrale  der  übrigen  unmittelbar  nach  den 
Fundamentalformeln  (1)  und  (4)  (§  195). 


206. 

Aufgabe.    Man  suche  folgende  angedeutete  Integrale : 

1     r_!£±2i_  dar-    2    f         ^  dr-    3    A-^-. 

* 

AufiSsong.    Man  hat  hier  (Analyas  §  141,  etc.) 
,     A7a?  +  24)<iiC        ff  ^d/»   ,     2d«  \      „,        „x  .  «7/   J_«^ 

r       2\dx  ff     Jx ,  _^\ 

•  j  a;»+  3ar  — 18  ~J  V  '  x—Z      ^' x+Q) 


-|(K^-3)-Z(x+6)) 
_,7^-3_;/^-3\t. 


u 
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4. 


1  y/g+'gX 1  yg — x^ 

2a  \a — x/  2a  a+a?' 

A:»-h8a?«-h4«  — 66    ,        Cf     .  ^  .      7^  +  24    \^    (Anal. 
J      ...  +  3^-18       •^=jV^-*-^  +  x»+3^18>/^  §141) 

=4A?«+5a?+2Z(^+6)  +  5Z(«  — 8); 

-     /:tr8-6Ä«+15^2  ,        rf    d^     .     ^^  \    7/  ^o^    8/      o^-2 
^- j-^=2)i^+r-^=j^  • 

Mehr  hierüber  s.  §  327. 

IV.    Integration  der  irrationalen  Functionen. 

207. 

Im  Verhältnifis  zur  Anzahl  aller .  irrationalen  Functionen 
giebt  es  nur  sehr  wenige,  wo  di^  Integration  derselben  direct 
möglich  ist.    Unter  diesen  wenigen  sind 

(ia  ,  da 

imd 


Vä+hx+  cx^         Va+hx — cx^ 

in  denen  sowohl  der  Potenz-,  als  auch  der  Wurzelexponent  die 
Zahl  2  nicht  überschreitet,  die*  wichtigsten,  imd  nur  diese  beiden 
werden  wir  hier  integriren. 

1.  Um  die  erste  Function  zu  integriren,  ist  es  am  besten^ 
die  Wurzelgrösse  durch  Einftihrung  einer  neuen  veränderlichen 
Grösse  erst  rational  zu  machen.    Setzt  man  zu  dem  Ende 


Va  +  bx-jr  cx^  =t* — xy^Cj  so  hat  man 
a+bx-{-cx^=u* — 2f«yoH-CÄ?*,  oder  also  a-f-6Ä=w* — 2uar^c, 
hieraus  (durch  Differentüren) 

hdx=2udu — 2ar^c.du — 2uyc.dxy  mithin 
(&  +  2uyc)dx  =  2(m  —  xyc)dUf 

7"==i:"r7i — T}  *^7  wenn  man  flir  u — xi/c  seinen  Werth 

u — xyc      o+2uyc  ^ 

substitairt  und  integrirt 

dx  du 

Va  +  hx  +  cx*     ^b+u^c^ 

J^a+bx+cx^    J^b-^-uyc      ic    ^•*V^"^2  h 


i 

i 

j 
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(i)  f ,  — =  ^,l(lb  +  cxi'-\^c.Va-i'bx+^) 

^  JVa+bx+cx^     Vc    V^     ^^         ^     ^      J' 

2.  Das  Int^ral  der  andern  Function  könnte  man  eben- 
fidls  durch  Rationalmachen  d«:*selben  finden.  Man  thut  aber 
jetzt  besser,  das  Trinom  in  ein  Binom  zu  verwandeln.  Man 
setze  deshalb 

setzt  man  noch  a+i-=m*  und  aVc  — =,~r=«»  mithin 

4c  ^        2yc        ' 

1 
dbss-r.du,  so  hat  man 

and|  ftür  u  und  m  ihre  Werthe  gesetzt, 

,  .  r         dx  1  2ca;— 6 

(»)  /-, :=  =  -r-  arcsm   ._ 

jVa+6a?— ca?«     V^  Viac  +  b* 

Nach  diesen  beiden  Formeb  (1)  und  (2)  hat  man  z.  B. 


.    ü 
arcsm  — 
c  m 


I- 


da                   .    2a — a  a — 2a 

:=arcsm =arcco8 


yaa—j:^  »  a 


Wäre  in  beiden  Formeb  c=Oj  so  hat  man  unmittelbar 
nach  der  Fundamentalformei 

f    ,Jf- =f(a  +  bari  dar  =  -|-(a  -f  ba)i. 

Ergänzungen  s.  §  334. 


V.    Integration  der  Bzponential-  und  logaritbmlflohei^ 

Functionen. 

208. 

Nur  in  wenigen  Fällen  gelingt  die  Integration  solcher 
Functionen  durch  Substitution  oder  durch  thölweise  Integration. 
Man  hat  z.  B. 


' 


2U 


J  J  »H-l      n+lj  « 

2.  / — dasssjh:. — msju.dUf 


3.  L«e»*»  =  c*(a?«— 2ar+2). 


(§  202,) 


VI.    Ikitegration  der  goniometrisohen  Funotionen. 

209. 

Hier  miiss  man  sich  zuerst  folgende  sechs  Integrale  merk^ 
auf  welche  aOe  übrigen  Kreisfimctionen  ^  wenn  ihre  Integration 
überhaupt  möglich  ist^  zurückgeflihrt  werden  müssen.  Man  hat 
zunächst 

1.  /sin^cos^G?a;=|sin'ar, 

rt    Tcos  X  .       ,  . 
J  sm^  ' 

o.   / <M?as= — ^cos^. 

j  COBX 

Diese  drei  Integrale  erräth  man  leicht  Will  man  sie  aber 
durch  einen  kleinen  Kunstgriff  finden,  so  setze  man  in  (1)  und 
(2)  sin^=t«,  mithin  coBxd.r  =  du,  so  ist 

/-.       ,coBxdx=l — .du=slu=^lniaxj 
sm«  J  u  ' 


.sin^dj?^ — / — ,du  =  —  Ztt=  —  l 

co&x  J  u 


COS.r. 


Mehr   Schwierigkeiten    madien    die    folgenden    drei    Inte» 
grationen: 
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j«m,r.coax     J     amx,co6x  J  \cobx     ema/     ^ 

/das  ,  ^  .  .sin;»      ,. 


flinx.cos^  ooB^ 


J  sanx    jsmq>,coBq>       ^^       ^* 

»■/^«-/scfc^— '*(f  -i')='*(f + »4 

210. 

Die  Integrale  der  manchmal  vorkommenden  Functionen 
Bin*"^cZ2r,  cos^adxf  findet  man,  wenn  nt  eine  ganze  Zahl  ist,  am 
leichtesten,  indem  man  die  Potenzen  von  sin«  und  cos«  erst 
durch  dieselben  trigonometrischen  Functionen  yon  Vielfsu^hen  des 
Bogens  a  ausdrückt    So  hat  man  z.  B.  (Analysis  §  97a): 

/cos  ^ada  =  ^  /(cos 2.c  4-  l)da! = ^sin  2a?  -«h  i^ , 

Ebenso  findet  man 

/sin*a?.dir=^/(cos4:r  —  4  cos  2.1? +3).  dar, 

'sin  ^0?.  ^«=3 -^2^^^^ — :isin2«+|Ä, 
Eine  andere  Methode  s.  §  339. 


/- 
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Mit  vorstehenden  wenigen  Integrationsr^ebi  lässt  sich  schon 
viel  anfangen  und  wir  wollen  deshalb  auch,  um  den  eigentlichen 
Zweck  und  Nutzen  der  Integrahrechnung  zu  zeigen,  mit  diesen 
nOthigen  Vorkenntnissen  ausgerüstet,  jetzt  erst  zu  den  mannig- 
faltigen Anwendungen  übergehen.  Diese  müssen  sich  jedoch  hier 
noch  auf  reine  Geometrie  beschränken,  weil  wir  keine  anderen 
Wissenschaften,  wie  Mechanik,  Physik  etc.,  als  bekannt  voraus- 
setzen dürfen.  Wer  jedoch  die  Anwendung  der  Int^rabrechnung 
auf  Geometrie  gut  versteht,  der  wird  auch  leicht  ihre  Anwen- 
dungen auf  andere  geeignete  Wissenschaften  verstehen. 


Fünfzehntes  Buch. 


Qnadratnr  ebener  Flächen. 


212. 

In  der  Analysis  iat  bemerkt,  dass  Leibnitz  durch  die 
Betrachtung  der  Zahlenreihen  auf  die  Erfindung  der  Integral- 
rechnung gekommen,  und  (§  194)  dasa  er  ein  Integral  als 
Summe  unendlich  kleiner  Qrössen  und  das  Zeichen /als  Sum- 
mationszeichen  betrachtet.  CJm  nun  diese  dir  die  meisten  ernst- 
haften Anwendungen  der  Integralrechnung  höchst  wichtige,  fiir 
den  ersten  Anfänger  aber  etwas  subtile  Ansicht  zum  Verstand- 
niss  zu  bringen,  möge  erst  Folgendes  zur  Vorbereitung  dienen 
und  die  Ueberzeugung  verschaiFen,  dass  man  die  Flächen 
krummlinigt  begrenzter  Figuren  nicht  nur  näherungsweise,  son- 
dern oftmals  ganz  genau  bestimmen  kann. 


213. 

Denkt    man    sich   die    krumme   Linie    gezeichnet,    deren 
Gleichung 

ist,  so  kann  man  nach  der  Grösse  der  Fläche  fragen,  welche 
von  einem  Stück,  mM,  der  krummen  Linie,  yon  den  beiden 
Ordinaten  mA,  MP  und  dem  Stück  AP  der  AbsdsseDh'nie  be- 
grenzt wird. 


J 
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Sei  Ä  der  An^gspunct  der  Co- 
ordinaten  und  AP  =  x,  bo  ist  durch 
diese  g^bene  Äbetneee  uud  durch 
die  Oleidiung  der  krummen  Linie 
die  Grosse  der  fraglichen  Fläche  e 
gewiss  bestknmt.     Bevor  wir  jedoch 

z^gen,  wie  man  ene  durch  Int^prat-  i 

rechnung  Idcht  findet,  wollen  wir  erst 
folgende  Methode  anwenden. 

Man  denke  sidi  die  vom  Änfangs- 
pODCt  abgemessene  Abecisse  AP^^ 

in  »  gleiche   Theile  getheilt,    ao  daas  AA  =  Äi=.  ...= —  ist, 

so  giebt  die  gegebene  Gleichung  der  krummen  Linie,  y  =  ax'  +  b, 

wenn  man  statt  x  nach  und  nach  — x^Ah,  — x^Ak,. ..  —  x 
n  n  n    . 

^AF  setet,  die  Ordinaten 

cA=a(-^«y  +  A;  A-a(|-«)*  +  i;---MP=a(-^*)*-|-ft. 

Multiplicirt  man  die  Ordinate  ch  mit  Ali  — >  —,  so  erbalt  man 
das  Rechteck  hcdA=   a[ — x)  -|-fr   . —  ;  ebenso  giebt  fk,  mit 


Das  letzte  Rechteck  PMsr  ist  =jof— a'j  +6].—. 

Die   Summe    aller    dieser    ftussem    Reditecke    ist    gewisa 
grosser,  als  die  firagUche  Fläche  e,  in  Zechen: 

«<-f[«^|(l  +  4  +  9  +  I6+....+»')+ns], 
«<o^|(l  +4+9  +  16+  . . . .  +«')  +  ««. 

Nun  ist  aber  die  Summe  der  n  ersten  Quadratzahlen  (AnaL 
§51) 
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1X3 =8-+ 2 +6'  °"*^ 

Multiplicirt  man  dagegen  mit  —  die  erste,  zweite ....  vor- 
letzte Ordinate,   bo   erhält  man  die  kleinem  innem  Rechtecke 

deren  Summe  gewiss  kiemer,  ab  die  fragliche  Fläche  0  ist,  in 
,  Zeichen 

i9><A^(l +  4  + 9-h  16  +  .. ..  +  (»  —  !)«) +  6^. 

Die    Summe    der   n  —  1    ersten    Quadratzahlen    ist    nun   aber 
(n — l)n.(2n--l)      w*      n*  ,    n       ..,.    .^ 

.>a^»(A-l+^)  +  6^ (0 

Die  zu  findende  Fläche  is  liegt  also  zwischen  den  beiden 
Ausdrücken  (1)  und  (2).  Die  Grösse  eines  jeden  hängt  von 
der  Zahl  n  ab.  Je  grösser  man  n  nimmt,  d.  h.  in  je  mehr 
gleiche  Theile  man  die  Abscisse  AP=x  theilt,  je  schmäler 
werden  die  in  (1)  und  (2)  summirten  Rechtecke.  So  lange 
jedoch  n  als  eine  bestimmte,  wenn  auch  noch  so  grosse 
Zahl  gedacht  wird,  so  lange  werden  beide  Ausdrücke  (1)  und 
(2)  von  der  gesuchten  Grösse  z  etwas,  wenn  auch  noch  so 
wenig  abweichen.  Lässt  man  aber  n  immerfort  wachsen,  so 
werden  beide  fi^liche  Summen,  wovon  die  eine  zu  gross,  die 
andere  zu  klein  ist,  sich  einer  imd  derselben  festen  Ghrenze 
immerfort  nähern  und  sie  ftür  n=s:oo  wirklich  erreichen.  Beide 
Ausdrücke  (1)  imd  (2)  geben  also,  indem   man  n=oo   setzt 

und  beachtet,  dass  dann  +^r-  und  also  auch  ^—7  Infinitesimal- 
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grossen  werden  und  gegen  die  endliche  GhrOsse  ^  verschwinden^ 
in  völliger  Strenge  die  gesachte  FIftche. 

Wäre  z.  B.  a^iV)  i'^^^f  mithin  yss,^a*-\-2  und  also 
^■"tV--q-+2«,  80  wtoe  2.  B.  för  «=10',  j9=53iD'. 

214. 

Nach  der  geftmdenen  Formel 

«' 

kann  man  also  sich  von  A  an  beliebig  weit  nach  der  positiven 

Seite  der  a  erstreckende  Flächenstlicke  berechnen.     SoU  aber 

die  zu  berechnende  Fläche  nicht  bei  A,  sondern  bei  k  anfitngen, 

so  muss  man  von  dem  ftür  z  erhaltenen  Ausdruck  die  Fläche, 

welche  derselbe  ftkr  ^ra»  AA;  giebt,  subtrahiren  oder  als  eine  Con- 

stante  mit  dem  Minuszeichen  hinzuftlgen.    Wäre  z.  B.  A£«=4, 

4' 
so  wäre  die  Fläche  Akfm=^.-^  +  2A=10^y  mithin 

z=^.'~ +2x^101. 

Setzt  man  jetzt  ftkr  w  beliebige  Werthe,  so  erhält  man  jedes- 
mal eine  von  a;ss4,  d.  h.  von  der  Ordinate  fk  abgerechnete 
Fläche.  Setzt  man  a;=APs=10%  so  erhält  man  die  Fläche 
fHPM=5»J  — 10|  =  4aHü'.  Setzt  man  «=4,  so  kommt 
jeraaO,  weil  ja  die  Fläche  für  «=4  anheben,  also  für  diesen 
Werth  von  x  Null  sein  solL 


215. 

Wäre  y  =  ax^+bx*+ca  +  e  die  Gleichung  einer  krummen 
Linie,  so  würde  man  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  fllr  die 
vom  AnfGUigspunct  der  Coordinaten  aus  zu  berechnende  Fläche 

JB  IT  mC 

j»  die  Formel  jef=:a.-2-  + &.*-ö-  +  c-ö"+ ^^'   gefunden   haben, 
weil   (Analysis   §   51)   die  Summe  der  n   ersten  Cubikzahlen 

=  — ^  7^   ^  =-T-+-2r  +  -T-   etc.     Ebenso   Hesse  sich  leicht 
4  4^4 


220 

zeigen,  dasB,  wenn  allgemein  y=a4-6a;+ca;*+....H-|)a?"  die 
Gleichung  einer  krummen  Linie  und  m  eine  ganze  2iahl  wfire, 
dann  für  die  vom  An&ngspunct  der  Coordinaten  aus  zu  berech- 

nende  Fläche  jer  die  Formel:  j?i=aÄf+ft-ö-  +  c.Q"-<' •••.+!>• — rr 

streng  richtig  ist;  femer/  Wenn  die  Gleichung  einer  krummen 
Linie  eine  solche  Function  wäre,  die  sich  in  eine  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  der  veränderlichen  Grösse  fortschi^tende 
convergente  Reihe  verwandeln  lässt,  die  entsprechende  Fläche 
durch  Summation  der  arithmetiflchen  Reihen  bestimmt  werden 
könnte.    Wäre  z.  B.  (Analysis  §  73) 

y=c'=H-«+j-2  +  Y^-g  +  ....  so  wäre 
^""''"*T:2"*"T72:3"*"1.2.3-4"^'-"  ^®^ 

216. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphoi  durch  Summation 
arithmetischer  Reihen  bewirkten  Quadraturen  führten  leicht  auf 
die  nahe  li^^^de  Bemerkung,  dass  man  die  Flächen  aller 
solcher  Curven,  deren  Gleichung  eine  ganze  Function  von  x  ist, 
ohne  Summation  erhalten  kann,  indem  man  die  ganze  Function 
mit  dem  Differential  der  Abscisse  multiplidrt  und  dann  int^rirt 

So  ist  z.  B.,  wenn  y=aa?*+6  iBt,  die  Fläche  0=^l(ax*'\-b)dx 


x^ 


-ß 


«s  a  •  -ö-  +  i^^ ,  ganz  wie  vorhin.    Dies  fiihrte  nun  weiter  zu  der 

Frage:  Kann  man  wohl  in  allen  Fäll^  wenn  f/==f{x)  die  ge- 
sonderte, sonst  beUebige  Gleichung  einer  krummen  Linie  ist, 
f(x) .  dx  als  das  Differential  der  Fläche  und  mithin  das  Int^ral 
/f{x)dx  als  die  Fläche  selbst  betrachten?  Man  fand,  dass  dies 
behauptet  werden  darf  und  hat  dafür  verschiedene  Beweise  ge- 
funden, von  denen  wir  zwei  mittheilen  wollen.  Den  ersten  nach 
der  Grrenzmethode,    den  andern  nach  der  Infinitesimahnethode. 

217. 

Brster  Beweis.  Kann  man  das  Differential  (die  Fluxion) 
der  unbekannten  Function  einer  zu  berechnenden  veränderiichen 
(fliessenden)  Grösse  (Fläche,  Linie,  Körper  etc.)  finden,  so  hat 
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man  offenbar  durch  Integration  aach  die  tinbekannte  Function 

selbst.    Um  nun  einzusehen,  daes  das  Differential  einer  von 

der  bestimmten  Äbscisse  ÄPo^=a^ 

anhebenden  und  sich  biB   zu  der 

unbestimmt     gelassenen    Äbscisse 

AP  =  X     erstreckenden      Flädie 

MoPoPMss«  gleich   ist  dem  Pro- 

duct  aus  der  Endordinate  MP«— y 

und  dem  DÜferential  der  Äbscisse 

dx,  sei  al%emein 

die  Gleichung  *)  der  krummen  Linie. 

Zuvörderst  ist  ntm  klar,  dass  die  gesuchte  Fläche  z  durch 
die  Abecisaen  x^ ,  x  völlig  bestimmt ,  also  nothwraidig  irgend 
eine  Function  von  x  ist. 

Um,  worauf  es  zunAchst  ankommt,  das  Differential 
dieser  Function  zu  finden,  mOge  AP=j;  sich  um  PQ=sAx 
andern,  wodurch  die  Fläche  b  um  PQKM=:  A«  wächst  Dieses 
Wachsthum  A*  lässt  sieh  durch  «n  Rechteck  darstellen,  dessen 
Grundlinie  =  Aa:  und  dessen  Höhe  eine  von  den  zwischen 
MP=i/  und  NQ^y-(-Ay  li^nden  Ordinaten,  also  ^y-\-B 
ist,  und  wo  g,  je  nachdem  die  Ordinaten  wachsen  oder  ab- 
nehmen, «ne  positive  oder  negative,  jedoch  mit  Ajt  zugleich 
verschwindende  Grösse  ist,  so  dass  abo  die  kleine  trapessfiSrmige 
Flache  MPQN  =  Aä  durch 

A«=(j/  +  «)A.r  =  [/i;ar)  +  e]Aa: 
dai^estellt  werd^  kann.    Hieraas  folgt 

Lassen  wir  jetzt,  um  aus  diesen  Differenzenquotienten  den 
Difierentialquotienten  (die  Derivirte  von  z)  zu  eibalten,  A«  bis 
zu  Null  abnehmen,  so  verschwindet  anch  e  und  wir  haben 


=»=«■-) 


*)  Wir  setEen  hier,  wie  immer,  vorau«,  da«e  ßm)  and  ihre  Deri- 
virten  soirohl  für  die  Endwerthe  x^,  x  als  auch  für  alle  dazwischen 
liegenden  Werthe  contiauirlioh  sind,  w  wie  aucli,  dass  m  jeder  Abtciiee 
aar  eine  Ordinate  gehört  und  kein  Zeicbenwechsel  Statt  findet. 
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und   hieraus   zunächst   das  fragliche  Diffisrential  der  gesuchten 
Fläche  0,  nämlich 

und  folglich  durch  Integration 

Jf{x)dx. 


i<^-ß 


218. 

Hat  man  das  Integral //(a?)da?,  welches  wir  mit  F(x)  be- 
zeichnen wollen,  gefimden,  so  muss  man  demselben,  wenir  es 
fllr  a=^Xo,  wo  es  anheben  soll,  nicht  von  selbst  yerschwindet, 
sondern  F(a!;^)= einer  constanten  GrOsse,  C,  wird,  noch  diese 
Constante  mit  dem  umgekehrten  Vorzeichen  hinzufügen,  oder 
was  auf  dasselbe  fiihrt:  Ist  F(^)  die  Function,  deren  Differen- 
tial =f{x)da:j  so  ist  auch 

^=F(ä)  +  C7. 
Soll  nun  für  .ress^^   das  Integral  anheben,  ;er=sO  sein,  so 
muss  die  Constante  so  beschaffen  sein,  dass 

ist,  also  (7= — F(a?o)  sein,  daher 

0=F(j?)-F(^o). 
Beispiel  L    Wäre  2(=xV^*  +  2  die  Gleichung  einer  krum- 

men  Ldnie,  so  wäre  jef=^-K-  +  2«+C 

Soll  das  Integral  von  x^O  anheben,  so  ist  die  Constante 
C  =  0,  weil  für  a:=0,  auch  e=0.  SoD  dagegen  das  Integral 
von  ^=4  anheben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constante 

0=^—-{-2A  +  Cy    woraus  C=  —  10f   und  man  hätte  für 

die  von  «=4  anhebende  Fläche:  0  — tV'"q"  +  2« — 10|, 

Beispiel  2.  Wäre  y=€^  die  Gleichung  der  krumm^i 
Linie,  so  wäre 


=/ 


x;  =  g*+C (1) 

Soll  die  Fläche  von  x=^0    anheben,   ako  für  ^=0  auch 
js  =  0  sein,  so  hat  man 

0=1  +  C (2) 
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Subtrahirt  man  (2)  von  (1),  so  wird  die  Constante  C  elimi- 
nirt  und  man  hat  fbr  die  von  a;=0  anhebende  ElSche 

j?«-e«  — 1. 

*    219. 

Die  Nothwendigkeit,  einem  gefundenen  Integral  eine  unbe- 
stinmite  Constante  hinzuzufügen,  li^  also  einiach  darin,  damit 
dasselbe  ein  allgemeines  wird  und  durch  richtige  Bestimmung 
der  Constante  für  einen  beliebigen  Werth  der  veränderlichen 
Grösse  anheben  kann. 

220. 

Um  anzudeuten,  dass  ein  Integral //(;c)Ap  flir  einen  be- 
stinmiten  Werth,  ^o»  ^'^  veränderlichen  Grösse  anheben  und 
dann  bis  zu  einem  andern  bestimmten  Werth,  x^j  sich  erstrecken 
soll,  schreibt  man  so: 


i 


f{x)dx, 

und  um  das  Integral  innerhalb  dieser  Grenzen  Xq  und  a^  zu 
bestimmen,  sucht  man  erst  das  allgemeine  Integral,  setzt  darin 
statt  X  einmal  ^o  ^^^  ^^^  ^i  ^^^  subtrahirt  das  erste  Resultat 
von  dem  zweiten,  so  dass,  wenn  F(ä)H-C?  das  allgemeine  In- 
tegral von  f(x)dx  bedeutet: 


} 


/(ar)(ir=F(ari)— F(««). 

Anmerkung.  Es  ist  wohl  klar,  dass  bei  allen  Integrationen 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  die  Constante  gleich  an&ngs  weg- 
gelassen werden  kann,  indem  doch  immer  F(jri)4-G— [F(a?o)+C] 
=F(;Ci)— F(«o)  ißt 

221. 

Sind  die  Grenzen  eines  Int^gprals  angegeben,  so  ist  und 
heisst  dasselbe  ein  bestimmtes  Integral.  Sind  die  Grenzen 
nicht  angegeben,  so  ist  und  heisst  dasselbe  ein  unbestimm- 
tes Integral  und  muss  dann  der  Allgemeinheit  und  Vollständig- 
keit halber  immer  eine  willkürliche  (unbestimmte)  Constante  ent- 
halten, über  die  man,  bestimmter  Zwecke  halber,  verfUgen  kann. 


/. 
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'Em  unbestimmtes  Integral  ist  z.  B. 

'(A**  +  2)dx  =  Vir  y  +  ar  +  C. 
£Sn  bestinimtee  Integral  dagegen  ist 

10 

/(A.'+2)&-A.-3-+2,10-(A.^+2.4)-42tS. 

Aus  dem  unbestimmten  (allgemeinen)  Integral  kann 
jedes  bestimmte  abgeleitet  werden,  vorausgesetzt  jedocb ,  dass 
der  Factor  von  dx  innerhalb  der  Eraglicben  Grenzen  stetig  ist 


"'  Zwaiter  Beveis.     Um  noch  zu  zeigen,   dasa   man  nach 

der  Inänitesimalmethode   dn   beetimmtes  Integral  if(x)da!     als 

die  Summe  einer  unendlichen  Reihe 
tmendlich  kleiner  Grössen  und  die 
Integration  selbst  als  eine  abge- 
kürzte Sununation  betrachten  kaim, 
sei  allgemdn 

»-/■(«) 

die  gegebene  Gleichung  einer  krum- 
men Linie  und  die  von  AP^m^x^  bis  AP=tc  sidi  erstreckende 
Fläche  MoPoPM=£  gesucht 

Man  denke  sich  das  Stück  der  Äbscissenlime  PoP=dt — x^ 

in  »gleiche  Thäle  getheilt  und  setze  ^^A«,   so  sind  die 

Abecissen  der  Theilpuncte  Pg,  P,,  Pj, P  beziehendich=«oi 

Xa  + ^x,    Xt-\-2£\x, ;C(,  +  («  —  l)Aa:,    «o+^A-c   und    die 

dazu  gehtlrigen  Ordinate  bezüglich  =  f{xa),  /(^o  +  Aj;), 
f(xa  +  ZAx)...,  f\xo-^{n—l)/\x'\,  f(xa—nAx),  mithin  die 
Summen.  Si  und  S^  der  Rechtecke,  indem  man  einmal  von  der 
ersten  und  einmal  von  der  letzten  Ordinate  ausgeht, 
Si=f(,xt).  Ax+  f{^^-h  Ax).  Ax+.,..+f[^„+in—l)Ax]Ax, 
S,  =  fliTa+Ax) .  Ax+f[xo+2Ax) .  Ax+.. .  .+fix^+nAx) .  Ax. 
Je  kleiner  nun  A^  oder  je  grOaser  n  ist,  desto  näher  kommt  jede 
dieser  beiden  Summen,    wovon   (im  Allgemeinen)   die    eine  bu 
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klein,  die  andere  zu  gross  ist,  einer  und  derselben  nicht  zu  über- 
schreitenden  Grenze,  e.  Um  nun  einzusehen;  dass  das  bestimmte 


Integral  // 


(nämlich  fhr  n==oo)  ist,  sei  Y{a)  +  CAsA  gefimdene  unbestimmte 
Integral,  so  dass  Y{x)  +  C=/f{x)dx,  mithin  ¥\x)dai=f{x)da;, 
so  hat  man  (§  46) 

F(.f  +  A^)  -  F(;r)  +  ¥{x)  Ax + F'W^  "^  ^"  ^^^  ^ + '  •  •  • 
oder,  weil  W(a:)=f(ai),  mithin  F"(x)=f(x)  etc. 

F(^+A;r)-F(ar)-/(.r)A;r  +  r(*).-^Vr(*)^+ 

oder,  wenn  man 


7« 


setzt, 

F(a  -f  Aa)  ^  F(;r)  =  f(j:)  Ax  +  e^  Aa^. 

Setzen    wir  nun   in    dieser    Fundamentalgleichung   statt  x 

nach  und  nach  ^oy  a?o  +  Aa?,  a?o  +  2Aa;,  —  Xo  +  (n  —  l)Aa:, 
so  kommen  folgende  Gleichungen 

F(xo  -+•  Ax)  -  F(xo)=f(xo)  Ax+  «i  Ax\ 
F{xo'¥2Ax)—F(xo'\'Ax)=f(xQ'^Ax)Ax  +  e^Ax^, 
Fixo  +  5Ax) — F(xq  4-  2 Ao;) = f(xo  +  2 Aic)  Aä+  €3  Aa;«. 


F(aJo+(n-l)Aa:)-F(«o+(«-2)A*)«/(aro+(«-2)A*)Aa:+6„.lA««, 
F(a?o+  n  A«)  -  F  (x^^n  -  DA^:)  -/(a'o+(n  -  DAo:)  A« + €„Ax*. 

Diese  Gleichungen  addirt  und  beachtet,  dass  auf  der  linken 
Seite  jedes  erste  Glied  einer  Gleichung  durch  das  zweite  Glied 
der  folgenden  getilgt  wird,  hat  man 

F(a;o+nAa?)-F(aib)— Aa?o).Aa;+A^o+Aa:).Aa?+..+/[xo+(«-l)Aa?].A« 
LftbND,  Inflnitediiuil-Becliniing.    6w  Avfl.  15 
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Aus  -^  =  Aa:  folgt  Xo+nAx=x,  imthin,  wenn  man  noch 

w 

*i  +  ^  +  *3 +  ••••"+■  ^"^^  setzt, 

223. 

*  Weil  nun,  wie  angenommen,  F(x)+CäBa  aUgemeine  Inte- 
gral von  f{x)dXy  mithin  F(a?) — F(.r^)  das  von  j?o  anhebende  und 
sich  bis  x  erstreckende  bestimmte  Integral  von  f(/c)cLc,  nftmlich 

SS  lf(x)da!  ist,  so  sieht  man,  dass,  wenn  ftlrn  eine  bestimmte, 

wenn  auch  noch  so  grosse  Zahl,  mithin  auch  ein  bestimmtes, 
wenn  auch  noch  so  kleines  Aa  angenommen  wird,  doch,  strenge 
genommen,  keinesweges 


/' 


f{a)dx=f(xo)Aa+f{a:Q+Aai) .  Ax+. . .  .+f[a!Q+{n—l)Ax]A*v 


I  «0 


gesetzt  werden  kann,  weil  rechter  Hand  das  wenn  auch  noch 
so  kleine  Glied  eAx*  fehlt.  Wohl  aber  kann  man  sagen,  dass 
Air  ein  sehr  kleines  bestimmtes  A^  das  bestimmte  Integral 
linker  Hand  näherungsweise  der  Summe  rechter  Hand 
gleich  ist,  indem  das  fehlende  Glied  eAa^  dann  sehr  klein  wird, 
und  es  ist  auch  klar,  dass  die  Summe  einer  festen  Grenze,  nUm* 
lieh  der  gesuchten  Fläche  Zj  desto  näher  kommt,  je  grösser 
man  n  oder  je  kleiner  man  A^  annimmt. 

Wollte  man,  um  die  Grenze  zu  erreichen,  A^=0  an- 
nehmen, so  würde  allerdings  eAa^  verschwinden,  gleichzeitig 
aber  auch  alle  übrigen  GHeder,  und  das  linker  Hand  stehende 
Int^ral  wäre  dann  gleich  einer  Smnme  von  lauter  absoluten 
Nullen,  was  ungereimt  ist. 

Will  man  also  die  der  vielfachen  Anwendungen  halber 
äusserst  fruchtbare  und  bequeme  ursprüngliche  Vorstellung,  dass 
ein  Integral,  in  aller  Strenge  genommen,  eine  Summe  oder  die 
Grenze  einer  Summe  sei,  nicht  aufgeben,  so  sehen  wir  uns  hier, 
um  das  Gesetz  der  Stetigkeit  zu  befolgen,  wiederum  gezwungen, 
auch  die  alte  Vorstellung  von  unendlich  kleinen  GrOflsen  zu- 
zulassen. Denkt  man  sich  dann  n  unendlich  gross,  also  A^ 
unendlich  klein  (ein  Element  der  Abscissenlinie),  welches  wir  in 
diesem  verschwindenden  Zustand  mit  cLc  bezeichnen  wollen,  so 
muss,  weil  dx,  ohne  völlig  zu  verschwinden,  nicht  mehr  kiemer 
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werden  kann,  das  nur  formell  stehende  Glied  ecLe*  weggelassen 
werden  (§  61),  und  man  hat  dann  wirklich 

X 

ma)  dx — f{aQ )dx  +  f(x^  -f  *'^)  ^-^  "+"••••  +  fi^  +  (w  —  1)  ctr)  da. 

So  aufge&ssty  ist  das  bestimmte  Integral  gleich  der  Summe 
aller  stetig  auf  dnander  folgenden  Differentialen  (Elemente). 

Azmierkung.  Man  wird  hiebei,  als  fbr  die  Folge  wichtig 
und  mit  dem  Leibnitz' sehen  Gedankengang  vollkommen 
harmonirend,    nicht   unbemerkt   lassen,    dass   in   dem  Integral 

lf{x)dxj   als  Summe  betrachtet,  die  untere  Grenze   mit  ein- 

geschlossen,  die  obere  aber  ausgeschlossen  ist,  weil 
f[xQ).da  das  erste  und  /[^o  +  (^  —  l)eir].da?,  oder  kürzer  ge- 
schrieben: f(x — da).dx  das  letzte  der  stetig  auf  einander  folgen- 
den, unendlich  schmalen  Rechtecke  (Elemente)  ist. 

224. 

*  Dass  überhaupt  ganz  allgemein  jedes  Int^ral  innerhalb 

X 

möglicher  Grenzen  lf(jx:).da!,   auf  welche  Grösse  es  sich  auch 


«0 


beziehen  möge  (Länge,  Fläche,  Volumen,  Zeit,  Kraft  etc.), 
immer  als  Summe  einer  unendUchen  Anzahl  continuirlich  auf 
einander  folgender  Differentiale  und  die  bewirkte  Int^ration  als 
eine  abgekürzte  Summation  oder  Zusammen&ssung  der  Elemente 
betrachtet  werden  kann,  lässt  sich  auch  ohne  Figur,  rein  ana- 
lytisch und  kürzer,  so  zeigen: 


) 


Ist  nämlich   lf{x)dx=Y{x)j  also  lf(x)dx==^¥{x)—V(xQ 

imd  folglich,  indem  man  ersteren  Ausdruck  wieder  differentiirt, 
f{x)da=T(a)day  mithin  F'(«)=/(a:),  so  giebt  uns  die  Tay- 
lor'sehe  Reihe  (§  46) 

F(x+Ax)=F(x)  +  FXx),Ax+^.F\x)Ax^+,,,. 
wenn  wir  darin,  um  das  Gesetz  des  stetigen  Wachsens  aus- 
zudrücken, Ax  unendHch  klein  denken, 

F(x+dx)=F{x)  +  FXx)dx  (§  61), 

oder  wdl  F^(x)=f(x)^ 

F{x+dx)  =  F(x)  +  f(x)dx. 

15* 
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Denken  wir  uns  in  dieser  Fundamentalgleichung  statt  x  die 
innerhalb  des  Intervals  x — Xo  der  bemchneten  Qrenzen  oCq  und 
a:  conseeutiv   auf  einander   folgenden  Werthe  .«o,   a^  +  dXy 

a?o  +  2di, XQ  +  (n — l)dr  gesetzt,  wo  also  n=oo,  so  erhalte^ 

wir  die  folgenden  unzählbaren  Gleichungen: 

F(Äo4-2Är)  =  F(^o  +  rf«)  +  /l^o  +  *c).rfÄ, 
F(.ro  +  3Äp)=F(;i?o  +  2clr)  +  /(a:o  +  2(ic).d«, 


F(^o  +  ndr) = F[.'Co  +  in  —  1)cZj:]  +  fla^  +  {n— l)da:] .  dx. 
Addiren   wir   alle  diese  Gleichungen   und   beachten,    dass    (för 
w=oo)  XQ  +  nclx^^Xj  so  ist 

F(x)'-F{xo)=fiao)dx  +  f{ao  +  da)da  +  f(xo  +  2dx)dx+.... 

+'f[xo  +  (n—l)dx]dx. 

Wir  können  also  in  allen  Fällen  jedes  bestimmte  Integral 


/' 


f{x)dXy  oder  den  durch  Integration  dafür  gefimdenen  Ausdruck 


F(^)  —  F(^o)  immer  als  die  Summe  oder  Accumulation  der  un- 
endlich vielen,  in  einem  ununterbrochenen  Fluss  auf  einander 
folgenden  Differentiale  f(xQ)clx,  f{pc^  +  dx)dx  etc.  betrachten.  In 
dieser  wahrhaft  schöpferischen  Leibnitz' sehen  Methode  li^ 
der  eigentliche  Zauber  der  Infinitesimalrechnung. 

Da  nun,  wie  schon  §  71  angedeutet,  in  sehr  vielen  Fällen* 
die  allgemeine  Differentialfimction ,  d.  i.  die  Grösse  unter  dem 
Integralzeichen  durch  unmittelbare  Betrachtung  der  Um- 
stände erkannt  werden  kann,  so  sieht  man  hier  schon,  viel  deut- 
licher aber  noch  in  der  hohem  Mechamk,  den  glänzenden  Sieg 
der  Leibnitz'schen  Infinitesimalmethode  über  die  schwerfiülige 
und  nicht  so  klare  Grenzmethode.  Dass  z.  B.  bei  Bestimmung 
der  Fläche  einer  krummen  Linie,  deren  Gleichung  y=/(ap).die 
Ordinate  y,  d.  i.  f{x)  mit  dem  Differential  der  Abscisse  multipli- 
cirt,  nämlich  ,/^a;) .  dx  die  allgemeine  Differentialfunction  der  Fläche 
ist,  zeigt  auf  anschauliche  Weise  ein  Blick  auf  die  Figur. 

225. 

Aufgabe  1.    Die  Parabel  zu  quadriren,  deren  Gleichung 

AuilÖBung,    Man  hat  hier 


229 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  anheben^  also  för  ^  =  0  auch 
c  =  0  sein,  so  ist  (7=0,  daher 

Amnerkung.    Man  kann  auch,  wenn  es  unter  Umständen 
leichter  ist,  so  rechnen : 

Aus  der  Gleichung  der  Parabel  folgt  (fe==-^-^,   mithin 
hat  man  auch,  alles  durch  y  ausgedrückt, 

z=  ydx=—  y^dyr=.l^=r.lT!/, 

wOy  wenn  das  Integral  im  Scheitel  anheben  soll,  keine  Oonstante 
nöthig  ist,  indem  für  y=0  von  selbst  auch  z  =  0  ist. 

226. 

Aufgabe   2.      Die   Fläche   der  EUipse  zu    finden,    deren 
Gleichung 

a 
Auflösuzig.    Man  hat  hier 

z= — ly a^  —  X*  .dx.  oder 

V 

.  dx. 


^=ry^n^ 


Das  Integral  kann  man  auf  verschiedene  Weise  finden: 

—————                                         /»i 
1.     Cauchy  setzt  Va* — a:*=a»te,    woraus    4?*  =  := 75; 

dann  ist  <§  201) 

i      ■  ■■   •' 


♦i 


f.    ■     •  i 


'~=:\ix*—\a\a<i\%t, 


2S0 


und  wenn  fthr  *  sein  Werth  ; zurückgesetzt  wird, 

1  &^,r-"i i      t   i       X    '^^^ — ^*  .  n 

;j=— — Va* — «*  — ^a&arctg HU 

Soll  die  Fläche  bei  CD  anheben,  abo  für  ^  =  0  auch  2=0 
seiD,  so  hat  man,  weil  arctgcx>aB|;r 

0=0— ^a&.iTT+a 

Diese  Qleidiung  von  voriger  subtrahirt  (§  218,  Beispiel  2) 

Ist,,  im   ersten   Quadranten,    die   Tangente  eines    Bogens 
-,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen,  die  Tangente  des 


gänzt, 


X 

I,   der  ersteren  zu   einem   ganzen   Quadranten   (-g-j  er- 


Va*  —  x^                     X  2 

arctg  ■  =  — -^— afctgLJL f_. 

Dies  substitairt,  ist  audt 

5  =  1  —  arya*  —  Ä*  +  |a6arcig 


oder  auch  (Trigon.  §  100,  5) 

5«=a|. — x'Va'^  —  j!*  +  |a6  aresin — (i) 


a  '  a 


Man  kann  also  dn  und  dasselbe  Int^al  oftmals  unter 
verschiedenen  Formen  darstellen.  Man  hätte  statt  des  sinus 
auch  den  Cosinus  oder  die  Cotangente  hineinbringen  können. 

2.    Um  das  Intq;ral 

jers*K — /Va^  —  x^.dx 
zu  finden,  kann  man  auch  so  ver£EJiren : 


281 

Man  setze  xi=asmq),  mithin  da=aWBip.dtpj  bo  ist 
z-=  äblco8*(pdq>  und  (§  210) 

0s=^a& /(cos2^  + 1)  dq>y 

Ans  der  Annahme  asmq)^'X  folgt^   dass  für  ^=0  auch 

<p=0  und  fär  x=a,  (f^-jr  ist    Soll  demnach  das  Integral 

von  07  =  0,  also  auch  von  ^=0  anfangen,  so  ist  keine  Gon- 
stante  nöthig.  Soll  das  Integral  dann  bis  .rs^a  genommen 
werden,  so  muss  man  q>^=^7t  setzen.    In  Zeichen 

a  ^n 

=  — /Vä«— .»«. dr=  lab  f(coB2(p+l)dg>. 

0  0 

Will  man  in  dem  gefundenen  Integral 

.-|a&(^  +  y) W 

den  Bogen  q)  wieder  durch  a  ausdrücken,  so  folgt  aus  asin<)p::=^, 

dass  qp^arcsin —  und  aus  sm(p=  — ,  dass  cos9)= 


ü 


a  '       a  '  '  a 


mithin  sin  29= ^ .   (Trigon.  §  100,  16.)    Es  ist  daher 

wie  vorhin 

c=4 — x^a^ — a:*+la6.arcsin — . 
*  a  *  a 

Für   ^=0   ist  z  =  0.     Setzt   man   x^s»\a^   so   hat   man 

-?=-  ^  ~"f""9"*"ß"*    ^^^^  ™*^  jp==a,  so  hat  man  den  vierten 

Theil  der  Ellipse  =^\ab.\7t.     Die  Fläche  der  ganzen  EQipse 

ist  also 

z  =  Tväb, 

Anmerkung.  Setzt  man  in  dem  Air  ^=0  verschwindenden 
Int^nd  (1)  j7=  — a,  oder  was  dasselbe  ist,  in  dem  fär  (^==0 
verschwindenden  Integral  (2)  q)  =  —  \7tj  so  erhält  man  die 
Fläche  des  Quadranten  ACD,  jedodi  n^ativ  (= — ^Ttab). 
Dies  ist  ganz  natürlich,  wenn  man  das  Int^nd  als  Summe 
betrachtet,   indem   dann  in  der  allgemeinen   Summationsformel 
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— a 


( 


§  224)  /  f(x)dx^  für  positive  Ordinaten,    alle  Glieder  rechter 

0 

Hand,  wegen  des  negativen  Factors  — dx^  n^ativ  werden. 
Integrirt  man  aber  von  a=  —  a  bis  x^^Oy  oder  von  <p= — ^7t 
bis  <)p  =  0,  so  erhält  man  dieselbe  Fläche  positiv.  Integrirt  man 
von  x=  —  a  bis  a?=-+-a,  oder  von  q)= — {tc  bis  9P=-f"i^j 
so  erhält  man  die  halbe  Ellipse,  in  Zeichen 

— IVa^  —  X*  clx=iab    1  (coB2<p'{'l)(kp=^^7tab. 

Dies  (nämlich  das  Int^al  als  Summe  betrachtet)  lehrt  zu- 
gleich  auch,  dass  man  den  zu  einer  trigonometrischen,  positiven 
oder  negativen  f\inction  gehörigen  Bogen  stets  in  der  kürzesten 
positiven  oder  n^ativen  Drehung  nehmen  muss  und  dass  der 
Bogen  hier  nur  als  Zahlengrösse  in  Betracht  konmit. 

227. 

Au%abe  8.    Die  Hyperbel  zu  quadriren^  deren  Gleichung 

^      a 
Auflösung.    Man  hat  hier 

aj 

a^ 

Setze  Vre*  — a*==te,  also  x^== 73,  so  ist 

1  —  t^ 


asf 
T 

az 


=  li .  x(lx^=t .  -^ —  I  Ix^dty 


2ajs 
T 

^^•./^ ^      abj/x-JrVx^  —  a*\ 

0=i.    yx^  —  a* — j-ll 7==rl, 

2a  4    Vä;  — Va:*  — a*/ 
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Soll  die  Fläche  für  x^=a  (im  Scheitel  B)  anheben  ^  so  ist 
keine  Cionstante  nöthig,  weil  das  Integral  fUr  a;=a  von  selbst 
▼erschwindet 

AmnerkunK.  Zieht  man  vom  Mittelpunct  C  nach  dem 
Endpunct  M  der  Ordinate  MP=y  die  Gerade  CM,  so  ist  die 
Sectorfläche 

MCB  =  |a7y— z,  oder 


MCB-t<--^— )• 


Wird  a;==oo,  so  wird  CM  zur  Asymptote  und  man  sieht, 
dass  die  zwischen  der  Asymptote  und  dem  Hjperbelast  liegende 
Fläche  unendlich  wird. 

228. 

Aufgabe  4.  Die  Quadratur  der  Hyperbel  zu  finden,  deren 
Asymptotengleichung 


X 


Auflösung.    Es  ist  hier 


-ß 


Soll  die  Fläche  bei  A  anheben,  also  fUr  X'^^O  auch  ;?  =  0 
sein,  so  ist,  weil  10=  —  oo. 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden,  so  ist 

zs=za^lx  +  co (i) 

Man  sieht  hier,  dass  die  Constante  auch  unendlich  sein  kann. 
Soll  die  Fläche  sich  von  ^-=0  bis  APsxox^  erstrecken,  so  ist 

zs=a^lxo+co.: (2) 

Fttr  a^==0  ist  z=0;  ftir  iro*-»l  ist  c*=oo.  Es  ist  also,  was 
wir  schon  aus  vorhergehendem  Paragraph  wissen,  die  zwischen 
der  Asymptote  Ay  und  dem  unendlichen  Hyperbelast  liegende 
Fläche  unendlich  gross.  Will  man  die  Fläche  von  AP=:ro  bis 
AP  ==ar  haben,  so  ist  (2)  von  (1)  subtrahirt, 

MoPoPM = a«(fo  —  £it,)  =  a«  z(— ). 


Aufgabe  6.  Die  Linie  zu  quadriren, 
deren  Gleichung 

AoflSsniiB.  Die  OrdinatenachBe  ao- 
woM,  als  die  positive  Seite  der  Absciasesi- 
achse  sind  Asymptoten.  FUr  die  ober- 
halb der  AbsciBBenachse  (fllr  poätire  Or- 
dinaten)  liegende  Fläche  hat  man  hier 


Soll  die  FlSt^e  von  x^O  anheben,  so  braucht  keine  Oon- 
stante  hinzugefügt  zu  werden,  weil  das  Integral  für  «=0  von 
selbst  verschwindet. 

Nimmt  man  hier  z.  B.  a:=9'=APo,  w  wird  z=24n'. 

£a  wluänt  ungereimt  zn  sein,  dne  Flache,  die  sich  in's 
Unendliche  erstreckt  (nicht  vODig  begrenzt  iat),  berechnen  zu 
wollen.  Die  Möglichkeit  ei^ebt  sich  jedoch,  wenn  man  die 
Sache  aus  folgendem  Oesichtspunct  betrachtet:  Ahn  denke 
sieb  auf  der  Asymptote  AY  Reiche  StUcke  abgestedtt,  AB 
^BC  =  CD^etc.,  so  bilden  hier  die  unzähligen  Fläch^i- 
stllcke  ABM^jP^,  BCKMo  etc.  ane  unendliche,  aber  conver- 
gente  Reihe,  deren  Summe  genau  =  24D'  ist  Dies  war  voriiin 
bei  der  Hyperbel  (§  228)  nicht  der  Fall,  wie  es  auA  hier  fllr 
die  andere  Asymptote  AX  nidit  der  Fall  ist:  denn  Air  ic— oo 
ist  auch  e^^aa.  Daas  dcb  die  krumme  Linie  der  Ordinateo- 
achse  viel  rascher  nähert,  als  der  Abacissenacbse,  folgt  aus  ihrer 

Grleichung,  die  man  auch  so  schreiben  kann:  x^—^  (§  77). 


Aufgabe  e.    Die  Quadratur  dw  EsponentiaUinie  zu  finden, 
deren  Olöchung 
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Aufidanng.    Es  ist  hier  ^=  1^  dXj  oder 


=  le*  da?, 


-2:  =  «*-i-C (l) 

Soll  die  Fläehe  bei  A  anheben,  so  muss  f&r  x=»Q  auch 
j?=0  sein.    Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  Constante 

0  — 1  +  C («) 

Mithin,  (2)  von  (1)  subtrahirt,  ^     ^  ^ : 

Setzt  man  a;=  — oo,  so  findet  man  die  zwischen  der 
Asymptote,  Ordinate  AB  und  dem  unendlichen  Curvenast  li^ende 
Fläche  als  eine  endliche  Grösse,  jedoch  negativ,  nÄmlich  =  —  IQ 
(§  226,  Anmerkung). 

Integrirt  man  von  rc«  —  oo  bis  a?=0,  in  Zeichen 

0 


e-**. 


—00 


60  erhält  man  dieselbe  Fläche  positiv,  nämlich  jer=lQ.  Das- 
selbe erhält  man  fär  die  Exponentiallinie  y^^e"^  und  fiir  das 
bestinunte  Integral 


f 


231. 

Aufgabe  7.    Die  Cydoide  zu  quadriren. 

Auflösung«    Zufolge  §  156  hat  man 

^csr@ — rsin@, 
y-sr — rcos@, 

(ip=r(l— cos0)ef©, 

^=r«/(l  — cos©)«d0, 

jef=H/(l  — 2coB0+cos«0)d0, 

z«rr*/(f— 2cos0+icos20)d0, 
^=r«(|0— 2siB0+isin20). 


Soll  das  Integral  von  a:  =  0  oder  0=0  anheben,  bo  ist 
keine  Constante  nöthig.  Setzt  man  0=2jr,  bo  hat  man  die 
ganze  Flache  der  Cyclmde,  nämlich 

Die  Fläche  der  Cycloide  ist  also  genau  dreimal  bo  gross, 
als  die  Flache  des  EneugUngskreises. 


Aufgabe  8.     Die  Hypocycloide  za 
I  quadnren,  deren  Gleichung  yi-{-x^^l, 

oder 

S,  =  (l -.»)«. 
AoflOiung.     Es  ist 
1 

as=/(l— ar»)t(ic, 

oder,     wenn     man,    mu^    Cauchy, 
.i'<=>sin*3,  mithin  d3;=3sin*@cos@d0  setzt,  bo  ist  auch 

f—3     m'e.ax'ede, 

0 

1? 


'-•/I 


=  3 /^  (coB*0  — cos«0)d©  und  (§  210) 


^00840  +  ^00820+1  l 

—  (ViCoß60+f'B«»*04-i|<»8  20  +  A)r 


AmoOTkung-  Man  sieht  hier  (und  in  ähnlichen  Fällen) 
leicht  ein,  dass  man  fttr  die  angegebenm  Grenzen,  von  det 
Entwickelong  der  Potenzen  cos  *0 ,  cos  '0 ,  nur  die  constanten 
Glieder  <|- — t^=iV  ^^  ^®  ^"  multipUdren  und  zu  integriren 
braucht,  indem  die  Int^rale  aller  tlbrigen  Q'lieder  lauter  sinus 
von  geraden  VieÜachen  von  0  geben,  welche  deshalb,  so- 
wohl fUr  0^0,  als  auch  ütr  &^\fi  doch  ^«rBcfawinden.  Das 

gesuchte  Integral  ist  also  ^tä-'ö~>  °"'^°  ^°  ganze  Fläche 
fUr  alle  vira-  Quadranten  B  =  -^.n. 


MaD  mnss  bei  jeder  Quadratur  einer  krummen  Linie,  wemt 
man  keine  negativen  Flächen  gestatten  will,  den  Lauf  der 
Linie  kennen,  namentlich  ob  und  wo  sie  die  ÄbscieBenlinie 
Bclmeidet  Denn  sind  die  Ordinalen  negativ,  so  mUssen,  ver- 
möge der  allgemeinen  Summationsformel  (§  223),  tUr  positive 
Äbeciasen  alle  Factoren  von  dx  negativ  werden.  Man  muss 
deshalb  jedes  oberhalb  und  imterhalb  der  Äbscissenachse  lie- 
gende FUchenstUck  besondere  berechnen,  also  von  Durch- 
schnittspnnct  zu  Durchsehnittepunct  integriren,  die  mit  dem 
Minuszeichen  behafteten  FlOchenstücke  als  positiv  betrachten 
und  alles  addiren. 

234. 

Aufgabe  9.  Die  parabolische  Linie  zu  quadriren,  deren 
Gleichung 

»/=«*— 9a;»-4-2ar  — 15. 

AuflSsung.  Diese  Gleichung  ISsst 
rieh,  die  rechte  Seite  in  Factoren  zer- 
legt, (Anal.  §  116)  auch  so  schreiben: 
y=(:r-l);r-3)(*-5). 

Aus  dieser  Form  erkennt  man  nun 
leicht,    dass   filr   alle    Werthe   von   x 
zwischen  0  und   1   die  Ordinaten  ne- 
gativ, zwischen  1  und  3  positiv,  zwischen  3  und  5  negativ  und 
fUr  1,  3,  5  Null  sind. 

Soll  nun  die  Fläche  von  x^l  bis  x=S  berechnet  werdoi, 
in  Zechen 

5 

z  =iydx, 

so  muss  man,   des   §  233  borgten  Umstandes  halber,    das  In- 
tegral hier  in  zwei  Theile  zerlegen  und  so  schroben: 


B  =  lydx-\-tyd.e. 


WeS  nun  das  allgemane  liitegnd 


«0  ist  ftlr  x—1,  *!—— 6i-4-C;  fUr  *=3  ist  z,=— SJ  +  C, 
mithin  das  von  x^l  bis  x^S  oberhalb  der  Äbsdasenlinie 
liegende  FIsdiälBtQck  x^  —  ^=i\3-  Setzt  man  x^5,  so  ist 
«,  1=  —  Q^^C,  mithin  das  unterhalb  Uzende  FlttchenstiK^ 
^e^ — «1^  — 4D-  HIs  ist  miäüo  (§  233)  die  arithmetiBche 
Siunme  beider  Flächen  *  =  8a- 

Hätte  man  d^i  Lauf  der  krammen  länie  nicht  berUck- 
ächtigt  und  das  Integral  rein  arithmetisch  von  :c=:l  bis  x^b 
genommen,  bo  hätte  man  5=0  erhalten. 


Aul^be  10.  Die  logarithmische  Linie  zu  quadriren,  deoren 
Gleichung 

AuJlöning.     Man  hat  hier 

B=afbeax  und  (§  203,  Nr.  1) 

B  =■  axlx  —  ax-\-C. 

Soll  die  Fläche  von  x^d  anheben,  so  ist  die  Constante 
C=0  (§  84),  daher 

i!='ax(Jx  —  1). 

Von  x*=0  bisar^l  ist  die  Fläche  eine  endliche  Qrösse, 
jedoch  wegen  der  negativen  Ordinalen ,  mit  dem  Minuszeichen 
behaftet,  =^  —  o. 


um  sc^esslicb  auch  noch  Polarcurveu  zu  quadtiren,  kommt 
es  zunächst  darauf  an,  aus  der  Gleichung  der  Polarcurven  einen 
Ausdruck  fttr  das  Bii^rratial  der  Fläche  zu  finden. 

Sa  zu  dem  Ende  die  Gleichung  der 
PoUrcnrve  ganz  allgemein 

r_/i:e). 

Läast  man  den  mit  der  lAngeseinheit 
beechrieb^ien  Bogen  »»=0  um  «o  =  A0 
wachsen,  so  wächst  d^  Radius  Tector  r  um 
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NQ=Ar*)  und  es  ist   der  mit  AM^^r  beachriebene  Blreis- 

bogen  MQ=rA®.  Nimmt  man  A@  sehr  klein,  so  kann  man 
näherungsweise  AMN  als  ein  Dreieck  betrachten,  worin 
AN=r+Ar  die  Ghnmdlinie  und  MQ=rA0  die  Höhe  ist, 
und  es  ist  dann  näherungsweise  das  Wachsthum  der  Fläche 

A0=irA@(r+Ar\ 

Aief=ir«A0+irArA0, 

Läsflt  man  nun,  um  aus  diesem  Differenzquotienten  den  Diffe- 
rentialquotienten  (die  Derivirte  von  0)  zu  erhalten,  A0  bis  zu  0 
convergiren,  so  verschwindet  gleichzeitig  Ar=MA0+NA0*+.. 
und  wir  haben 

d@     '    ' 

(fe=:.ir«d0=^[/(0)]«(70, 


e=ifU{&)ydG  =  ^fr^d&. 


*  Nach  der  Infinitesimalmethode  ist  in  dem  unendlich 
kleinen  Sector  AMN  sogleich  AN  =  r+(?r,  nö  =  d0,  MQ 
=r,d&  (§  67),  und  weil  in  ^rd@  (r+dr)  die  Infinitesimalgrösse 
dr  gegen  die  endliche  Ghrösse  r  oder  auch  {rdOdr  gegen  lr*d@ 
verschwindet,  so  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  |r*d0  =  ^(/0)*.d0 
das  allgemeine  Differential  der  zu  bestinunenden  Fläche  ist, 
und  das»  hier  ganz  dieselben  Schlüsse  Statt  finden,   wie  §  224. 

Ist   nämlich   das  allgemeine  Int^ral  U(fey.d&  =  F{G)-hC, 

mithin  ri(f0)«d0  =  F(0)—F(0o)  und  |(/'0)«=F'(0),    so 

kann  man  hier  ganz  so  wie  in  §  224  das  bestimmte  Integral 
e 

^(f&y,d0y  d.  h.    den   durch   Integration   dafür  gefundenen 


/ 


«0 

Ausdruck    F(0) — F(0o)    als    Summe    der    in    dem    Intervall 

0 — 00  stetig  auf  einander  folgenden  Differentiale  i(/'0o)'ä0y 

M0o  +  ^0)]*-^0|  i[/(0o  +  2d0)]«d0  etc.  betrachten. 


*)  Es  kann  mit  wachsendem  B  der  Radius  vector  auch  abnehmen 
und  A**  negativ  sein. 
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237. 


Aufgabe.    Die  Archimedische  Spirale  zu  quadriren,   deren 
Gleichung 


-Ä  •  «■ 


Anfiösimg.    Man  hat  hier 

247r«       • 


Soll  das  Integral  von  @=0  anheben,  so  ist  keine  Con- 
stante  nöthig. 

Für  eine  halbe  Umdrehung  (0=7r)  ist  ^=-7y7-  (S.  Figur, 

Höhere  Geometrie  §  96). 


Tca^ 


Für  eine  ganze  Umdrehung  (0=27r)  ist  e=-^. 

Man   kann  auch  so   rechnen  (§  225 ,    Anmerkung):    Aus 
r  =  ^r-©  folfft  dQ  =  —  dr,  mithin  ist  auch 

-jf-— —  Ir^dr. 
a) 

WO  keine  Constante  nöthig  ist,  wenn  die  Fläche  von  r  =  0  an- 
heben soll. 

Für    eine  halbe  Umdrehung   (r=lä)    ist  ig=z-—.     Für 

r=a  ist  jef==-Q-. 

Anmerkung  1.  Bei  der  zweiten  vollen  Bevolution  be- 
schreibt der  Radius  vector,  der  im  Anfang  =a  ist  und  am 
Ende  derselben  =2a  wird,  die  Fläche  der  ersten  völligen 
Revolution  offenbar  au&  Neue  wieder,  und  so  in  der  Folge. 
Um  also  die  ein&che  Fläche  zu  erhalten,  welche  nach  m  Re- 
volutionen beschrieben  worden  (zwischen  den  m  Windungen  ent- 
halten ist),  hat  man 
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mJ2Tt .  ma 


im-ir2tt  (m-l)a 

Für  w=l,  2,  3 i«t  g=^a*7Cy  2^a^7t^  S^a^Tt  etc. 

Anmerkung  2.  W31  man  die  Fläche  (Spire)  haben,  welche 
zwischen  der  tnten  und  m+lten  Windung  enthalten  ist,  so 
braucht  man  offenbar  nur  die  Fläche  von  m  Bevolutionen  von 
der  von  m+l  zu  subtrahiren.  Man  hat  dann  nach  vorher- 
gehender Formel 

=  2t»a%. 


Die  zwischen  der  Isten  und  2ten  Windung  (m  =  l)  ent- 
haltene Fläche  ist  hiemach  =  2a^7t,  und  die  zwischen  der  mten 
und  m+  Iten  Windung  enthaltene  Fläche  ist,  wie  schon  Archimed 
gefunden,  genau  tnmal  so  gross,  als  die  Fläche,  welche  zwischen 
der  Isten  imd  2ten  Windung  enthalten  ist 

238. 

Aufgabe  1.  Die  Fläche  der  vierschlingigen  Linie  zu  finden, 
deren  Gleichung  (s.  Fig.  Höh.  Geom.  §  77) 

r=a. sin  20. 

Aufgabe  2.  Die  Fläche  der  Cardioide  zu  finden,  deren 
Gleichung  (s.  Fig.  Höh.  Geom.  §  65) 

r = 2a(l  +  cos  0) = 4a .  cosH®« 

Aufgabe  3.  Die  Schlinge  des  Carte»a];iischen  Blattes  zu 
quadriren,  dessen  Gleichung  (s.  Fig.  Höh.  Geom.  §  79) 

3a.  sin  0.  cos  0 3a.tg0 

*''°^sin80  +  cos«0""(l  +  tg®0).cos0' 

Auflösung  1.    Es  ist  fUr  aUe  vier  Schleifen  (§  210) 

^«=ia*7r. 

AuHösung  2.    Es  ist  (§  210) 

jgf=6a*7r. 

Auflösung  3.    Man  findet,  1g0=ti  gesetzt  (§  199,  2) 

j&=|a*. 

L  ft  b  ■  6  n ,  lofinitesimal-Bechnaog.   6.  Aafl.  1 6 


*  Wir  haben  in  §  222  nach  der  Infiniteflimalmethode  die 
Flache  einer  Orthogonalcurre  als  aus  Elementarrechteckeii  su- 
sammengefll^  fingirt,  bei  denen  nur  die  eine  DimenBion,  die 
Gkrmdlinie  dx,  onendhch  klein,  folglich  Jedes  Hement  ein  unend- 
lich Kleines  erster  Ordnung  ist  und  sie  durch  Integralrechnung 
summirt.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  ganze  FUcbe 
aber  auch  sii  aus  Elementarrechtecken  zusammengesetzt  fingiren, 
bei  welchen  sowohl  Qrundlinie  als  H9be  unendlich  kläa  and 
mithin  Jede  Elementarääche  ein  unendlich  Kleines  zweiter  Ord- 
nung ist  Ebenso  kann  man  ennen  KOrper  aus  geraden  Frismen 
zusammengesetzt  denken,  deren  lAnge,  Breite  and  Hohe  unend- 
li^  klan ,  fc^güch  Jeder  Elementai^Mper  eon  unendlich  Elanes 
dritter  Ordnung  ist  Da  nun  diese  Betrachtungsweise  aof  soge- 
naimte  Doppel-  und  Dret&cb-Intcf;rale  fllhrt  und  tUeselben  in 
da-  Anwendung  der  Integralrechnung ,  namentlich  auf  Mechanik 
und  Physik,  nicht  zu  venndden  sind,  so  wollen  wir  iaa  ver- 
suchen, den  ÄnBLnger  durch  leichte  geometrische  Beispiele  auf 
diese  subtile  Sache  vorzubereiten.     (Vergi.  §  65.) 

240. 

*  Man  kann  das  Difierential  eines  Rechtecks,  AD,  dar- 
stellen durch 

und  sich  das  ganze  Beditet^  als  aus 
solchen  Elementarreditecken  bestefacnd 
denken,  wo  Grundlinie  und  Hohe,  äx, 
dy,  beide  unendlich  klein  sind. 

Um  nun  anzudeuten,  dass  diese 
ElementarSächen  erstlich  in  der  Aus- 
dehnung von  Ä  nach  C,  d.  i.  vod 
y=0  bis  y^h  und  dann  die  erhaltene  unendlich  schmale 
Schicht  AC  in  der  Ausdehnung  von  A  nach  B,  d.  i.  von 
2^  =  0  bis  y=b  genommen  werden  soll,  bedürfen  wir  zweier 
Summen-  oder  Integralzeichen.     Man  scbrdbt  nSmlich 


e=l     I  dxdy, 


und  nm  dieses  zweifache  oder  Doppelint^ral  zu  finden,  inte^riren 
wir  erst  in  B^ug  auf  y,  dann  ist 
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B 


.u..L„. 


0  0 

Wird  dies  erste  Integral,  wie  gefordert^  von  y=0  bis  y  =  % 
genommen,  wonach  die  Constante  C  überflüssig  ist,  so  hat  man 


=  fdx.h  =  fh. 


0  0 

Unter  dem  zweiten  Int^ralzeichen  steht  jetzt  das  miendlich 
«ohmale  Rechteck  AC.  Int^riren  wir  jetzt  in  Besug  auf  x  und 
zwar  ron  a;«=0  bis  x^=^by  so  ist  richtig 

0=bh. 

Axunerkimg.  Weil  in  Torstehendem  Beispiel  x  und  y  nicht 
▼on  einander  abhängen,  so  hätte  man  auch  in  umgekehrter 
Ordnung,  erst  in  Bezug  auf  x  und  dann  in  Bezug  auf  y,  in- 
t^riren  können.  Wäre  aber  y  von  x^  folgUch  auch  das  Wachs- 
thumbestreben  der  Ordinate,  nämlich  dy  von  x  abhängig  (§  62), 
und  also  auch  in  den  Elementarrechtecken  dx^  dy  keineswegs 
gleich  gross,  so  muss  man  nothwendig  erst  in  Bezug  auf  die 
abhängige  Grösse  integriren.  Wollte  man  z.  B.  nach  obiger 
Formel  djg=dx,dyy  die  Fläche  des  Dreiecks  ABD  berechnen, 
so  ist  die  Gleichung  der  geraden  linie  AD 

h 

y=y^; 

dann  ist  0=  /     /  dxdy  «==  1  dx  1  dy=  1  ydx. 

0     0  0       0.  0 

Da  nun  hier  y  von  x  abhängt,  eine  Function  von  rr  ist,  so  muss 
man  diese  statt  y  substituiren.  Diese  erste  Integration  giebt  uiis 
ein  von  mn^^y,  also  auch  mittelbar  von  An^rc,  abhängendes 
unendlich  kleines  Rechteck  mn,  nämUch 

X  X 


/^.-l/-. 


0  0 

Int^rirt  man  jetzt  in  Bezug  auf  Xy  so  ist 

0 
l^immt  man  dies  Integral  von  a;=«=0  bis  x=ij  so  ist 

16* 
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*  In  Betreff  der  Foliu<curveii  kann  man  das  Differential 
der  Fläche  statt  dnrcb  ein  unendlich  Kleönee  erster  Ordnung^, 
nämlich  dnrch  ein  Dreieck,  dessen  Höhe  unendlich  kl^  ist, 
auch  folgendennaassen  durch  ein  unendHch  Kleines  zweiter 
Ordnung  ausdrucken. 

Es  sei  A  der  Pol,  AM,  AN  zwei  Leitstrahlen, 
die  den  mit  der  £jnheit  beschriebenen  unend- 
hch  kl^en  Bogen  dQ  zwischen  sich  äkssen. 
Femer  sei  Am^"^,  also  mn=0.<j@;  femer 
mm'  =  dq,  dann  ist  die  unendlich  kleine  als 
Rechteck  zu  betrachtende  Elementarfläche 
mm'n'M  das  Differential  and  =QdQ.  Sq.  Mithin 


^  =  r  JQd&de. 


Man  int^rirt  nun  erst  in  Bezug  auf  p  von  ^^0  bis  ß=r. 
Ist  dann  r  öne  Function  von  @  {r=fQ),  so  muss  diese  statt  r 
gesetzt,  und  dann  in  Bezug  auf  &  integrirt  werden. 

Die  erste  Integration  giebt  uns  die  Summe  aller  in  der 
Kchtung  dee  Leitstrahls  vom  Fol  bis  an  die  krumme  Linie 
auf  einander  folgenden  Elranente,  welche  zusammen  ein  Draeok 
bilden,  dessen  Qnmdlinie  ;=r  und  dessen  Hübe  ^^rdQ,  nämlich 
wie  in  §  236 


e  =  hrd. 


de. 


Wollte  man  nach  dieser  Formel  z.  B.  den  Inhalt  eines 
Kreises  berechnen,  dessen  Radius  ^a,  so  hat  man,  wal  hio* 
a  von  &  unabhängig  ist, 


g=la*fde= 71 


I 

J 


Sechszehntes  Buch. 


Rectification  krummer  Linien. 

\ 

242.         \' 

Ijei  der  Berechnung  ii^end  eines  Quantums  (Fläche,  Lipie, 
Volumen  etc.)  kommt  es,  wie  schon  bemerkt,  zunächst  immer 
nur  darauf  an,  das  Differential  der  zu  berechnenden  Gfrösae  zu 
finden,  um  dann  durch  Integration  die  Grösse  selbst  zu  haben. 
Die  Integration  kann  man  in  solchem  Falle  immer  als  eine 
Summation  betrachten,  das  Differential  aber  findet  man  entweder 
nach  der  Grenzmethode  (indem  man  erst  die  Derivirte  sucht) 
oder  direct  und  bequemer  nach  der  Infinitesimalmethode. 

Wir  haben  bdderlei  Wege  im  Vorhergehenden  so  umständ- 
lich bezeichnet,  dass  wir  es  in  methodischer  Hinsicht  jetzt  für 
besser  halten,  den  An&nger  zum  Gebrauch  seiner  eigenen  Kraft 
aufzufordern.  Denn  etwas  ganz  anderes  ist  es,  die  Infinitesimal- 
rechnung selbstständig  anzuwenden,  was  eigenes  Nachdenken  er- 
fordert, als  sie  bloss  zu  verstehen.  Wir  wollen  zu  dem  Ende 
das,  was  gefunden  w^en  soll,  in  Angaben  kleiden,  damit  der 
Anfiinger  erst  selbst  über  die  Lösung  nachsinnen  kann. 

Auf|g;abe  1.    Es  sei  allgemein 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie.    Man  sucht  eine  Formel, 

nach  welcher  man  die  Länge  eines  Bogens  MoM  =  5,  dessen 
Endpunctsabscissen  APo=»:Kt>  ^uid  AF=a;  gegeben  suid,  be- 
rechnen kann. 


24e 

AanSflung.  Um  zuerst  das  Diffe- 
rential des  Bogens  s  za  finden,  lassen 
wir  die  Absciase  AP—«  um  PQ^A« 
wachsen,  alsdann  wachst  die  Ordinate 
MP  =  y  um  NR=Ay  und  der  Bogen 
MoM=s  um  MK=As. 
Ell  ist  nun  SS>ffiJ  um  iS<MT+ST,  oder,  wefl 
die  Sehne  MN  =  VAi'+Ak'—  Ai)/i  +  ^Ji  «»*  ■™"'T 

du  . 
=  Aa:.tgr=AiC.-/  ist,  so  ist 

MT  =  |/Ai'-|-A«'.|*|i    NT=ET  — NE—Ai.^-A»! 


A»>Al.}/l  +  ^ 


Al" 


A.<A«.J/H-||+A«*-A!,; 


|/i 


Af:/i/rr^^^_Ay 


A«^''  '■^äx^'^ax      Ax 
Lanen  wir  jetzt  Ax  bü  za  Noll  conTerginn,  «o  -waAm  bäda 
Amdiüf^  (zwüi^ien  -weldten  die  Deririrto  liegt)  ^eich,  imd  es  ist 


l=V^ 


'+!•:.  "^'-l-rw, 


(to=ryi+(/'*)».dic 

*  Weil  ein  tmendlich  kleiner  Bogen  mit  senner  Sdme  gaua 
saaaramenöÜlt,*)  so  hat  man  ans  dem  cbaractcsistiBcheD  Drcäeek 
fOz  das  Difierentiid  des  Bog«ns  nnmittelbar  (§  70) 


(fe  =  -/(fo»+dy»=  )/i  +  ^.rfa:. 


*)  Dem  %  66  dafür  angegebenen  Orande  fügen  wir  noch  Folgendes 
hiam:  Denkt  man  sieb  eine  beliebig  gebrochene  Linie  dnrch  die  Be- 
wegung einei  Puncta  beschrieben,  bo  treten  hiebe!  Eweierlci  Vontelliuigen 
auf:  1)  die  rein  progreadve  oder  geradlinige  Bewegung  und  3)  Hichtongs- 
Enderong.  Denken  wir  uns,  statt  dei  besohreibendeiL  gecwnetifacheD 
Puncta,  weil,  als  Negation,  ganz  objectlos  und  für  sich  aUeia  gat  niehte 
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Sabsiitcurt  man  hierin  das  von  x  abhängige  WachBthum- 
beBtreben  der  Ordinate,  dy=fx.dXf  so  ist 

d8=Vdx^  +  (fxy.dx'  =  Vl  +  (f'xy,dXy 


8 


dx. 


Xo 


Hier  finden  nun  wieder  dieselben  Schlüsse  Statt,  wie  §  224. 
Die  auf  einander  folgenden ,  ihrer  verschiedenen  Lage  halber 
aber  auch  hier  kmesweges  gleichen  Differentiale  des  Bogens 
sind  nfimlich 

Vl-h(ra^)«.<fe,  Vl+[f(xo  +  dx)y.dx,  yH-[r(a%+2(fe)]*.&? 

etc. 

0k AA 

Aufgabe  2.    Die  Parabel  zu  rectifidren,  deren  Gleichung 

Aofldsung.    Man  hat  hier  2ydifs=»pdXy  woraus 

^  =  ^und^'-^ 
dx      2y         dx*     4a;' 


l  +  f-'dx. 


Setzt  man  nach 


4x 


s 


s^=»tx 


Cauchy}/ 
M.dx^tx---  x.dty 

r  dt 

-ipjirzi^ 


tj  so  ist^=  .g_^  und 


also  (§  206,  3) 


vorst^bar,  das  untheilbare  Element  einer  geraden  Linie,  so  kann  dieses, 
der  Unthdibarkeit  halber,  ebenso  wenig  eine  Riehtang  angeben,  als  ein 
sogenannter  geometrischer  Ponct  oder  eine  Kugel.  Soll^on  dieses  £le* 
ment  sich  bewegen,  so  moss  es  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  zuerst 
nothwendig  rein  progressiy  in  die  Stelle  eines  unmittelbar  anliegenden 
untheilbaren  Elements  kommen,  und  wir  haben  jetzt  eine  unendlich  kleine 
gerade  Linie.  Bei  weiterer  Bewegung  kann  nun  das  Element  seine  Kch- 
tUDg  bedeutend  oder  auch  wenig  ändern  (Spitzen,  Schnabel,  Wendungs- 
puncto  etc.).  Soll  also  das  untheilbar  gedachte  Element  eine  krumme 
Linie  beschreiben,  so  muss,  damit  es  aus  der  Stelle  kommen  kann,  die 
progressiye  Bewegung  der  Bichtungsänderung  nothwendig  Yorhergehen 
und  wir  können,  in  die  Leibnitz'sche  Anschauungsweise  eingehend, 
eine  krumme  Linie  unmöglich  anders,  als  ein  Vieleck  you  unendlich 
rielen  unendlich  kleinen  Seiten  definiren. 
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Soll  das  Integral  im  Scheitel  anheben  ^  so  ist  keine  Constante 
nöthig)  indem  es  für  a;=0  von  selbst  verschwindet.  Dies  folgt 
aus  §  80,  oder  auch  aus 


Anmerkung.   Man  kann  auch,  wenn  es  leichtere  Rechnung 
giebt,  alles  durch  y  ausdrücken»    Aus 

y^=px  folgt 
2ydy=pdx,  also 

^  =  -—5  und  dx  =  —  'du, 

8^jjVp^+4y^^dy: 
Setze  Vp^  +  4y*  =  2ty,  so  ist  y«=r-^^  und 

2p  \  p  /' 

wobei  keine  Constante  nöthig  ist,  wenn  das  Integral  im  Scheitel 
(y:=0)  anhel^  soll. 

245  a. 

Aufisabe  8.    Die  Cydoide  zu  rectificiren. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  dieser  Linie  sind  (§  156) 
a;=r0— rsin©,  also  dx=r(l — co8  0)d0, 
y  =  r  —  rcos0,  also     cÄ/==rsin0d0, 
da.«-j- dy«=2r«(l  —  cos  0).d0^ 
(fe«=4r«sin«i0.d©«, 


«— 2r/un  i9.d©=  — 4rco8j0  +  C 

Soll  das  lateral  für    &=0    vea-schwinden    (anheben),    8o 
mius  C^4r  s^n,  daher 

s=4r(l— co8i0)  =  8r8m4Ö. 
Setetnuai&cB>27r,  so  üt  die  Länge  der  ganzen  C!7cloide=8r. 

246  b. 
Anfigiab«.  Die  Hypocjdoide  zd  nctifidren,  doren  G-ldchung 
(b.  Fig.  §  232)  -  ^  ' 

y  =  (o!_a;i)5. 

Aoflfiflung.  Man  setze  x=aeän'@,  bo  ist  y  =  acoa"0und 
(/s_i|aBin2dd@.     Mithin  ftir  aQe  vier  Quadranten 


s=6a./f 


Bin2©.dÖ=6ö. 


Ao^be   4.     Die   Kettenlinie   zu 
rectifictreaL    Dm  Glenchung  iet 


AnflSsung.    Man  hat  hier 


.=(/L(^-|:^i'L., 


INe  Länge  eäne»  Bt^ena,  BM,  diesw  Linie  lilaat  sich  also 
lan  dorch  eine  gerade  Lönie  danteilen  (recti£ciren).    Steckt 
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man  nämlich  die  End-Ordinate  MP=y,  ak  Hypot^use,  von  B 
nach  D  ab,  so  ist  AD=yy* — a*=BM.    Denn 

,._,._^(.l+a+r?)-^*=^(.^-rJ)', 

/x  /  iL        —  —  \ 


247. 

Aufisabe  6.    Die  logarithmiBche  Linie  zu  reotificiren.    Ihre 
Glfiichmig  ist 

Auflörang.    Hier  ist 


i* 


3 


-M'+S)-^ 


V'+S=.. 


Man  setze  1/  1  H — ^=0^  so  18t  ar= 


r  dB 

5=ya*  +  a:* — ai\^ ^ — )  +  C. 

Soll  das  Integral  von  a;=0  anheben,   so   ist  die  hinzu- 
zufilgende  Constante  G^=^co, 

248. 

Auiisabe   6.      Es   ist    eine    krumme    Linie    durch   Polar- 
coordinat^i  g^eben,  nämlich  allgemdn 

man  sucht  eine  aligemeine  Formel,  nach  welcher  man  die  Lfinge 
eines  bestimmten  Bogens  berechnen  kann.    (Fig.  §  286.) 

Auflösung.    Das  Difierential  des  Bogens  MoM=8  ist  hier 

offenbar  ds  =  Vdr* + r* (?©*,  daher 
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249. 


Aufisabe    7.     Die   Archimedische    Spirale   zu    rectificiren, 
deren  Oleichung 


Aoflörang.    Hier  ^  Jä'^n~i  mithin 


aTtJ 

Setze  VH- ©»=<©,  80  ist  0*— if:^-  nnd 
2n        ^0»      ,r  dt 

2^...,eyiT0.+i<^^±^, 
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Aufigabe  8.    Die  Exponentialspirale  za  reetifidren: 

r  =*««•. 

Aoflöaiing.    Man  hat  hier  -j^^^^^j  daher 

5=ry2./e«rf0, 

s  =  e«y2  +  C7«ry2  +  a 

Nehmen  wir  dies  Integral  von  Qm^  —  co  bis  9  =  0,  oder 
von  r=0  bis  r=sl,  so  findet  man  fbr  die  Lttnge  alle  un- 
zähligen sich  immer  näher  um  den  Pol  lagernden  Windungen 
eine  endliche  Grösse  s=y2. 


Siebzehntes  Bnch. 
Cükatnr  der  BeroliitioaskSrper. 


351. 

Aufgabe  1.     £e  aei  allgemem 

die  Q^leichang  einer  kminmeD  Linie. 
£s  wird  eine  al%emeine  Formel  ge- 
'  sucht,  nach  welcher  man  das  Volumen 
des  Körpers  (Rerolutions-  oder  Rota- 
tionskörpers) berechnen  kann,  welcher 
durch  eine  ganze  Umdr^ung  der  bei 
Po,P  rechtwinkligen  Figm-  M(,PoPM 
um  PoP  als  Achse  heachrieben  wird. 
Es  sei  APo=a:o,  AP-=x 
AuflSanngi     Um  zuerBt  das  DiEfereatifll  des  Volumens  V  zu 
finden,  lassen  wir  AP=;r  um  PQ=:  Aa^  wachsen,  alsdann  wSchet 
das  Volumen  um  das  cylinderfljrmige  StUck  MG-=AV  und  es 
ist,    indem   wir   durch   y  +  £   eine    mittlere   Ordinate   zwischen 
MP^my  und  NQ  =  tf+Ay  bezeichnen, 

^^  =  (i/+e)V. 

Lassen  wir  nun,  um  auf  die  Derivirte  zu  kommen,  Ax  bis  eu 
Null  abnehmen,  so  verschwindet  gleichzeitig  auch  s  und  wir  haben 

liV— >tj'<f»=«[/(a!)]'rfir, 


V^^Tcjy'djt^njli 


[««)]*■'••• 
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"*  Nach  der  Infinitewirodmethode  Ut  für  ein  unendlich 
klemes  PQ=e2a;  der  Bogen  MN  gerade  and  das  unendlich 
kleine  Stück  MG  des  Körpers   ein  abgekürzter  E^l,   dessen 

Inhalt  =-^-  [y*+y(y  +  rfy)  +  (»  +  rfy)*]  oder  weil  in 

-y-  (3y *  +  Sydy  +  ^*),  Syrfy  +  d^/»  gegen  3y«  wegfallen  müssen, 
das  gesuchte  allgemdne  Differential 

252. 

■ 

Aufgabe  2.  Das  Paraboloid  zu  berechnen,  welches  ent- 
steht, indem  sich  ein  Parabelbogen,  AM,  um  die  Achse  AP  =  £z; 
dreht.    Die  Gleichung  sei 

Auflösung.    Nach  dem  Vorbeigehenden  ist 

X 

0        . 

Das  Paraboloid  ist  also  genau  halb  so  gross, '"'als  ein  Cylinder, 
dessen  Hohe  AP=j;  und  dessen  Radius  MP=y  ist. 

258. 

Aufgabe  8.  Eine  EUipse  dreht  sich  um  ihre  grosse  Achse, 
man  soll  das  dadurch  beschriebene  längliche  EUipsoid  berechnen 

aY+b^x*=a*b\ 

Auflösung.    Man  hat  hier 

j2    r 

V=5  — TT /(a* — x^)dx=^\ftab^. 


— o 


Will  man  das  abgeplattete  ElUpsoid  haben,  welches  durch 
Rotation  um  die  kleine  Achse  entsteht^' so  ist 

254. 

Aufgabe  4.  Den  Körper  zu  berechnen,  der  durch  Um- 
drehung der  Cydoide  um  ihre  Achse  entsteht.  Ihre  Gleichungen 
sind  (§  156) : 


af=r0 — raind, 
y=r(I  — COBÖ). 
Aoflömng.    Hier  iat  <ir-or(l — coa&)d&,  nuthin 

V=r»re/(1  — eoB0)»(f0— Sr'/r/sin^e.d©, 

V=r»nr/(-icO830+|coB20— "j^co80+V)d0, 

V=r<n:(— ^,sin304-ißm2©— ysine  +  SÖ). 
Soll   das   Integral  von  0^0  anheben,   so  ist  keine  Con- 
stante  erfordertich,   soll  es  dann  bis  0^2^  genomm^  werdm, 
so  hat  man  för  den  ganzen  KOrper  (Ämkg.  §  232) 
V=57r*r». 

265. 

Autftftbe  B.    Den  Körper  zu  beredinen,   der  durch  üm- 
/  m*mX        drehung  der  logarithmischen  Linie^entsteht :  i 

AnflöBung.    Man  hat  hier 


V^a'nß 


ilx)*dx  und  (§  202), 

V=7ro»«[(ia:)»  — 2fo  +  2]. 
Nimmt  man  x=\,   so  ist  das  Volumen  des  beschriebonen 
Körpers,  obgläch  von  unendlich^  Auadehoung,  doch  nur  =  2n-a'. 

lovrivT**)    tn^  V  b^rmUs   An.   qjt" 

266.  *■ 


.   4   tt.  0**«-    Ä*t«*^ 


*  Um  achliessUch  noch  eine  allgemeine  Formel  anzugeben, 
nach  welcher  man  auch  Bolche  KUi^ier  berechnen  kann,  welche 
nicht  durch  Rotation  entstanden  sind,  fUr  deren  Oberfläche  aber 
one  Olächung 

^=F(a:,y) 

g^ben  ist,  und  wo  x,  y  abeohit, 
t  aber  die  abhängig  Toändesüche 
Grösse  ist,  Überleg  man  Folgendes : 
Es  sei  APo=a;,  und  durch  Po 
parallel  mit  der  Ebene  der  yz  eine 
Ebene  gelegt,  so  läast  sich  der 
Flächeninhalt  des  Durchschnitts 
HoN(,Pn  finden.  Setzt  man  nämUch 
in  der  Gleicbung  flir  die  Oberfläche 
des  Körpers 
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B^F(xoyy) (i) 

in  welcher  nun  Xo  constant  bldbt,  für  aDe  y  möglichen  Werthe, 
welche  die  Gleichung  (1)  zu  nehmen  gestattet,  so  ist  diese 
Gleichung  nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  krummen  Linie 
MoNo,  in  welcher  die  mit  yAs  parallele  Ebene  die  Oberfläche 
des  fraglichen  Körpers  schneidet  P^«  ist  hier  gleichsam  die 
Absdssenachse. 

Setzt  man  in  (1)  y^O,  so  erhält  man  die  Ordinate  j?= 
F(a;o,  0)a»MoPo;  setzt  man  y=^PoQy  so  wird  die  Ordinate 
g=:zF(xof  PoQ)'=^SQ  u.  8.  w.    Der  Inhalt  dieser  Durchschnitts- 

fläche  ist  also  sssJF(xoj  y)  ^  ^u^d  ^o  ^  Integral  innerhalb  der 

0 

Gh^nzen  0  und  y  oder  auch  von  y^ssP^Q  bis  y^s^PoQi  ge- 
nonmien  werden  kann. 

Für  diese  äusserste  Grenze  von  y  können  nun  aber  zwei 
Fälle  Statt  finden.  Sie  kann  nämlich  erstens  durch  die  Natur 
der  Gleichung  (1)  bestimmt,  d.  h.  eme  Function  von  dem  jedes- 
maligen X  sein,  oder  man  kann  zwdtens  eine  beliebige  Function, 
yaai(jp(^)  annehmen. 

Ist  nun  AP=£  und  denkt  man  sich  das  Intervall  x — x^  in 


n  gleiche  Theile  getheilt,  setzt  — -^=AXj  so  sind  die  von  rc© 


X^Xq 

n 
X  auf  einander  folgenden  Durdischrnttsflächen  offenbar 

JF(x^yy)dy;  Jf(x„  +  Ax,y)dy;. ...  JF[x^  +  {n-l)  Ax,  y]djf, 

Vo  Vo  yo 

wo  aber,   wie  gesagt,  die  Grenzen  cUeser  Integrale  keinesw^ 

dieselben  sind. 

Die  Summe  aller  zwischen  diesen  Durchschnittsflächen  Uzen- 
den Stücke  des  Körpers  von  x^,  bis  Xy  welche  man  als  Prismata 
von  der  Höhe  Ax  betrachten  kann,  ist  näherungsweise 

}^JFixoyy)dy  ^ JF{x^+ Ax,y)dy  +..+jF[x^+{n  —  1  Axyy]d^Ax. 

Denkt  man  Ax  unendlich  klein  ^^^dx,  so  ist  das  Volumen 
des  Körpers  von  x^  bis  x  ganz  genau 

y. 


V=/  nF(x,y)dy).dx, 


«0       Vo 

oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt, 
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Y=j    JF(x,y)dxdy^jdxjF(x,y)dy. 

257. 

*  Man  int^rirt  ako  erst  in  Bezug  auf  y  innerhalb  der 
bestimmten  Grenzen,  indem  man  x  als  eonstant  betrachtet. 
Multiplicirt  man  das  gefundene  Integral  mit  dx,  und  integiirt 
aufs  Neue  in  Bezug  auf  x  innerhalb  der  bestimmten  Grenzen, 
so  hat  man  das  bestimmte  DoppdintegraL*) 

Anmerkung.  Kann  man  fUr  jedes  x^^x^y  Xq  +  Ax^ 
^+2Aa;  etc.  das  y  immer  innerhalb  derselben  Grenzen  ^o  t  Vi 
nehmen,  so  bildet  das  berechnete  Volumen  einen  prismenartigen 
Körper,  der  oben  von  einer  krumm^i,  seitwärts  aber  von  vier 
ebenen  Flächen  begrenzt  imd  dessen  in  der  Ebene  der  xy 
liegende  Grundfläche  ein  Rechteck  (die  Projection  von  der 
obem  krummen  Bräche)  ist,  dessen  Länge  =s^ — ^  und  dessen 

Höhe  yi— j(o- 

EJann  man  aber  zu  jedem  x  dajs  y  nicht  innerhalb  der- 
selben Gh^enzen  nehmen,  was  z.  B.  nicht  möglich  ist,  wenn 
auch  die  den  Körper  begrenzende  Seitenfläche  krumm  wäre, 
weil  dann  auch  die  in  der  Ebene  der  Xj  y  liegende  Grund- 
fläche kein  Rechteck,  sondern  ganz  oder  theilweise  von  einer 
krummen  Linie  begrenzt  ist;  alsdann  sind  zwar  die  Grössen 
X,  y  noch  immer  miabhangig  veränderHch,  jedoch  die  Grenz- 
wert  he  der  einen  von  denen  der  andern  abhängig.  Dieser 
die  Integration  oft  sehr  erschwerende  Umstand  muss  bd  der 
Bestimmung  des  Doppelint^rals  wohl  beachtet  werden,  wie 
schon  folgendes  Beispiel  zeigt 

258. 

*  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung  flir  die  Oberfläche  des 
Körpers 

e^^r^^x^—y* (i) 

so  hat  man  hier 

V = /  ledxdy =1  dx .   VV*—x*^^ . dy. 


*)  Wenn  Y(Xf  y)  für  beide  Grenzen  Btetig  ist  und  kein  2^ichen- 
Wechsel  Statt  findet,  so  kann  man  offenbar  auch  die  IntegrationBordnuog 
umkehren,  d.  b.  erst  in  Bezug  auf  x  und  dann  in  Bezug  auf  y  integriren. 
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Sieht  man  nun  erst  x  als  constant  an  und  setzt  Kürze  halber 
r«— a;«=^*,  so  ist  (§  226) 

Y=fdxhyV^^^^  +  iQ^aTOsm-^V 

Man  sieht  aus  der  gegebenen  Gleichung  (1),  dass  ftir  y 
kein  grösserer  Werth  gesetzt  werden  darf  als  Q=Vr^ — x^, 
weil  sonst  z  imaginär  würde.  Ist  also  AP=Xf  so  kann  man 
das  erstere  Integral  mu*  nehmen  von  y=0  biBy  =  ^«=aVr* — x^ 
=PN  tmd  hat  dann  die  Fläche  des  mit  der  Ebene  der  ya 
parallelen  Schnittes  MNP. 

Für  y==0  verschwindet  das  Integral  imd  ftkr  y^=Q  hat 

man   die  Fläche    des  Durchschnitts  =iQ^-'^y  mithin  ist,  fiir 
Q  seinen  Werth  zurückgesetzt, 

V= /dir .  Kr»-a!*)f  =  ^  f(r»-x»)dx, 

^=f('^-T)- 

Lfisst  man  dieses  Integral  von  x  =  0  anheben  und  nimmt 
es  bis  ic=r,  und  weiter  kann  es  sich  wegen  Gleichung  (1) 
nicht  erstrecken,  so  ist 


V= 


Tir^ 


6  • 

Wir  haben  von  dem  ganzen  Körper,  dessen  Oberfläche 
durch  die  Gleichung  (1)  gegeben,  nur  den  Theil  gefimden, 
welcher  in  dem  einen  der  acht  dreiflächigen  Coordinatenwinkel 
liegt  Aus  dem  doppelten  Vorzeichen  der  Ausdrücke  fUr  z  und 
Q  ersieht  man  aber  leicht,  dass  die  Theile  des  Körpers  in  den 
übrigen  sieben  Winkeln  dieselbe  Grösse  haben.  Es  ist  daher 
mit  Rücksicht  auf  die  negativen  Coordinaten 

TT  4c7t      , 

Man  hätte  auch,  um  gleich  die  obere  Hälfte  des  Körpers 
zu  finden,  erst  von  y  =  —  q  bis  y=  +  ^  und  dann  von  «==  —  r 
bis  a?=+r  integriren  können.    In  Zeichen 

-jr    ^^ 

V=  /  da:.  /  ■V{r*—x*)—yKay. 

-r         -Q 
Lftbflen,  Inflnitesiiiial-BecliiiaDg.     6*  Anfl.  17 
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259. 

*  Aufgabe.     Es  ist  die  Gleichimg  eines  Paraboloids  (Höh. 
Geometrie  §  136) 

0  = -^ 

P 

gegeben  und  in  der  Ebene  der  xy  aus  dem  Anfiangspunct  A 
mit  einem  Radius,  Qj  ein  Ejreis  beschrieben«  In  der  Peripherie 
denke  man  sich  eine  auf  der  Ebene  der  xy  senkrechte  Cylinder- 
fläche  errichtet  und  bis  an  die  Fläche  des  Paraboloids  gehend: 
man  sucht  das  Volumen,  welches  von  beiden  Flächen  und  von 
der  Basis  (Ej:^)  eingeschlossen  wird. 


Auf  losung.    Man  hat  hier 

y=Yfdx,  j(x^+y')dy, 


0  0 

X 

1 

V= 


p/^-(-'+|)y- 


Für  y=0  wird  das  erste  Integral  Null  und  für  y=YQ^—^  ist 


'^'"¥P''^^'^'^^'~'''**^' 


0 

3py=nQ*yQ*—x^,dx+2x*yQ*—xKdx\. 

0 

Setzt  man  a;=^sin^,  mithin  dx==QCQBq>,dq)  und  die  ent- 
sprechenden neuen  Grenzen  <p=0  und  q}  =  \7ry  so  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  Bemerkung  §  232 


q^IVq^ — a?*.daj=^*/  ccm^ q)dq}  =  q^ . -j- ^ 


0  0 


2/a;*V^* — X*  .  dx^=2Q^  I  (sin^qp— 8in*(p)(?9)=^ß*.— 
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mithin  V=ör^C^  ^^^  ^  ^^  '^^  Quadranten 

Anmerkung.  Die  auf  der  Ebene  der  ay  nach  dem  darin 
um  A  als  Leitlinie  beschriebenen  Kreise  gekrümmte  senkrechte 
Oylinderfläche  des  fraglichen  Körpers  schneidet  hier  die  andere 
Seitenfläche,  welche  zugleich  auch  Seitenfläche  des  Paraboloids 
ist,  in  einem  gleichen  und  parallelen  Kreise  (was  bei  einer 
andern  Leitlinie  —  EUipse,  Parabel  etc.  — oder  andern  Oberfläche 
nicht  der  Fall  wäre).  Da  nun,  wegen  der  vorgeschriebenen 
Leitlinie;  immer  x^+y^=Q^  sein  muss,  so  ist  die  Höhe  unserer 

Cylinderfläche  e  = ^a«^^    mithin    das    Volumen    dieses 

Cylinder8=  —  .TTß*.  Zieht  man  hiervon  den  oben  gefundenen, 
das  Paraboloid  umgebenden  Körper  ab,  so  findet  man  hier  auf 
anderem  Wege  wieder  das  Volumen  des  Paraboloids  =^7r^*, 
nämlich  halb  so  gross  als  der  Cylinder. 

260. 

Aufgabe.  Das  Volumen  des  Ellipsoids  mit  drd  Achsen  zu 
finden.    Die  Gleichung  ist  (Höh.  G-eometrie  §  138): 

AuflSanng.    Man  hat  hier,  wenn  man  yl ^^^  setzt, 

a        (^ 


V=8cfclx.jyQ*—^^-dy. 


0  0 


Setzt  man -|-=^  ein  9),  mithin  dy=bQCOB(p.(lq>,  so  ist  (§  226,  2) 


U 


0 

a 

Y  =  27rbcf(l—^^dx, 


0 

V  =  -|  Ttäbc. 

17 
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261. 

*  Die  Infinitesimalmethode  betrachtet  die  Körper  als  Summe 
unendlich  kleiner  Prismen  (Elemente),  deren  Grundfläche  Recht- 
ecke =  dx, dy,  deren  Höhe  =  (fo,  deren  Inhalt  also  =dx.dy.d0^ 
Das  Volumen  des  Körpers  ist  dann  ausgedrückt  durch  das  drei- 
fache Integral 


/// 


dxdydZy 


welches  nun  andeutet,  dass  die  unendlich  kleinen  Parallelepipedeii 
nach  den  drei  Richtungen  der  Cbordinatenachsen  summirt  wei^ 
den  müssen.    Integrirt  man  erst  in  Bezug  auf  z^  so  ist 


// 


zdxdy, 


und  hier  bedeutet  nun  zdxdy  eine  aus  Parallelepipeden  bestehende 
Säule,  deren  Grundfläche  das  unendlich  kleine  Rechteck  dx.dy 
und  dessen  Höhe  z  ist.  Ist .  die  Grenze  von  z  eine  Function 
von  ^,  y  [z=F(x,yy]j  so  muss  diese  jetzt  statt  z  substituirt 
werden,  alsdann  ist 

V=  r  JF(x,y)dxdy, 

Integrirt  man  jetzt  in  Bezug  auf  y  von  J/=j/o  ^is  y  =  yiy 
so  erhält  man  als  Summe  solcher  Säulen  eine  Schicht,  deren 
Breite  =yi  — j/o,  deren  Dicke  =da:  und  die  mit  der  Ebene  des 
yz  parallel  läufl.  Integrhrt  man  drittens  in  Bezug  auf  Xj  so  er- 
hält man  alle  Schichten  von  x=Xq  bis  x^=Xi. 

262. 

*  Das  Differential  für  das  Volumen  eines  Körpers  wird 
manchmal  auch  in  Polarcoordinaten  ausgedrückt,  indem  es  hier 
sowohl,  als  bei  der  Summirung  der  Flächenelemente  gleichgültig 
ist,  welche  Form  diese  Elemente  haben.  Die  hier  verlangte 
allgemeine  Formel  findet  man  am  leichtesten  direct.  Es^  sei 
nämlich  AM  =  r  der  vom  Pol  A  bis  zu  einem  Punct,  M,  des 
Körpers  gehende  Radius  vector,  q)  der  Winkel,  den  er  mit  der 
Ebene  der  xy  macht  und  ip  der  Winkel,  den  seine  Projection 
AQ  mit  der  Achse  AX  bildet;  denkt  man  sich  von  M  ein  Per- 
pendikel MR  auf  die  Achse  AZ  gefällt,  so  ist  MR=AQ=rcos9?' 
Denkt  man  mit  RM  aus  R  den  unendlich  kleinen  Bogen  Min 
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parallel  mit  der  Ebene  des  xy  beschrieben,  so  ist  Mm  «»r  cos  q)dilJ* 
Beschreibt  man  femer  mit  AM=r  aus  A  und  in  der  auf  xy 
s^ikrechten  Ebene  MAQ  den  unendlich  kleinen  Bogen  Mn,  so 
ist  Mnaar.dqp.  Denkt  man  sich  aus  diesen  Elementen  die 
rechteckfbrmige  Fläche  MNnm  constniirt  (deren  Inhalt  s» 
r^co8q>ckpdifj)  und  diese  wiederum  als  Grundfläche  eines  Prismas 
von  der  unendlich  kleinen  Höhe  =dr,  so  hat  man  das  Differen- 
tial des  Körpers  dV'^r*coBg),dq>.dxp.dr  (welches  also  ein  Stück 
Ton  einer  Eugelschale  ist),  und  für  das  gesuchte  Volumen 


V=/    /   lr^coaq>dq)difßdr. 


Man  integrirt  nun  erst  in  Bezug  auf  r\  ist  dann  r  eine 
Function  von  q>  und  tpj  so  muss  man  diese  Function  statt  r 
setzen  und  dann  in  Bezug  auf  %fj  und  9)  integriren,  was  in  der 
Begel  immer  auf  grosse  Weitläufigkeiten  führt.  Wollte  man 
z.  B.  nach  obiger  Formel  das  Volumen  einer  Kugel  berechnen, 
deren  Badius  =a  ist,  so  hat  man 


a 

V  =  /   /cos q>d<pd\p  Ir^dr, 


-^jcoBq>dq).jä 


d\l). 


Das  erste  Integral  giebt  uns  die  Summe  aller,  in  der  Rich- 
tung des  Badius,  vom  Mittelpunct  bis  zur  Oberfläche,  auf  ein- 
ander folgenden  Differentiale  (Elemente),  welche  zusammen  einen 
pyramidenartigen  Körper  bilden,  deren  Höhe  =a  und  deren 
Grundfläche  =  a  cos  (pdq> .  adxp.    Es  ist  nämlich 


V  =  /   l'^,a*Qoaq)dq),dxp. 


Int^riren  wir  jetzt  in  Bezug  auf  t//,  und  zwar  von  i/i  =  0  bis 
1^=1  TT,  so  erhalten  wir  einen  Körper,  dessen  Basis  eine  Zone 
von  der  Breite  aQOBq>dg)  ist,  nämlich 


V  =»  / -Q- .  a -p- .  a  cos  qprfqp, 


und  integriren  wir  jetzt  von  q>=0  bis  9)=|7r,  so  erhalten  wir 
den  achten  Theil  der  Kugel,  nämlich 


7ta^ 


V=6 


_J 


Achtzehntes  Buch. 


Gomplanation  der  ReyolntionskSrper. 


263. 

Aufgabe.    Es  sei  allgemein 

die  Gleichung  einer  krummen  Linie,  welche  sich  um  die  Achse 
AX  ganz  herumdreht  (s.  Figur  §  251).  Es  wird  eme  allgemdne 
Formel  gesucht,  nach  welcher  man  die  Fläche  z  berechnen 
kann,  wdche  eia  Bogen,  MqM,  beschreibt,  dessen  Endpunct- 
abscissen  APo=^09  AP=«  gegeben  sind. 

Auflösung.     Um   das   Differential   der  Fl&che  zu   finden, 
lassen  wir  die  Abscisse  AP=j;  um  PQ=A^  fliessen,  dann  ist 

die  Sehne  MN  =  VAäj^H-  Ay»=  )/l  +  ^^  .  Aar  und  die 
Fläche  des  abgekürzten  Kegels,  welche  diese  Sehne  beschreibt, 

mithin,  weil 

Ay-r(«)Aar+r(«).^+...=[r(«)+r(«)-^+..]A«=eAai 
für  das  Wadisthum  der  Fläche  z  näherungsweise 


*)  Wir  setzen  ±Ay,  je  nachdem  NQ^MP. 


263 

Lässt  man  nun,  um  auf  die  Derivirte  imd  dadurch  auf  das 
Differential  zu  kommen,*  A^  bis  zu  Null  convergiren,  so  fallen 
Sehne  und  Bogen  zusammen  und  man  hat 


ds!  =  2ny.yi  +  ^.äXj 


dx* 


0 


X  


Xq 

*  Anmerkung.  Nach  der  Infinitesimalmethode  gelangt 
man  yiel  schneller  zum  Differential.  In  dem  characteristischen 
Dreieck    ist    die    mit    dem    Bogen    zusammenfallende    Sehne 

<fe=  Vdx* + rfy  * = [/ 1  +  -fY '  ^^}  mithin  die  beschriebene  Kegel- 
fläche =  7r(2y+€fy).d5=27ry(fe+7r.(/y.d5,  oder  weil  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  zweiter  Ordnung,  dy.dSj  gegen  die  erster 
Ordnung  verschwindet,  ganz  ein&ch 

dsi=2ny.ds=^27tf{x).Yl  +  -^.dXy 


=  2^yiefe=  2nff{x)  .  ]/!  +  % 


264. 

Aufgabe.  Ein  Parabelbogen,  AM,  dreht  sich  um  die  Achse 
Ax;  man  soll  die  krumme  Oberfläche  des  beschriebenen  Para- 
boloids  finden. 

Auflösung.    Aus  der  Gleichung  der  Parabel  y=Vpx  folgt 

jsf = TT^/p  /(4a; + p)idaj 
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Soll  das  Integral  im  Scheitel  anheben,  also  filr  a;=sO  auch 
ie;s=0  sein,  so  hat  man 

0:=~-p«4-C,  mithin 


265  a. 

Aufgabe.    Die  Oberfläche  zu  finden,  welche  eine  EUipse 
beschreibt,  indem  sie  sich  um  ihre  grosse  Achse  dreht 
Auflösung.    Aus  der  Gleichung  der  Ellipse 

_& 
a 
folgt  zunächst 


y  =— Va* — <c^ 


l/rrf!"=^^^^S5^,  daher 


jBf 


£r 


Setzt  man  nun  -j  =  a«,  so  ist  (§  226,  2) 


g 


Soll  die  Fläche  fUr  ^=0  anheb^i,  so  ist  keine  Constante 
nöthig.  Für  a?=a  hat  man  die  halbe  Oberfläche  des  Ellipsoids. 
Die  ganze  ist  mithin 

jg=»2/r6^+   /  .arosm . 
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Wird  b^=^aj  so  findet  man  (§  80),  dass 

arc  sin ^        - 

a  Ol 


und  folglich  0==^4^a*  ist. 

Anmerkung.  Botirt  die  Ellipse  statt  um  ihre  grosse,  um 
ihre  kleine  Achse,  und  solche  kommen  in  der  Praxis  eigentlich 
nur  vor,  so  ist 


0 


z 


-^/Vi'+C»'-»'),'.* 


6*  / 

Setzt  man  -y-^=w»  und  Vw*+y*=^  etc.,   so  ist  (§  227) 


0 


=  ^y5iT(?=SiSH^,  ^»■VüCTH-yi.-^a--^'»-). 


Soll  das  Integral  flir  y=0  anheben,  so  ist  keine  Constante 
nöthig.  Nimmt  man  das  Integral  von  y==0  bis  y  =  h  und  ver- 
doppelt es,  so  hat  man  filr  die  Oberfläche  des  ganzen  abgeplat- 
teten Ellipsoids 


g 


2^«^  +  yp=p-\ 1 } 


Um  den  Werth  dieses  Int^rals  für  den  Fall  zu  finden,  wo 
b  =  a  wird,  bemerke  man,  dass  (§  80)  fUr  &  =  a  der  Bruch 


\         b         ^^0^    a^  +  aVa^—b*^  a 
und  folglich  jer=47ra^  ist 


265b. 

Auflg^abe.    Die  Fläche  zu  finden,  welche  die  um  ihre  Achse 
AA  rotirende  Cycloide  beschreibt. 


AuflSaung.     Äua  den  beiden  Olek^ungen  (§  156) 
x=rQ — rein@, 
y=r — rco80 
folgt  ds=2rma.\QdQ,  aUo  ist 

g=2n[yds~l&nr*fäa*\Q.dQ  und  (§210) 


*  Um  BchliesBÜch  noch  eine  allgemeine  Formel  zu  finden, 
nach  wdcher  man  auch  die  Oberflächen  solcher  Körper  berech- 
nen kann,  die  nicht  durch  Rotation  entstanden,  fUr  deren  Ober- 
äfi«he  aber  ^e  Gleichung 

e=V{x,y) 

gegeben  ist,   lasse   man  ÄP=:r  nm 
PP'=  Aa;  und  P»m^j/  um  »w»= A.y 
wachsen,     und    bilde    das   Beohteck 
mm'n'n,  dessen  Seiten  Ax,  Ay  sind. 
Legt    man    durch    die    Säten    dieses 
Rechtecks   Ebenen,   wovon   zwei  mit 
der  Ebene  yAs,   und  zwei   mit   der 
Ebene   xAz   parallel  sind,   so   fassen 
diese  vi^,    auf  ykx   senkrechten  Ebenen   von  der   fraglichen 
Oberfläche  ein  krummlinigt  begrenztes  Stück,  MM^'N,  zwischen 
ffich,  dessen  Frojection  auf  der  Ebene  der  oof  offenbar  das  Recht- 
eck mm'n'n  ist. 

Lässt  man  nun  Aa:,  Aj/  bis  zu  Diflerentialen  convergiren, 
so  verwandelt  ach  das  erwähnte  FlächenstUck  MM'N'N  in  ein 
geradlinigt  begrenztes,  welches  man  als  Tangentialebene  des 
Punctes  M(x,  y,  e)  und  als  das  Differential  da  der  gesuchten 
Fläche  betrachten  kann. 

Heifist  nun  U  der  Winkel,  den  diese  Tang^itJalebene   mit 
der  Projectionsebene  ykx  macht,  so  ist  (Hob.  Geom.  §  107) 
dji.ix)a\3  =  da:.dy 

und  da  nun  (§  183)  cobTJ=  ■■     ■        -:,  so  hat  man 


Y^^m'^Q' 
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und  wo  nun  das  fistst  inmier  auf  grosse  Weitläufigkeiten  filh- 
rende  Doppelintegral  innerhalb  der  Grenzen  genommen  werden 
muss^  welche  die  Horizontalprojection  der  gesuchten  Fläche  in 
sich  £Eusst 

267. 

*  Aufgabe.     Man    suche   nach  vorstehender  Formel   die 
Oberfläche  der  Kugel,  deren  Gleichung 

AuflÖBung.    Man  hat  hier  zuerst  (|) f  (|)=-7 


und  also  |/l  +  (gy  +  (g)=f-^^,J^^_^,,     nuÄin, 


wenn  r^ — a;^=^*  gesetzt  wird, 

z 

0         0 

Nun  ist  aber 


/,    ^      =arcain^,  also  /    .  .       .=j 


r 


:=^\7ir.  Idx=\nr^. 


0 

Für  alle  acht  Quadranten  ist  also 


Neunzehntes  Buch. 


Nähemngsweise  Integrationen  innerhalb  bestimmter 

Grenzen. 


268. 


Streng 


genommen  kann  man  nur  die  Differentiale  von  der 
Form  aaS^dx  (wo  m  nicht  =  —  1  ist)  aÜs  int^abel  betrachten, 
denn  alle  übrigen   Formen,    welche  immer    auf  transoendente 

Functionen  fähren,  wie  -^-^ — ,    ,  eta,    sind  nur   deshalb 

als  integrirbar  anzusehen,  weil  man  ihre  Integrale  Z(lH"^X 
arcsintr  etc.  flir  beliebige  Werthe  von  x  aus  vollständig  be- 
rechneten logarithmisch  -  trigonometrischen  Tafeln  entnehmen 
kann. 

Sehr  häufig  kommen  nun  aber  Fälle  vor,  wo  man  das 
Integral  eines  Differentials,  selbst  unter  Zuziehung  der  er- 
wähnten transcendenten  Functionen,  doch  nicht  in  geschlossener 
Form  erhalten  kann,  weil  man  entweder  nicht  die  anzuwendende 
Methode  kennt,  welche  zu  dem  fraglichen  Integral  ftihrt,  od» 
auch,  weil  in  der  WirkUchkeit  gar  keine  Function  existirt, 
welche  differentiirt  das  zu  integrirende  Differential  wiedergiebt 
In  diesen  Fällen  muss  man  sich  dann  mit  einer  Annäherung 
begnügen  und  hierzu  giebt  es  verschiedene  Mittel,  wie  folgende 
Paragraphen  zeigen. 

269. 

Integration  durch  unendliche  Beihen.  Man  suche  das 
zu  integrirende  Differential  f{x)dxj    d.  h.   den  Factor   f{x)   in 
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eine  solche  unendliche  Reihe  zu  verwandehi^  welche  fiir  die- 
jenigen Grenzen,  für  welche  das  Integral  bestimmt  werden  soll, 
gut  convergirt,  und  integrire  jedes  einzelne  Glied.  Als  Beispiel 
nehmen    wir    die    Rectification    der    Ellipse.      Aus   ahf^  +  b^x^ 

=  a*6*  folgt,  a«— 6*=a*6*  gesetzt,  wo  e=—  ist  (Höh.  Geom. 

§  37),  wenn  das  Integral  von  x  =  0  anheben  soll  (§  243) 


X 


0 

In  geschlossener  Form  lässt   sich   dies  Integral  nicht  dar- 
stellen.   Wollte  man  deshalb  beide  Wurzelgrössen 

yai  —  e^x^  =  a(l  —  -^a;«)' und  (a^—a^Y  =  a"]  (l  —  ^) 

in  unendliche  Reihen  verwandeln,  so  würden  beide  Reihen  (weil 
der  zweite  Theil  des  Binoms  ein  echter  Bruch  ist),  sowie  auch 
ihr  Product  convergent  werden  und  die  Integration  eines  jeden 
Gliedes  möglich  sein.  Durch  die  Einführung  einer  neuen  ver- 
änderlichen Grösse  gelangt  man  aber  kürzer  zum  Ziel. 

Setzt  man  nämlich  a;=acos@,   hiithin  dx= — asin@(2@, 
so  hat  man 

/^'~^'^\(to===  — g/yi— c»cos«0.JQ*), 

in 
s  = 


aKl— 6»C0B8©)i.d©**). 


e 

Weil  nun  6,  also  auch  6Cos@,  ein  echter  Bruch  ist,  so  kann 
man  die  Wurzelgrösse  in  eine  convergente  Reihe  auflösen  und 
hat  dann  (Anal.  §  71) 


X 

*)  Aus  a!aacos9  folgt  Ö=arccos —   und    für   a;=0    ist    ö=-j7r, 

d.  h.  die  den  alten  Grenzen  0  und  x  entsprechenden   neuen  Grenzen 

sind  Ö=47r  und  9=»arccos — . 
*  a 

**)  Man  darf  immer  die  Grenzen  umkehren,  wenn  man  zugleich  das 

Vorzeichen  umkehrt.    Denn  wären  für  die  untere  und  ohere  Grenze  die 

Werthe  des   ersten  Int^rals  m  und  n,  mithin  «=- — a(n — m),  so  wäre 

das  zweite  Integral  s=^a{m — n),  also  ganz  dasselbe. 
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e 

Die  einzelnen  Glieder  lassen  sich  am  leichtesten  integrirexiy  wenn 
man  die  Potenzen  der  cosinns  durch  Viel&che  des  Bogens  aus- 
drückt   Es  ist  nämlich  (Anal.  §  97) 

cos«©=|  (cos20+l) 

cos*0  =  |  (cps40  +  4cos2©-h8) 

cos«0=-j^2(cos60  +  6cos40+15cos20  +  lO) 


Werden  diese  Werthe  substituirt,  so  hat  man 

rl— i6«.|(cos20+l) 


(1— €«cos«0)i 


1.1 


—  2^6* .  ^  (cos  40  +  4cos  20+ 3) 

—  |^j^««.^(cos60+6cos40+15oo8204-lO) 


}. 


Es  ist  mithin 


s 


1 ,2.ö  ^j  g 


e 


-  (Ae*  +  ilire*+ )co840 

—  (?+»«*  + )co860 


8=a.l 


.       ^'^*      \2.4;  3      \2.4.6J-5      ••••J-*^ 

—  (ie»+ A«*+TifT««+ ).8m2@ 

—  GiT«*  +  TÄT«'+ ).Hin40 

—  (Wty«'+ ).8m60 


Soll  das  Integral  von  «=0  (oder  0<=»  \n)  anheben,  so  müsste 
ine  Constante  C= [l -(i)»«»  -  (H)'- -^- 1  ^  hi°- 


eme 
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zugefügt  werden.  Lässt  man  aber  das  Integral  von  0=0  (oder 
x=^a)  anheben,  so  ist  keine  Constante  nöthig.  Setzt  man  dann  für 
@  einen  beliebigeii  Werth,  @(^=acos  @),  so  hat  man  das  Integral 
von  ©=0  bis  0=0  (a;s=a  bis  ir=aeos0)  durch  eine  gut 
convergirende  Reihe,  wobei  jedoch  zu  beachten,  dass  die  Länge 
des  erhaltenen  Bogens  nicht  vom  Scheitel  der  kleinen  Achse, 
sondern  von  dem  der  grossen  an  gerechnet  wird.  Wir  erhalten 
demnach  die  Länge  des  elliptischen  Bogens,  dessen  Endpuncts- 
abscissen  x=a  und  ir=a.cos0. 

Win  man  einen  ganzen  Quadranten  haben,  so  muss  man 
0=^72;  setzen,  imd  dann  ist 

270. 

Die  Integration  durch  eine  unendliche  Reihe,  wenn  über- 
haupt möglich,  führt  in  der  Regel  auf  grosse  Weitläufigkeiten, 
indem  £ast  immer  erst  Substitutionen  oder  Umformungen  vorge- 
nommen werden  müssen,  um  eine  convergente  Reihe  zu  erhalten, 
dann    auch    die   Reihe   nicht   rasch   genug   convergirt.      Kann 

man   aber  in  dem  zu  suchenden  bestimmten  Integral  1  f(x)dx 

Xo 

den  Werth  von  f(x)  flir  jeden  Werth  von  x=^Xq  bis  x^=^x  in 
Zahlen  berechnen,  so  giebt  es  noch  andere  Methoden,  nach 
welchen  man  dann  das  Integral  näherungsweise  findet.  Von 
diesen  Methoden,  die  sogenannte  numerische  oder  mechanische 
Integration  (Quadratur),  die  besonders  häufig  in  der  höheren 
Mechanik  bei  Berechnung  der  Störungen  der  Planeten-  und 
Cometen-Bahnen  angewandt  werden,  wollen  wir  in  nachstehenden 
Paragraphen  drei  mittheilen. 


271. 

1.  Methode.    Theüt  man  das  Intervall  x^=Xqj   innerhalb 
dessen  das  Integral  ff{x)ix  genommen  werden  soll,  in  w  gleiche 

Theile  und  setzt  Kürze  halber = A  ^  so  ist  zufolge  §  222, 

für  ein  kleines  Ä  näherungsweise 
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X 


«0 
X 


ff(x)da!=h[f(Xo  +  h)  +  f(xo+2h)+f(xo  +  Sh)  + . . . . +f(x) 


^0 


Beide  Beihen^  von  welchen  die  eine  zu  viel,  die  andere  zu 
wenig  giebt,"")  kommen  dem  gesuchten  wahren  Integral  desto 
näher,  je  grösser  n  oder  je  kleiner  h  ist.  Der  Unterschied 
beider  ist  [fix) — f(xo)].h. 

Nehmen  wir  von  der  Summe  beider  Reihen  das  Mittel,  so 
ist  näherungsweise 

X 

.    //(a;)cZa:=Ä[i/-(^o)4-/(^o  +  Ä)  +  /(a^4-2A)  + 

Um  die  Genauigkeit    dieser  Formel   an   einem   bekannten 

2 

r  dx 
Fall  zu  prüfen,  wollen  wir  darnach  das  Integral     Iyji — 2   ^ 

1 
rechnen,'  welches    uns  in  geschlossener  Form  bekannt  ist  und 
aus  den  gewöhnlichen  Tafeb  bis   auf  sieben  Decimalen  genau 

mithin 
2 

^=arc(tg=2)-arc(tg=l)=arc(tg=i).  (Trig. §  100, 43.) 


/^ 


l-i-x' 
1 
Schlägt  man  den  Winkel  q>  auf,    dessen  tg=-^  ist,    so  findet 

man  qp=18®26'5",8.    Die  Länge  des  hiezu  gehörigen,  mit  dem 

Radius  =  1  beschriebenen  Bogens  ist  =7r  .  z^  =  0,32175053. 

Es  ist  mithin 
2 

j^,=arc(lg=i)  =  0,32175053. . 

1 


2 


*)  Wäre  y(a;)  innerhalb  des  Intervalls  o; — Xq  bald  wachsend,  bald 
abnehmend,  so  könnte  die  eine  Reihe  das  Integral  zufällig  ganz  genau 
geben. 
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Unsere  Formel  (worin  /(a;)  =  ,  .,  «»  =  1»  x=2)  giebt 
uns,  indem  wir  das  Intervall  in  n=4  Theile  theilen,  also 
Ä== — j — =^  setzen, 

2 

1 
also,  wie   die  Vergleichung  zeigt,   nur  bis  auf  eine   Decimale 

genau.    Weil  aber  /(a?)=g.        ,  in  dem  angegebenen  Intervall 

stets  abnehmend  ist,  so  giebt  die  Formel  für  ein  grösseres  n 
auch  ein  genaueres  Resultat. 
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2.  Methode.  Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatz  (§  46) 
ist  immer  (wenn  f(x)  und  ihre  Derivirten  als  continuirlich  vor- 
ausgesetzt werden,  und  dort  statt  der  veränderlichen  Grösse  x 
die   Constante   a^j   und  x — Xq    statt   Ax  gesetzt  wird),   weil 

wo  das  Intervall  x  —  Xo  so  klein  sein  muss,   dass  die   Keihe, 
wenn  nicht  endlich,  convergent  wird. 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  dx  und  integrirt  von  Xq 
bis  Xf  so  hat  man"") 


•>  Es  ist 

//(a?o)dir=/(a5b).a;  +  C,  mithin 


jf{xo)dx=f{xo).x—f{xo).x^=-{x— 


Ebenso  ist 


lf{x,,).{x—x^)da=f{x^)S^^—^^+C,  mithin 

* 

Lttbsen,  InflniteBirnftl-Beohmiiig.    6.  Aufl.  18 
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X 

Setzen  wir  Kürze  halber  das  Intervall  x — a^^=hy  so  ist*) 


/ 


f{a:)dx=h[f{x,)  +  ^fM  +^ .  r  (^o)  4- 


1.2'  ^"^"^  '  1.2.3  '   ^"'"^  •       'J ^'^* 

Um  in  spedellen  Fällen,  wo  nftmlich  f(x)  gegeben  ist,  die 
Differentialquotienten  f(x),  f\x)  etc.  nicht  entwickeln  zu 
brauchen,  nehmen  wir  an,  der  Werth  der  eingeklammerten 
Reihe  lasse  sich  kürzer  und  mit  hinreichender  Genauigkeit  durch 
die  Summe  der  drei  Functionen  f{x^) ,  ({xq  +  \K) ,  f{xQ  +  Ä), 
welche  jede  aber  noch  mit  einem  erst  zu  bestimmenden  Ck)ef- 
ficienten,  o,  c,  o",  multiplicirt  ist,  darstellen.'"'*')    Es  sei  nämlich 

oder,  indem  wir  linker  Hand  fix^+^h)  und  fix^+K)  nach  dem 
Taylor' sehen  Lehrsatz  entwickeb. 

Damit  nun  die  bedeutendsten  Glieder  der  linken  Seite  mit 
so  vielen  Gliedern  der  rechten  als  möglich  übereinstimmen,  hat 


*)  Wäre  z.  B.  f{x)=x^,  also  f(x)=^Sx^  fXx)  =  6x,  f\x) 
=  6,  so  ist 


an 

/ 


/^4 

x^dx=—  +  Cj  mithin  für  äo=3  und  Ä  =  2, 

d+2 

54       34 

x^dx  - -: —  =  136,  aber  auch 

4        4 

8 

8+2 


=  136. 


8 

**)  Nimmt  man  mehr  als  drei  Functionen  (am  besten  eine  ungerade 
Anzahl),  so  wird  die  Näberungsformel  genauer,  aber  auch  weitläufiger. 


i 
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/        // 


man  zur  Bestunmung  der  fraglichen  constanten  Factoren  c,  e^  c 
die  BedingungBgleichungen 


c  +  c  +c  =1 


// 


t+«=i 


}  hieraus 


ff 


-4--=* 
8^2.    * 


Unsere  Annäherongsformel  wttre  also 

mdx^^[f(xo) + 4  nxo+ih) + f(xo + Ä)j. 

Beispiel.    Für  /r+^  ^*  ™*"  ^^^^  ~T+x' 


/ 


«0=1,  A=l, 


mithin 

2 


1 
also  bis  auf  vier  Decimalen  genau.'") 

Anmerkung.  Man  kann  diese  Näherungsformel  statt  der 
Simpson' sehen  benutzen,  so  wie  auch,  um  den  Cubikinhalt 
solcher  Körper  zu  bestimmen,  die  durch  Umdrehung  einer  un- 
bekannten, jedoch  nur  einförmig  und  wenig  gekrünmiten  Lmie 
um  eine  Achse  entstanden.  Sei  z.  B.  die  halbe  Länge  eines 
Fasses  =A,  der  Durchmesser  des  Bodens  ==a,  der  des  Spun- 
des =  c  und  der  mitdere  «»&,  durch  unmittelbare  Messung 
gefimden.  Wäre  die  Gleichung  der  Erzeugungslinie  bekannt, 
y=f(x)y  so  wäre  nach  §  251   der  Inhalt  des  ganzen  Fasses 

h 

\^27tl{fxy.dx.     Da   nun  hier  /(iro)=4a,  /(ajo  +  iÄ)=ib, 

0 

f{^  +  K)=\Cj  so  ist  näherungs weise  auch 

Diese  Formel  ist  von  jeder  Hypothese   über  die  Art  der 


*)  Ist  das  Intervall  zu  gross,  so  kaxm  man  es  in  kleinere  theileu 
und  dieselbe  Näherungsformel  wiederholt  anwenden. 

18* 
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krummen  Linie  unabhängig  imd  deshalb  der  Lambert*8chen 
Formel  vorzuziehen. 

378. 

3.  Methode.  Noch  genauere  Näherungsformehi  hat  Gauss 
angegeben.  Eme  davon,  welche  wir  mittheflen  wollen,  lässt  sich 
folgendermaassen  ableiten.     Setzen  wir  in 


I 


f{x)dx 


die  untere  Grenze  Xq^=^  h  — 1%,  so  wird  die  obere  =  6  -f-  |ä,  daher 

x^+h  H-i* 

jf{x)dx=.jf{x)dx. 

Setzen  wir  noch  rechter  Hand  a=:b+Uj  mithin  dx=dUy  so  ist 

^+*         H-}  -H* 


f(x)dx=  f(x)dx=  fib +ü)du. 


xo  b-{h  -|A 

Es  ist  wohl  klar,  dass  in  dem  letzten  Integral  in  Bezug 
auf  u  die  entsprechenden  Ghrenzen  —Ih  und  +j%  sdn  müssen. 
Denn  setzt  man  — |A  statt  u,  so  kommt  dasselbe,  als  wenn 
man  im  mitdem  Int^;rale  b  —  |A  statt  x  setzt. 

Letzteres  Integral  lässt  rieh  durch  diesen  Kunstgriff  in  eine 
Reihe  entwickeln.    Es  ist  nämlich 


u*  .    ^,,,,.     tt« 


/(6+ti)=/(6)+r(6).u+r(6).f;2+^''(*^-ii3'^'- 

Beiderseits  mit  du  multiplidrt  und  integrirt,  konmit 


/ 


Nehmen  wir  nun  dies  Integral  von  w=7-^Ä  bis  u=4-iÄ, 
so  wird  die  Constante  C  eliminirt  und  wir  hab0[i,  da  (was  ge- 
rade beabsichtigt  wurde)  alle  gerade  Potenzen  von  h  herausfallen 
und  nur  halb  so  viel  Glieder  bleiben, 

7«'+«)*-»h+(4)'fS-+(4)*iS+- 
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Nehmen  wir  nun  an,  die  eingeklammerte  Beihe  lasse  sich 
mit  hinreichender  Annäherung  durch  zwei  Functionen,  f(b  +  mJi) 
und  /(64-wÄ),  welche  jede  aber  noch  mit  einem  Factor,  i, 
resp.  h'j  multiplicirt  ist,  ausdrücken,  so  dass  nämlich 

i./(6^-«Ä)+*^/(6^-m'Ä)=f(&)+^^»^-^•lffl;5+. . . 

Werden  die  beiden  Glieder  linker  Hand  nach  dem  Tay  lor'- 
schen  Lehrsatz  entwickelt,  so  muss  zur  Erreichung  unserer 
Absicht  die  Entwickelung  nothwendig  so  beschaffen  sein,  dass 
alle  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  h  von  selbst  aus- 
faUen.  Dies  fordert  aber  offenbar,  dass  erstens  die  beiden 
Coefficienten  Tcj  K  einander  gleich  sind,  und  zweitens,  dass 
m=  —  m  ist.  Um  femer,  der  einfachen  Rechnung  halber,  die 
Quadrate  der  Coefficienten  m  und  — w  zu  vermeiden,  da  beide 
in  der  Entwickelung  mit  h  zugleich  in  geraden  Potenzen  vor- 
kommen, setzen  wir  w  =  yg,  dann  ist 


k.f(b+hyq)^k[m+hyq.m  +  h*q-^-Y§+f''9'^-Jj^+--]> 


also 

Aus  2k=l  und  hj=^ix  folgt  äj=|  und  g=-^f.    Die  Nähe- 
rungsformel wäre  also 

fc+«)du=//-(«)(k=Ä[i/(6+^)+4f(6-:^)], 

-{k  6-Jä 

oder  h — ^Ä«=a\),  also  &=iCb  4-iA  gesetzt,  so  geschrieben: 

274« 

Entwickeln  wir  die  Näherungsformel  mit  drei  Gliedern,   so 
kann  man  annehmen,  es  sei 


•  •> 


278 
mithin  mit  Benutzmig  yoriiergehender  Entwickdung 

TWr-  4  1.2.8 "^161.2.3.4.5'^' ' ' ' 

2=A?  *=A;  *'==*> 

Eine  vierte  Methode  ist  in  der  7.  Auflage  der  Analysis 
(S.  200)  angedeutet 


Zwanzigstes  Buch. 


iBtegration  der  Differential-ßleichangen. 


I.   Difi^rentialglelohimgen  erster  Ordnung  ersten  Grades. 

275. 


Jede  Gleichung,  in  welcher  veränderliche 
Ghrössen  mit  ihren  Dififerentialen  oder  Differentialquotienten,  oder 
auch  bloss  Differentiale  mit  Constanten  vermischt  vorkommen, 
heiBst  eine  Differentialgleichung.  Die  primitive  Gleichung 
zwischen  den  veränderlichen  Grössen  dagegen,  aus  welcher  die 
Differentialgleichung  ihren  Ursprung  hat  und  durch  arithmetische 
Operationen  daraus  abgeleitet  werden  kann,  wird  die  ent- 
sprechende Integralgleichung  genannt  Diese  primitive 
oder  sogenannte  Integralgleichung  muss  also  so  beschaffen  sein, 
dass,  wenn  daraus  die  Werthe  der  abhängig  veränderlichen 
Grösse  imd  ihre  Differentiale  gezogen  und  in  die  Differential- 
gleichung substituirt  werden,  derselben  Gentige  geleistet  wird. 
So  ist  z.  E.,  um  das  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 


v 


i+ii'=« (■) 


eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen 
und  die  hiezu  gehörige  Integralgleichung,  wenn  man  x  als  ab- 
solut veränderlich  betrachtet,  ist 

y«  +  ir«=ra* («). 


280 


Denn    zieht    man    aua   (2)   die  Werthe  y  und   -^,   nämlich 

y=Va' — x'  und  -^= ,  und  substituirt  sie  in  (1), 

dx         ya'—x* 

BO  wird  derselben  Genüge  geleistet,  denn,  weil  1  +  j  -^=~2      r 


80  ist 

Va^  —  xK 


l/— ^-=a 
f  a"^  —  X* 
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Auf  die  Frage,  wie  man  auf  Differentialgleichungen  kommt, 
können  wir  vorläufig  nur  antworten,  dass  dies  sehr  häufig  der 
Fall  ist  bei  den  Anwendungen  der  Mathematik  und  Geometrie, 
Mechanik  und  Physik,  wo  man  den  Zusammenhang  veränder- 
licher Grössen  (Ursache  und  Wirkung)  aus  bekannten  Eigen- 
schaften oder  Bedingungen  sucht,  die  man  nicht  anders,  als 
durch  DiflFerentiale  und  Differentialgleichungen  ausdrücken  kann. 
Fragt  man  z.  B.,  welches  ist  die  krumme  Linie,  deren  Normale 
fiir  alle  Puncte  dieselbe,  =a  ist,  so  wttrde  man,  um  diese 
Eigenschaft  der  gesuchten  Linie  auszudrücken,  nach  §  49,  als 
Bedingungsgleichung  die  DifiTerentialgleichung 

aufstellen  und  hieraus  die  firagliche  Beziehung  (Integralgleichung) 

zwischen  x  und  y  finden  müssen.    Fragt  man,   welche  krumme 

Linie  ist  so  beschaffen,    dass  (tir  jeden  ihrer  Puncte  die  Sub- 

tatigente  gleich  der  doppelten  Abscisse  ist,   so  würde  man  diese 

cLk 
Bedingung  (Eigenschaft)  durch  die  Differentialgleichung  y-^^=2x 

ausdrücken  mtLssen  (§  49). 

Bevor  wir  solche  Art  Aufgaben,  deren  wir  im  folgenden 
Buche  mehrere  au&tellen  werden,  lösen  können,  müssen  wir  erst 
die  Methoden  kennen  lernen,  um  zu  gegebenen  Differentialglei- 
chungen die  ihnen  entsprechenden  Integralgleichungen  zu  finden. 

277. 

Der  Ordnung  halber  hat  man  sämmtliche  Differenti&lglei- 
chimgen  in  Abtheilimgen  gebracht,     füne  Differentialgleichung 
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gehört  nämlich  zur  Isten,   2ten,  3ten. . .  Ordnung,  je  nachdem 

darin  das  Iste,  2te,  Sie... . .  Differential  (dy,  dhfj  d^ )  der 

abhängig  veränderUchen  Grösse  vorkommt;   femer  zum  Isten, 
2ten,  3ten. . .  Ghrade,  je  nachdem  das  Differential  der  abhängigen 

Grösse  in  der  Isten,   2ten,  3ten Potenz  (dy^  dy^,  dy^ ) 

darin  enthalten  ist 

Wir  betrachten  hier  zunächst  diejenigen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  und  ersten  Grades,,  welche  nur  zwei 
veränderliche  Grössen,  x,  j/,  enthalten  und  sehen  x  als  absolut 
veränderUch  an«  Bemerken  müssen  wir  übrigens  noch,  dass  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  £äst  immer  mit  grossen 
Schwierigkeiten  verbunden  ist  und  dass  hier  nur  wenige  all- 
gemeine Methoden  gefunden  worden  sind. 

278. 

1.  Methode.  Unmittelbare  Integration,  wenn  die 
Differentialgleichung  ein  vollkommenes  Differential  ist,  d.  h. 
als  durch  unmittelbares  Differentiiren  einer  primitiven  Function, 
F(a?,y)='0,  entstanden  betrachtet  werden  kann. 

Zufolge  §  136  erhält  man  das  Differential  einer  Function, 
F(a;,y)=sO,  indem  man  sie  so  differentiirt,  als  wenn  sowohl  y 
als  X  absolut  veränderlich  wäre,  nämlich: 

(f)*+(S)-=«- 

Femer  folgt  aus  §  164  (indem  man  dort  z=0  setzt),  dass 
es  einerlei  ist,  ob  man  F(a;,j/)  =  0  erst  in  Bezug  auf  x  und 
darauf  wieder  in  Bezug  auf  y  differentiirt,  oder  in  umgekehrter 
Ordnung  verfährt  und  erbt  in  Bezug  auf  y  und  dann  auf  x 
differentiirt,  in  Zeichen 


{!Sy)^y'-i^h^' 


Dies  vorausgeschickt,   bemerke  man,    dass  eine  jede  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnimg  ersten  Grades  sich  immer  auf 

die  Form 

TAdy  +  'Sdx=0 

bringen  lässt,   wo  M,  N  im  Allgemeinen  Functionen  von  x  und 
y  sind. 

Wäre  nun  in  dieser  Differentialgleichung  zufäUig 


\dxJ~\dyJ' 
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wovon  man  sich  durch  wirkliche  Differentiation  lacht  Überzeugen 
kann,  so  könnte  man  die  Differentialgleichung  Mrfy4-Ndr='0 
als  ein  vollkommenes  Differential,  d.  h.  als  durch  unmittelbares 
Differentiir^n  einer  Function  von  x^  y  entstanden  denken  und 
dann  auch  diese  Function  (die  Integralgleichung)  durch  un- 
mittelbares Integriren,  d.  h.  ohne  neue  Kunstgriffe,  nach  den 
im  Vorhergehenden  gezeigten  Metiioden  finden,  indem  man  nur 
eins  der  beiden  Glieder,  z.  B.  Mäy,  in  Bezug  auf  y  integrirt 
und  dabei  x  einstweilen  als  constant  ansieht,  dem  gefundenen 
Integral  jedoch  (weil  es  noch  ein  Glied  in  x  allein  enthalten 
kann)  noch  eine  unbestimmte  Function  von  Xj  die  wir  mit  q>{oi) 
bezeichnen  wollen,  hinzufügt  Was  q>{x)  sein  muss,  ergiebt 
sich  dann,  indem  man  das  erhaltene  Integral  rückwärts  wieder 
differentürt  und  den  Differentialcoefficient  von  dx  mit  N  ver- 
gleicht oder  :=N  setzt 


279. 

Beispiel  1.  Man  suche  die  entsprechende  Integralgleichung  zu 
3y*^-*8a7ycir4-3ä;*dir=4c*dy (i) 

Auflöflong.  Die  Differentialgleichung  (1)  lässt  sich  erstlich 
so  schreiben: 

(3y«— 4r«)(ty-h(3fl;«— &iy)cir— 0 («) 

Um  zu  erkennen,  ob  diese  Differentialgleichung  als  durch 
unmittelbares  Differentiiren  entstanden  betrachtet  werden  kann, 
hat  man,  da  hier  M=3y* — ix^  und  N  =  3a?*  —  %xy  ist, 


=  -«.,  (f)=-8. 

Da  nun  (■^)  =  ("j~)>  ^o  ist  die  Gleichung  (1)  em  vollkom- 
menes Differential,  mithin  die  Integralgleichung 

f(9y'—ix^)dy^y^—4xhf  +  ip(x)=a  ^ 

Die  Differentiation  des  gefiindenen  Integrals  giebt 
{9y*-'ix^)dy=[—8a!y  +  (pia)]da!=0 (a) 
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Diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (2)  reiflichen,  giebt 

Die  zu  (1)  oder  (2)  gehörige  Integralgleichung  ist  mithin 

y^—4xhf+x^  —  C. 

280. 
Beispiel  2,    Die  zu  integrirende  Differentialgleichung  sei 

(2ay+hx+h)dy+{2ex  +  by+k)dx=i) (i) 

=h,  daher  ist 


dS\ 


I' 


(2ay  +  bx  +  h)dy=ay^  +  bxy+hy  +  g>(x)=C. 


Dies  gefundene  Integral  wieder  differentiirt|  kommt 

(2ay  +bx+h)dy+[by+ q>\xy\dx  =0. 

Dies  Differential  mit  (1)  verglichen,  giebt 

q>Xx)  (te«=  (2€a?  +•  i)  di , 

Die  gesuchte  Integralgleichung  ist  also 

281. 
Beispiel  8.    Uan  integrire  folgende  Gleichung: 

xdy — ydip==0 (i) 

Auflösong.     Hier  ist   (-j-)^=l   ^^id   f-^j  =  — 1,   die 

Gleichung  (1)  also  kein  vollkommenes  Differential,   daher  auch 
nicht  unmittelbar  zu  integriren.    Multiplidrt  man  sie  aber  mit 

— ,  so  erhält  man 

—  «dy da?=0 (a) 

y  X 
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In  dieser  Gleichung  (2)  ist  nun  f--=- j==f-^  j  =  0,  dieselbe 
also  jetzt  ein  vollkommenes  Differential  und  ihr  Integral 

oder,  indem  man  von  den  Logarithmen  auf  die  Zahlen  übergeht, 

Anmerkung.  Hier  wurde  ein  unvollkommenes  Differential 
(1)    durch   Beifiigung  eines   sogenannten    integrirenden   Factors 

(— j  zu  einem  vollkommenen  Differential   gemacht     Dies   hat 

nun  schon  frühe  die  Frage  hervorgerufen,  ob  wohl  auch  in 
allen  andern  Fällen,  wo  eine  Differentialgleichung  kein  voll- 
kommenes Differential  ist,  dieselbe  vermittelt  eines  int^riren- 
den  Factors  darauf  gebracht  werden  könne,  und  ob  sich  dieser 
Factor  nach  einer  bestimmten  Regel  finden  lasse.  Euler,  der 
sich  mit  dieser  Untersuchung  sehr  viel  beschäftigt  hat,  ist  zu 
keinem  erwünschten  Resultate  gelangt.  Dass  eine  Differential- 
gleichung ein  vollkommenes  Differential  wäre  oder  durch  einen 
integrirenden  Factor  dazu  gemacht  werden  könne,  muss  als 
reiner  ZufisJl  beteachtet  werden,  weshalb  wir  uns  auch  nicht 
länger  hierbei  aufhalten  wollen. 

282. 

2.  Methode.  Durch  Separation.  Kann  man  die  ver- 
änderlichen Grössen  einer  Differentialgleichung  von  einander 
sondern,  so  kann  auch  allemal  die  Integration  der  Gleichung 
nach  den  früheren  Regeb  der  Integralrechnung  bewirkt  werden. 

So  folgt  z.  B.  aus  • 

ady=yda;^ 
dy da 

ly=lx'i'lc  =  l(cx), 
Beispiel.    Aus  ^xdy  +  ydx^=^0  folgt 
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3^  +  ^=0, 
3  ^+  lx'=lCj 

y^x  =  c. 

283. 

3.  Methode.  Durch  Substitution.  Die  Separation  ge- 
lingt immer  durch  Substitution  einer  dritten  veränderlichen  Grösse, 
wenn  die  Differentialgleichung  eine  homogene  ist,  d.  h.  wenn 
die  Summe  der  Exponenten  der  veränderlichen  Grössen  in  jedem 
Gliede  dieselbe  ist    Man  habe  z.  B.  die  Gleichung 

x^dx  +  y^dx  +  xydy  =  0 (i) 

Da  hier  die  Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  =2^ 
oder  jeder  Coefficient  der  Differentiale  von  gleich  hohem  (2ten) 
Grade  ist,  so  ist  die  (jl^leichung  (1)  homogen.    Man  setze  nun 

y=txj  mithin  dy=xdt+tdx,  so  ist 
x^dx  +  t^x^da + x^tdt + xH*dx=  0 , 
dx+t*dx+xtdt+t*dx=Oj 
{l+2t^)dX'{'Xtdt^0, 
dx        tat    ^ 

Jetzt  für  t  seinen  Werth  ^  zurückgesetzt, 

lla!+\l(x»+2y')^lc, 

h;+^l(a!*+2y*)  =  2le, 

l[x.(x»+2y')i]  =  k*, 

284. 

Anfigabe.    Man  integrire  folgende  Gleichung: 

(« + y)(lc  +  (y — a;)  rfy — 0. 
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AnfiSsung.    Da  diese  Differentiaiglachung  homogen  ist,  so 
setze  man  wieder  yi^^tu-  etc.,  so  erhält  man 

dx     Jdt  dt 

Ol  "^ l+'t*~ T+T*' 


lc+h:+ 1  (l  +  |Jy=arc%  |-, 

SD 


285. 

Auch  in  Fällen,  wo  die  Differentialgleichung  nicht  homogen 
ist,  gelingt  die  Integration  oftmals  durch  passende  Substitutionen. 
Man  habe  z.  B.  die  Gleichung 

adx=^{y — x)dy. 

Setzt  man  y — x^=u^  mithin  dx=di/  —  dUj  so  ist 

(zdy — adu^^fidy, 

.  cuiu 

^""a — w' 

y=c — äl(a — tt), 

y=c  —  al(a+x  —  i/). 

In  Cauchj's  le^ons  kommen  viele  künstliche  Integrationen 
durch  wiederholte  Substitutionen  vor. 

286. 

Eine  hierh^  gehörende  merkwürdige  Integration  gewährt 
noch  eine  zuweilen  vorkommende  Differentialgleichung  von  d^ 
Form 

dy+y.Y{x)dx=^f{x)clXj 

worin  F(a;)  und  f{x)  gewisse  Functionen  von  x  sind.  Diese 
Glachung,  welche  sehr  unpassend  linear  genannt  wird,  lässt 
sich  auf  verschiedene  Weise  integriren. 

Betrachtet  man  y  als  Product  zweier  noch  zu  bestimmen- 
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den  unbekannten  Functionen  von  x^  <Ue  wir  kurz  mit  ^  und  z 
bezeichnen  wollen  und  setzen  also 

y  =  tzy  mithin  dy^^^^zdt-^-tdzy  so  ist 

zdt'\-tdz  +  izF(x)dx — f(x)dxj 

[tdz  +  tz .  F(x) .  dx]  +  [zdt^f{x)dx]  =  0. 

Dieser  Gleichung  wird  offenbar  Genüge  geleistet,  wenn  jeder  der 
eingeklammerten  Theile  fttr  sich  ==0  ist.  Dies  giebt  ims  zur 
Bestimmung  der  beiden  Functionen  t  und  z  die  beiden  Be- 
dingungsgleichungen 

tdz+tz.F(x),da=0;  zdt—f{x)dx=0, 

^ F(x)dx,  ^      dt=^f^^, 

Z  Z  ' 

h JF(x)dx,  ät^^., 


=ft 


/' 


y=e-/F(«)^  //(a:)(ii?. ß/F(«)^. 


n.     Difierentialgleiohungen  erster  Ordnung  hohem  Grades. 

287. 

Wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  die  Auflösung  der 
hohem  Gleichungen  verursacht,  müssen  wir  uns  hier  auf  die  In- 
tegration der  Differentialgleichungen  zweiten  Grades  (§  277)  be- 
schränken, um  so  mehr,  da  schon  diese  oft  mit  grossen  Schwie- 
rigkeiten verbunden  ist  Von  den  Methoden,  welche  man  hier 
aufgestellt  hat,  merke  man  sich  folgende  drei: 

288. 

1.  Methode.  Indem  man  die  Wurzeln  sucht,  d.  h. 
auf  den  Differentialquotienten  reducirt  Man  habe  z.  B.  folgende 
Differentialgleichung  zweiten  Grades 

dy^  —  aa?d!flj*=0,  so  ist 

dx^  ' 


S=±V«^, 


dx 
dy — Vax,dx  =  Q\  dy-\-Vax.dx=0. 
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Die  vorgegebene  Differentialgleichimg  zerfällt  also  in  zwei  ver- 
schiedene, deren  Product  sie  ist.  Es  müssen  also  anch  zwei 
Integralgleichungen  ihr  Genüge  leisten.   Diese  sind  hier 

Beide  Gleichungen  lassen  sich  aber  auch,  wenn  man  will, 
in  eine  einzige,  gleichsam  allgemdnere  Int^ralgleichung  zusam- 
menfassen, nämUch  (Höhere  Geom.  pag.  26,  4) 

oder  auch,  weil  die  Constanten  beliebig  sind,  also  auch  gleich 
sein  können  Cj  =  c^  =  c, 

(y+.C—ia^xi)(j/  +  c+ia^xi)  =0, 

Anmerkung.  Es  ist  klar,  d^AS  eine  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  nten  Grades  im  Allgemeinen  n  verschiedene 
Wurzeln  hat,  mithin  auch  n  verschiedene  Integralgleichungen, 
so  wie  auch  deren  Product  ihr  Genüge  leisten  müssen.  Die 
n  Wurzeln  zu  finden ,  gelingt  aber  selten,  und  wenn  man  sie 
auch  hat,  noch  seltener  die  Integration  derselben. 


289. 

2.  Methode.    Wenn  die  Coefficienten  der  Differentiale  blosse 
Functionen  von  einer  und  derselben  veränderlichen  Grösse,  z.  B. 

von  X  sind.     Alsdann  kann  man  auch,  -^«sjp   gesetzt,     die 

dx 

Differentialgleichung  auf  x  redudren  und  x  als  Function  von  p 

ausdrücken.    Angenommen,  es  sei 

^=g>(p) (0 

Weil  nun    j^=F;  mithin 

dy=pdx («) 

so  giebt  letztere  Gldlchung  integrirt  (§  201) 


y=px—ja 


xdp (s) 

Setzt  man  in  (3)  statt  a:  seinen  Werth  aus  (1),  so  ist 
y=p.(p(p)—  (p(p)dp  +  C (4) 
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läast  aidi  nun  die  in  (4)  angedeutete  Integration  wiriüich 
aoaftüiren  und  dann  aus  (1)  und  (4)  p  eliminiren,  so  hat  man 
eine  oder  mehrere  primitive  Gleichtmgen  zwischen  x,  y. 

290. 

S.  Methode.  Durch  Differentiation,  wenn  die  Differential- 
gleichung sich  zuflülig  auf  die  Form 

y=px+q>(p) (i) 

bringen  läast,  wo  jp  =  -p  (s.  §  12)  imd  q)(p)  irgend  eine  Function 

von  p  ist.    Denn  differentiirt  man  die  Gleichung  (1),  so  kommt 

dy^^^pcbc+xdp  +  (p(p)dp 

oder^  weil  dy=pdx  ist, 

[x+q>(p)].dp=0 («) 

Dieser  Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise  Genüge  ge- 
leistet werden,  nämlich  für 

dp  — 0 (s) 

x+(p'(p)=0... (4) 

Aus  (8)  folgt  durch  Integration  p^=^C.  Subetituiren  wir 
diese  für  p  gefundene  Constante  C,  welche  offenbar  ganz  will- 
kürlich ist,  in  (1),  so  haben  wir  eine  der  Differentialgleichung 
(1)  entsprechende  Integralgleichung  zwischen  Xy  y  und  der  will- 
kürlichen Constante  (7,  nämlich 

y  =  ßr+y(0 (5) 

Beduciren  wir  dagegen  (4)  auf  p ,  so  erhalten  wir  p  als 
Function  von  X]  angenommen,  es  sei  p  =  xf;{x).  Wird  nun 
auch  dieser  Werth  (Werthe)  von  p  in  (1)  substituirt,  so  erhalten 
wir  noch  eine  andere  (mehrere)  der  Gleichung  (1)  Genüge  lei- 
stende Gleichung  zwischen  x  und  y,  nämlich 

y=^x.xp{x)  +  (p[ip(x)] (6) 

welche  aber  aus  dem  Grunde  kein  wirkliches  Integral  der 
Gleichung  (1)  genannt  werden  kann,  weil  sie  keine  willkürliche 
Constante  enthält,  die  zu  jedem  Integrale  erforderlich  ist 

Alle  solche  ohne  Integration  gefundenen  Gleichungoa, 
welche  einer  Differentialgleichung  Genüge  leisten,   nennt  man 

Llkteen,  Inflnitesimal-Bechnang.     6.  Auf.  19 
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besondere  Auflösungen,  zur  Unterscheidung  von  dendurdi 
wirkliches  Integriren  gefundenen  Integralgleichungen.  (Wir  wer- 
den im  nächsten  Buche  diesen  merkwürdigen  besondern  Auf- 
lösungen eine  geometrische  Bedeutung  unterbreiten.) 

291. 

Aufgabe.    Man  integrire  folgende  Differentialgleichung: 

ydx — ady=a'Vdx^+dy^, 

Auflösung.    Hier  lässt  sich  am  besten  die  3.  Methode  an- 
wenden.   Man  hat  nämlich 

y=px+-a'V\+p^ (i) 


(.. 


<fo = »<fo + awto  + -Tr==: .  dp , 

^Y^)'^=^ W 

Aus  (^  =  0  folgt  |)  =  C  und,  in  (1)  substituirt,  dielnt^ral- 
gleichung 

y  =  Cx+äVl  +  C^ (i) 

^"^  ^"^VT^^^""^  ^^^^  =  ^,/  /  ~\  und,  in  (1) 
substituirt,  als  besondere  Auflösung 

y=Va»— ^» (2) 

m«     Diffbrentialgleiohiingen  höherer  Ordnungen. 

292. 

Es  ist  wohl  vorauszusehen,  dass  die  Integration  der  Diffi»- 
rentialgleichungen  höherer  Ordnungen  noch  bedeutend  schwie- 
riger sein  muss,  als  die  der  ersten  Ordnung.  In  der  That  giebt 
es  auch  hier  nur  sehr  wenige  und  ganz  blondere  Fälle,  wo  die 
Integration  möglich  ist  Die  wichtigsten  dieser  besondem  Art 
Gleichungen  (von  denen  die  Mechanik  einige  au%e8te]lt  hat) 
wollen  wir  hier  in  einer  schickKchen  Ordnung  folgen  lassen.  Der 
Kürze  und  des  leichtem  Ueberblicks  halber  bezeichnen  wir  die 

Differentialquotienten  ^>  3-^ wie  übUch  mit  p ,  gr,  r , . . . 

(s.  §  38),  so  dass  also 
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dy  d^y     dp  d^y      da 

dx     ^'    äx*     ix     ^'     (&»~(fe     '^'  ®^' 


293. 

L  FalL  Wenn  ein  Dlfferentisdqaotient  sich  als  Function 
des  nächst  vorhergehenden  darstellen  Iftsst: 

Alsdann  drücke  man  den  höchsten  Differentialquotienten 
als  Function  des  nächst  vorhergehenden  aus  etc.,  bis  man,  wie 
folgende  Beispiele  zeigen,  auf  eine  primitive  G^leichung  zwischen 
X  und  y  kommt,  indem  wir  auch  hier  wieder  o;  als  die  un- 
abhängig veränderliche  betrachten. 

294. 

Aufjsabe  1.    Man  integrire  folgende  Gleichung: 

d^^^'^Xd^' 

diD 
Auflösung.    Hier  ist  2  =  qp(p),  also  -^^(p(p)j  folglich 

dx^-^ 
q)(py 

Femer  ist  dy=pdXj  und  hierin  den  Werth  von  dx  gesetzt, 

,        pdp 


-/i 


%+^ w 


Lassen  sich  nun  beide  angedeutete  Integrationen  ausfuhren, 
so  erhält  man  durch  Elimination  des  Differentialquotienten  p 
aus  (1)  imd  (2)  —  vorausgesetzt,  dass  auch  diese  Elimination 
mögUch  ist  —  die  verlangte  Gleichung  zwischen  a;,  y  und  den 
beiden  Constanten  Ci  und  C^. 

19* 


292 


295. 

Aufgabe  2.    Man  integrire  die  Gleichung 

AufLosimg.    Hier  ist  r=qp(g)y  also  ■-ß'=^g>ii)j  mitihiii 

'^  +C, (0 


''~JW) 


Femer  dp  =  qdx=q — ^,  mitiim 


-ß 


^)+'^- 


Ferner  du=p.dx  =  — rri/    /^  +  Cj>,  mithin 

Aus  (1)  und  (2)  muss  nun  q  eliminirt  werden,   um  die 
Gldchung  zwischen  a  und  y  zu  erhalten. 

Aimerkung.     Cauchy    stellt   noch   höhere  Differential- 
quotienten auf  (legons,  pag.  649  etc.). 


296. 

Beispiel.    Man  integrire  die  Gleichung 

dhf  =r  daVdx^+dy^. 

Auflösung.    Man  hat  hier 


vi+p' 
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«=Ci  +  l(p+VT+pj (i) 

y=ci+yr+F. (0 

ä!=Ci  +  l[y-Ct  +  V(y-C,)*-l]. 
297. 


3.  Vall.     Wenn  ein  Differentialquotient  ab  Function  des 
zweitvorlieigehenden  gegeben  ist, 

daf^ 


^Kt^-^ 


dann  benutze  man  die  aus  §  292  durch  EUmination  von  dx  fol- 
genden Gleichungen 

dp  ^Q  j,      j. 

Pfy=r.         q^=n  etc.  etc. 

298. 
Auligabe  1.    Man  integrire  zuerst  folgende  Gleichung: 

S=9P(y)- 

Auflteong.    Man  hat  hier  q^fpiy),  mithin 

p^'^tp(y)dy, 
ip'=j<f(y)dy, 

P'=y[2J(p(y)dy 
dy 


dx 


=V2J(p(y)dy 


"k 


dy 


V^/<pWy 
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299. 

▲n^be  2.    Man  integrire  folgende  Gleichung: 

AuflSsimg.    Hier  ist 

2|-=9(i'),  '^=^^^)^' 

'  ^         ••••(0 


lq*=jtp(j?)dp,  ''~|^ 


V2/<p(p)<fp 

(p)dp,  dy^pdx  =  ^J^^^^^, 

Aus  (1)  und  (2)  muss  nun  p  elüninirt  werden. 

800. 
8.  Fall.   Wennj4=qp[a',  ^j,  so  setze  g=-£  und  wenn 

ird*t/  =  d,idi/-\-  x*dx  * 
folgt  z.  B. 

dx*       «    ctr        * 
1       ^ 

^dy — pdx , 

X 


Einundzwanzigstes  Buch. 


Bestimmung  kmmmer  Linien  ans  gegebenen 

Eigenschaften. 


301. 

Aus  der  Gleichung  einer  krummen  Linie  kann  man,  durch 
Hülfe  der  Dififerentiabechnung,  Eigenschaften  derselben  finden, 
z.  B.  MAyimft.  und  Minima  der  Ordinalen,  Wendungspuncte, 
Länge  der  Subtangente  etc.  Umgekehrt  kann  man  auch  aus 
Eigenschaften  einer  krummen  Linie,  die  durch  Differential- 
gleichungen gegeben  sind,  die  krumme  Linie  selbst,  d.  h.  ihre 
Gleichung  finden,  wie  folgende  Beispiele  zeigen  werden. 

302. 

Aufgabe  1.  Eine  krumme  Linie  zu  finden,  deren  Sub- 
tangente immer  gleich  dem  m&chen  der  Abscisse  ist. 

Auflösung.     Zufolge    §   49   ist   die  Formel   fiir  die  Sub- 

dsß 
tangente  y  — =  8^,  mithin  muss  sein: 


dx 

(ly 

du      dx 
^-^  =  — , 

y        « 
mly^==^'lx+lc^=l{cx)^ 


yTn=^^^ 


296 

308. 

Aufgabe  2.  Die  kromme  Linie  anzugebea,  deren  Sub- 
normale  gleich  der  Abscisae  ist. 

Aoflösimg.    Aus  Sn=y-^=a  folgt 

y*  +  2c=a?*  oder  2c=a^  gesetzt, 

y=yx*  —  a*,  also  die  Hyperbd. 

304. 

Aufgabe  3.  Eine  Linie  von  der  BeschalBfenlieit  zu  find^ 
dass  das  Quadrat  der  Subtangente  gleich  dem  Product  aus  der 
Absdsse  und  einer  constanten  Grösse,  o,  ist. 

Auflösung.    Man  hat  hier 

dy       dx 


305. 

Aufigabe  4.    Die  krumme  Linie  zu  finden,  der^i  Subtan- 
gente gleich  dem  Ueberschuss  der  Ordinate  über  die  Absdsse  ist 

Auflöaung.    Aus  y~f-^=y — ^  folg* 

yda}=(jf-'x)dy. 
Setzt  man  a!=ty^  mithin  Ja=ydt-{'tdy,  so  ist 

?(2.y-y«)-fc«, 

2ay — y*=cK    (Hyperbel.) 


306. 

Anfgafa«  5. 

Eine 

kruimne  Linie 

Ton   der   Beechafifenheit    zu 

finden, 

daae  die  Tangenten 

für  alle  Puncto 

derselben  gleich  lang 

=  o. 

sind. 

AuflSsImg. 

Zufolge  §  49  ist 

/,       .te' 

j*_) 

3     >3- 

/1+ap— • 

% 

=  ^^.d 

V. 

^ 

Wir  nehmen  hier  von  dem  Vorzeichen  +  das  untere,  w«l 
s  ganz  wiltkürlicii  ist  mid  dadurch  die  Coordinatai  x,  y  gl^ch- 
eitig  poaitiy  werden. 


und 


Nehmen  wir  die  Constante  {weil  eie  ja  beliebig  ist)  so,  dasa 
fiir  a:=0,  y=a  wird,  so  ist  C=0  und  dann 


,  a  +  ya'—y\\     ,/-; — -5 
x=a.l\  ^ ?_y— Vai-j,». 

Diese  krumme  Linie  wird  die  traetoria  genannt.  Man  kann 
sie  sich  nämlich  entstanden  denken,  indem  das  Ende  A  einer 
unbiegsamen  gewichtslosen  geraden  Linie,  Ä£  =  a,  dessen  End- 
punct  B  aber  schwer  ist,  längs  der  ÄbscissenliDie  fortgezogen 
wird,  alsdann  wird  der  schw»«  Endpimct  B  mit  fortgezogen 
und  —  da  die  augenbUckliche  Richtung  in  seiner  Bew^ung 
immer  die  Tangente  ist  —  die  tractoria  beschreiben,*) 


*)  Eid  in  England  etablirter  Fiankfnrter  Mechaniciu  m11  Hähne, 
Zapfen  und  Ächseo  nach  der  tractoria  constniirt  nud  darauf  ein  Patent 
genommen  haben. 
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Sucht  man  die  Fläche  der  tractoria,  so  folgt  aus  de=ydx 
(§  217),  wenn  man  hierin  fiir  dx  seinen  Werth  setzt, 

dsf= — Va^—y^ .  dy. 

Wir  müssen  das  Differential  hier  negativ  nehmen,  weil  wir 
die  Fläche  e  als  Function  der  Ordinate  y  betrachten  und  e^  wie 
die  Figur  zeigt,  mit  wachsender  Ordinate  abnimmt  Dieser  Um- 
stand ist  jedesmal  zu  berücksichtigen,  wo  mit  dem  Wachsen  der 
absolut  veränderlichen  Grösse  das  davon  abhängige  Quantum, 
statt  auch  zu  wachsen,  umgekehrt  abnimmt.  Wäre  z.  B.  för 
vorliegenden  Fall  ie=F(y),  so  müsste  doch,  weil  nur  mit  ab- 
nehmenden Ordinaten  g  wächst,  fllr  y-\-Ay  das  Wachsthum 
von  0y  nämlich  A0=F(y+Ay) — F(y)  negativ  und  mithin 
auch  das  Differential  von  0  negativ  sein,  daher 


0=—jVa^—yrdy+CrmA  (§ 


226) 


y 


g^  —  iyVa^—y^—^a^Siicem^  +  C. 

Soll  die  Fläche  von  AB  an  gerechnet  werden,  mithin  fÖr 
ys=sa=AB/jer=0  sein,  so  ist 

jef  =  — -TT — ivVa* — y* — 4a*.  aresin—. 

Setzt  man  hierin  y=0,   so  hat  man  für  die  ganze,  sich 
an   der    unendlichen   Asymptote    hin   erstreckende  Fläche    den 

Ausdruck  ^=—7-7  d.  i.  den  vierten  Theil  der  mit  dem  Radius 

BA=a  beschriebenen  Kreisfläche. 

807. 

AufjB;abe  6.    Man  sucht  eine  krumme  Linie,  in  welcher  die 
Tangente  der  Quadratwurzel  aus  der  Ordinate  proportional  wächst 

Auflösung.    Man  hat  hier 
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Setze 


1/ ^^=<,  ako  yg^       .g,  80  findet  man 

a; = V^^y » — a  arc  tgl/?5ny4.  (7. 

^      !/ 
Bestinunt  man  die  ganz  willkürliche  Constante  so,  dass  für 
y=a,  x=0  wird,  so  ist  C=0. 
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Aufjg^abe  7.  Man  sucht  die  krumme  Linie,  bei  welcher 
das  vom  An&ngspunct  A  auf  die  jedesmalige  Tangente  ge^te 
Perpendikel  gleich  der  Abscisse  des  Berührungspuncts  ist. 

Auflösung.  Ist  St  die  Subtangente,  r  der  Berührungs- 
Winkel,  also  sinT=-^  (§  70),  so  hat  man 

+_{St — a;)sinT«=»a?, 

(yda — xdy) « = ^«rfs* = ^^  (dx^  4-  dy*) , 

(x*  —  y^)dx+2xydy=0 (i) 

Diese  Qleichung  ist  homogen  und  nach  §  284  zu  integriren. 
Durch  einen  kleinen,  manchmal  anwendbaren  Kunstgriff  erhält 
man  hier  aber  das  Integral  kürzer  so:  Aus  (1)  folgt 

a^do! — y*rfarH-2a?ydy=0, 

X* 

ff/' 
Das  zweite  Glied  ist  offenbar  das  Differential  von  ^,  folglich, 

indem  man  die  Constante  mit  2a  bezeichnet, 


X 


X 

X 


y^=^V2ax—xK    (Der  Kreis.) 
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Aufgabe  8..  Es  wird  die  krunmie  Linie  verlangt,  bei 
welcher  die  Tangente  immer  gleich  ist  der  vom  Anfangspunct 
nach  dem  Berührungspunct  gezogenen  Geraden. 
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AuflSflung.    Man  hat  hier 

dy    d^^Q 

y  ^  a 
ly:fh:=lc. 

Für  das  obere  Zeichen  ist  y=ar  (goade  Linie).  Für  das 
untere  Zeichen  ay-s^c  (Hyperbel). 

310. 

Aufgabe  9.  Man  sucht  die  vom  An&ngspunct  ausgehende 
krumme  Linie,  deren  vom  Bogen,  Abscisse  und  Ordinate  be- 
grenzte Fläche  gleich  Zweidrittel  des  aus  der  Abscisse  und  Or- 
dinate gebildeten  Recktecks  ist. 

Man  hat  hier  (§  217) 


/• 


ydr=|^, 


ydx=^yda:  +  ^xily^ 

y      ^' 

y^=:ca  (Parabel). 

3U. 

Aufgabe  10.  Eine  vom  Anfangspunct  ausgehende  krumme 
Linie  zu  finden,  deren  quadrirte  Länge  gleich  dem  Product  aus 
der  Abscisse  imd  einer  constanten  Grösse,  a,  ist.    In  Zeichen 

AuflÖBung.    Es  ist  28d$^=ada, 


jj       adx 


V('+I3-^- 


adx 

2yflw?' 


dy=V—Ä-:^'d^* 


^x 
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Setze  ]/— 7 — ==',  also  ^=f4~72>  «o  ist 

oder  (Trigonometrie  §  100,  6) 

y=|Vaa?  —  4«*^ —  |aftrc  cosi/— +  C 

Da  nun  für  x=0  auch  y  =  0  sein  soll,  so  ist  C'^{a.i7t.  Daher 

y=|ya.r — 4r*+ia(|^ — arccosl/ — j, 

oder,  weil  allgemein  arcsinu+arccosus^Tr, 
mithin  ^7r-*-arcco8tt=arcBintt,  so  ist  kiirzer: 

y=|y(M; — 4i?*+i«arcsin|/ — . 


812. 

Vorbeigehende  und  ähnliche  Aufgaben,  wo  nämlich  die 
Länge  eines  Bogens  als  Function  der  Abscisse  gegeben  ist, 
lassen  sich  oftmals  leichter  auf  folgende,  zuerst  von  Tortolini 
gezeigte  Weise  lösen.  (Cauchy's  legons  T.  11.  p.  115.)  Es 
folgt  aus 

s=yaxy 

i-iVi w 

Nennt  man  Q  den  Winkel,  den  die  am  Endpunct  M  des 
Bogens  AM=9  g^egte  Berührungslinie  mit  der  Ordinaten- 
richtung  bildet,  so  ist  (§  79) 

ds^"^® ^'^ 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  1  =  jl/— -sin©,  und  hieraus 

^sae|asin^@. .- (3) 

e2tvs=s^  a  sin  @ .  cos  @ .  ä@. 

Femer  hat  man  -p  =  oot@,  also 
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dy=\acos^&.cl&y 
dy=ia(lcoH2Q  +  l)dG, 

y=|-8in2©4-|-® W 

Weil  flir  a;=0,  0  =  0  ist  und  auch  y  =  0  sein  soll,  so  ist 
hier  keine  Constante  nöthig. 

Aus  (3)  folgt' sin  0  =  1/ — ,  mithin  ist  cos  0=1/^ J 

und  8in20  =  2sin0.cos0=2j/— .j/(^-=^),  daher 

y=|Vöw? — 4Ä*+-2^arc8in  |/ — . 

Setzt  man  in  den  beiden  Gleichungen 

a;=|asin*0, 
y=^asin20  +  ia0, 

20Br:cü  und  ^a=r,  mithin  sin *0  =  sin*jco  =  |^  (1 — cos<y),  so 

hat  man 

x=r  —  rcosw, 

y=:r(o  +  rmia}. 
Die  gesuchte  knunme  Linie  ist  also  die  bekannte  Cycloide. 
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ErklArung.  Wenn  man  in  einer  Gleichung  zweier  ver- 
änderUchen  Grössen,  ar,  y,  und  einer  Constanten,  a,  dieser  Con- 
stanten alle  möglichen  Werthe  beilegt  und  für  jeden  dieser 
Werthe  die  entsprechende  krumme  Linie  über  derselben  Ab- 
scissenlinie  und-  für  denselben  Anfangspunct  construirt  denkt,  so 
erhält  man  (im  Allgemeinen)  ein  System  von  krummen  Linien 
derselben  Art.  Denkt  man  sich  noch  eine  andere  Linie,  welche 
jenes  System,  d.  h.  jede  besondere  Linie,  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  schneidet,  z.  B.  alle  unter  demselben  Winkel,  so  wird 
die  schneidende  Linie  eine  Trajectorie  genannt.*) 

*)  Jean  Bernouilli  hat  zuerst  (1697)  die  Theorie  der  Trajectorien,  die 
sich  offenbar  auch  auf  Flächen  ausdehnen  lässt^  aufgestellt  Er  wurde 
durch  die  Yon  Huyghens  aufgestellte  Ansicht,  dass  die  Fortpflanzung 
des  Lichts  in  einer  wellenförmigen  Bewegung  des  Aethere  bestehe, 
darauf  geführt. 
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Aufgabe  11.  Eb  sei  ß^^fna  die  Gleichung  einer  geraden 
Linie ;  indem  a  die  laufende  Abseisse  und  ß  die  Ordinate  be- 
zeichnet. Lässt  man  den  Coefficienten  m  sich  ändern ,  so  erhält 
man  eine  vom  An&ngspunct  ausgehende  Folge  von  geraden 
Linien.  Man  suche  die  Trajectorie  y  =  (p(ic),  welche  alle  imter 
einem  gegebenen  Winkel,  =«,  durchschneidet. 

Auflösung.  Es  sei  M  ein  Punct 
der  Trajectorie,  dessen  Abscisse  AP 
=  A'  imd  Ordinate  MP=y.  Der 
Winkel,  welchen  die  durch  M  an 
die  Trajectorie  gelegte  Tangente  mit 
der  Absdssenachse  macht,  «=t  und 
der  Winkel  MAP  =  0,  so  ist 
e=:T — 0  und 

'S*~H-1gr.tg0- 
Aus  der  gegebenen  Gleichung   der  geraden  Linie  ß=zma 
folgt  -_'^=w  =  tg0  und  da  tgT=^,  so  ist 

dy 

-f^  —  m 

dx 

Da  nun  aber  fllr  den  Punct  M,  a=^x  und  /?=y  und  der 

Coefficient  w,  welcher   zu  dieser  besondem  geraden  Linie  AM 

ß 
gehört,  ==—  ist  wie  aus  der  Gleichung  ß=ma  folgt,  so  ist 

dy_ß^ 

dx       a 
tgß= — 


a   dx 


oder,  weil  fUr  den  Punct  M  auch  x,  y  statt  a,  ß  gesetzt  werden 
kann,  imd,  wenn  man,  Kürze  halber,  tg6  =  a  setzt, 

dy  _  y 

dx      X     xdy — ydx  /^\ 

~  ^       y^  dy~xdx'hydy' 
X   dx 
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die  Differentialgleichung    der   gesuchten   Trajectorie,'*')    welche, 
weil  homogen,  integrirt  werden  kann.    Es  folgt  zunächst 

iixdx  +  aydy  =  ady — t/</a; 

und,  w&m  man  y^=^tx  mithin  di/'^xdt+tdx  setzt, 

dx         dt  at      ,. 

ate=arotg/—  Ja?(l  +  <«)  +  C, 
ate=arc1gl:-iai(?^)  +  C, 

oder,  wed  \äl{ y— js=aZ(«*-l-y*)* — aih  ist, 

Weil  die  Constante  beliebig  ist,  so  setze  man  C=0  und 
statt     rechtwinkliger     Coordinaten     Polarcoordinaten ,     nfimlich 

yd?*H-y*=r  und  arctg-^=©,  so  ist  <ilr^=&f  also 

Soll  der  Winkel  e=45*^  sein,  so  ist  a  =  l,  mithin  (§  74) 

Soll  e==:90^  sein,  so  ist  a=oo.    Aus  (1)  folgt  dann 

xda!+ydy=0, 

ia:*  +  y*  =  a*. 
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Autgabe  12.  Ee  sei  ß^=pa  die  Gleichung  der  gewöhn- 
lichen Parabel  mit  dem  unbestimmten  Paramet^  p.  Giebt  man 
diesem  Parameter  alle  möglichen  Werthe  von  p  =  0  bis  |)s:oo, 
so  erhält  man  eine  Folge  von  Parabeln  ^  die  alle  denselben 
Scheitel  haben  und  wovon  die  Achsen  die  beiden  äussersten 
Parabeln  sind.  Man  sucht  die  Trajectorie,  welche  alle  Parabeh 
unter  demselben  Winkel  8  schneidet 


*)  Die  Differentialgleichungen  der  Triyectorien  sind  also  yom  ersten 
Grade  und  erster  Ordnung. 
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Auflösung.  Es  sei  M  ein  Pimct 
der  fraglichen  Trajectorie,  AP  =  jr, 
MP=i/.  Es  sei  Tt  die  Tangente 
der  Trajectorie  filr  den  Punct  M 
und  TY  die  Tangente  an  der  ent- 
sprechenden, durch  denselben 
Funct  gehende  Parabel. 

Nun    ißt     zuvörderst     wieder 
e^T  —  0,  also 

^'^         l+1g0.tgT 

Femer  ist  t£;r=-^,  te0  =  -r-  und  aus  3'=pa  folgt  -r-^v-^ 
^        da;'  ^         da  "^       ■^       ^    da      23 

tg£= ^. 

^2ß  >lx 
Da   nun  aber  ftir  den  Punct  M  die   Coordinaten   der  hindurch 
gehenden  Parabel  und  der  Trajectorie  gleich  sind:  a=x,  ß=y, 
und  der  dieser  besondem  Parabel  entsprechende  Parameter  (wie 

aus  ß*=pa)  folgt,  nämlich  p^:^ ,  also  auch   fUr  jeden  Funct 

M(ar,  y)   der  Trajectorie  immer  p  ^ —  ist^   so   kann   man,   weil 

der  Punct  M  ganz  imbestimmt  gelassen,  d.  h.  weil  dieselben 
Schlüsse  fllr  jeden  andern  Punct  der  Trajectorie  und  der  dadurch 
gehenden  besondem  Parabel  gelten,  die  veränderliche  Constante 
p  eliminiren  und  hat  dann  fiir  die  die  Trajectorie  bestimmende 
Difieren  ttalgleichung 

'2x        2xd'/ — ^dx 


tg£  = 


1  ^y    ^     23^dx-]~i/d^' 
^^2x'd^      ' 
in,  so  ist  tge^co   und 


316. 

Aufgabe  18.    Die  Trajectorie  zu  finden,   welche  alle  tlber  ' 
einer  gemeinschaftlichen  Achse  construirten  Parabeln  so  schneidet 

LflteeE.  Inailtnimal-BMhiiiiiig.     S.  Aufl.  20 
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dass  die  Flächeninhalte  zwischen  jedem  Parabelbogen  und  den 
Coordinaten  des  Endponcts  (=a^)  sind. 

AuflöBong.  Sei  M(^,  y)  ein  Punct  d^  Trajectorie,  so  mnss 
(§  225)  |^y=a*  sein,  und  da  dies  von  jedem  Puncte  der  Tra- 
jectorie  und  der  dadurch  gehenden  Parabel  gilt,  so  ist  die  ge- 
suchte Trajectorie  eine  Hyperbel,  nAmlich 

|a« 


317. 

Aufgabe  14.  Man  sucht  die  Trajectorie,  welche  ähnliche 
Ellipsen,  über  derselben  Absdssenachse  und  aus  demselben  An- 
fangspunct  construirt,  rechtwinkelig  durchschneidet. 

Auflösung.  Da  die  Ellipsen,  d.  h.  ihre  Achsen  in  demselben 
Yerhältniss  bleiben  sollen,  so  kann  man  in  ß^^—Va^ — a*  den 

Constanten  Factor  -«=fn  setzen,  dann  folgt  aus  der  §  314  auf- 
gestellten allgemeinen  Formel 

"^^         l+lgT.tgö' 

worm  tgT  =  ^  und  tg©  =  -5f-a= = —.  nuthin 

^        da  ^         da  y^2 ^^2  ß 

dy  ,      ^x 
dx  y 

1— 3^.W*— 

dx       y 
Weil  nun  e=:90^  sein  soll,  so  ist  tg£  =  oo,  mithin 

dx       y 


^dy      da 

y      « 


=  cx. 
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Aufgabe  16.    Eme  Gleichung  für  die  loxodromische  Linie 
zu  finden,  d.  h.  fiir  diejenige  Linie,    welche  alle  Meridiane  der 
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Erde   (dieae   als   Kugel   angenommeii)    unter   einem   gegebenen 

Winkel,  c,  schneidet. 

AaflAmng.     Ea    ist    hier    am    bequemsten,    die   Lage   der 

Puncte  durch  brummlinigte  Coordinaten,  nämlich  durch  I^nge  und 

Breite  anzugeben 

Eb  eei  demnach  M  ein  Punct  der  Loxo- 

drome,   AP=i  die  auf  dem  Aequator  g©- 

mensene  Abscisse  und  MP  =  j?  die  auf  dem 

Meridian  gemessene  Ordinate. 

Wächst  AP  =  A  um  PQ  =  AJl  und  MF 

=ß  um  SV  =  A/J,   80   ist  MS  =  Ail.co8/? 

(Trig.    §  40  d)  und  fllr  NMV  =  MVS  =  c 

,  .      ,  AX.cmß       , 

näherungsweise  tg  e  :=  —  und  ganz 

genau 

,  dl.cmß     ,. 


dA=tge.^^-^  und  (§  209) 

/  =  tg£.?tg(45-|-i,3). 

Soll  fUr  ß=^0  auch  ^^0  sdn,  so  ist  keine  Constante 
nQthig.  Die  LoKodrome  geht  also  in  unzähligen  Windungen  um 
den  Pol  (die  Ki^l)  herum.    Denn  fiir  j?  =  ±90''  ist  X  =  ±od. 

Anmerkang.  Au%aben  über  Trajectorien  lassen  sich  o9en- 
bar  sehr  viele  und  sehr  verschiedenartige  au&tellen.  (Siehe 
Brandes'  Habere  Geometrie  2.  Band.)  Wir  geben  jetzt  eine 
andere  von  Lagrange  aufgestellte  lehrrache  Aufgabe. 

319. 

Aufgabe  IB.     Es  ist  eine  gerade  Linie,  AB  ^  2a,  gegeben, 
and  in  ihren  Endpuneten  Perpendikel  von  unbestimmter  Länge 
errichtet.     Man  soll  nun  eine  krunuue  Linie  von  der  Beschaffen- 
heit finden,    dass   jede    daran    gezogene    Berllhrungslinie ,    -m» 
VT,    von  den  PerpentUkeln   zwei 
solche  Stucke  AV,  BT  abschneidet, 
dass    das   Product   daraus    immer 
gleich  einer  constanten  Grösse  ist, 
AV.BT  =  6». 

Aoflösung.     Es  sei  M  ein  Punct 
der  gesuchten  Linie,  AP  =  j-,  MP 
20  !■ 
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=y,  80  ist  offenbar  (indem  man  durch  M  eine  mit  AB  paral- 
lele  Linie,    GH,    gezogen   denkt   und   beachtet,    dass  tgTMH 

=  tgVMG  =  ^  ist) 

BT=y  +  (2a-^).g, 

mithin  ist,  g  =  p  gesetet,  laut  Bedingung 

(y— p^)(y— l>^  +  2ap)=6* (i) 

(y  — JP«)  * + 2ap  (y  — pa?)  =  6  *, 

y  =p  X  —  ap  +  (6*+a^*)^ (2) 

V     Diese  Gleichung  lässt  sich  am  leichtesten  nach  §  291  inte- 
griren,  darnach  ist 

dy^=^pJx+xdp  —  adp  +  (6*+  a^p^)^^a^dp 
[x — a-\ — ,  ■  _-- — ],dp  =  0 (3) 

Setzt  man  den  Factor  djp  =  0  und  integrirt,  so  ergiebt  sich 
p^c.  Setzt  man  diesen  fllr  p  gefundenen  constanten  Werth 
(der  sich,  wie  vorauszusehen,  nur  auf  eine  gerade  Linie  be- 
ziehen kann)  in  (2),  so  hat  man 

y=cx — ac4-V6H-a*c* (4) 

als   das   allgemeine   Integral,    welches  der   Differentialgleichung 

(1)  Genüge  leistet,  indem  man  die  Werthe  von  y  und  -^     aus 

(4)  in  (1)  substituirt.  Jede  durch  dnen  beliebigen  Punct  der 
Linie  (4)  gezogene  Tangente  (welche  hier  offenbar  mit  der  ge- 
fondenen  Linie,  weil  sie  eine  gerade  ist,  zusammenfiQlt)  schneidet 
von  den  Perpendikeln  die  verlangten  Stücke  wirklich  ab.  Denn 
setzt  man  ä  =  0,  so  ist  y  =  AV= — (ic+V6*+a*c*,  und  setzt 
man  x  =  2a,  so  ist  y=BT  =  a(;+V6^+aV  und  folglich 
AV.BT  =  &*,  wie  verlangt 

Setzen  wir  den  andern  Factor  in  (3),  nämlich 

X — a-t-   ,- ^ =  0, 
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so  ergiebt  sich  durch  EUmiiiation  von  p  aus  dieser  Gleichung 
und  der  Differentialgleichung  (1)  noch  eine  andere  Beziehung 
zwischen  ;r,  y,  nämUch 

y  =  — V2cw?  — Ä« (j) 

welche,  als  besondere  Auflösung,  der  Gleichung  (1)  ebenfalls 
Genüge  leisten  muss  (§  290).  So  folgt  z.  B.  aus  dieser 
Gleichung 

dp b         a — X 

dx~  a    y2öwr  —  x^  ' 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  y  und  -^  in  (1)  substituirt,  so 
ist  für  jeden  Werth  von  x  das  Resultat  der  linken  Seite  =  &*. 

320. 

Erklärung.  In  vorstehendem  Paragraphen  haben  wir  zwei 
verschiedene  Gleichungen  geftmden,  welche  beide  der  Diffe- 
rentialgleichung 

V- 'S)  (^- '1+^2)-»- « 

Genüge  leisten,  nämlich 

y  =  ca?— ac+y6«  +  aV («) 

y= — V2ax — x^ (s) 

a 

von  welcher  die  eine  eine  gerade  Linie,  die  andere  eine  Ellipse 
darstellt. 

Die  Gleichung  (2)  enthält  eine  ganz  unbestimmt  gelassene 
beUebige  Constante,  c,  und  wird  deshalb  das  allgemeine  oder 
auch  vollkommene  Integral  der  Gleichung  (1)  genannt. 

Setzt  man  statt  dieser  unbestimmten  oder  allgemeinen  Con- 
stante allerlei  verschiedene  bestimmte  Werthe,  Cj,  c^,  ft»..., 
so  erhält  man  aus  dem  allgemeinen  Integral  (2)  ebenso  viele 
sogenannte  specielle  oder  besondere  Integrale,  welche  alle 
dieselbe  Art  Linien  ausdrücken,*)  und  wovon  jede  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  Genüge  leistet. 

*)  Was  man  unter  bestimmtem  Integral  versteht,  ist  schon  früher 
(§  22t)  erklärt.  Man  unterscheidet  demnach  dreierlei  Arten  Integrale, 
nämlich  allgemeines  (vollkommenes),  specielles  imd  bestimmtes. 
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Die  Gleichung  (3)  aber,  welche  ebenfalls  der  Differential- 
gleichung (1)  Genüge  leistet,  jedoch  keine  willkürliche  Constante 
enthält  (a  und  h  sind  ja  gegeben),  ist  nicht  durch  Integration, 
sondern  Differentiation  und  Elimination  gefiinden,  und  da  sie 
auch  nicht  aus  der  allgemeinen  Integralgleichung  (2)  abgeleitet 
werden  kann,  welchen  bestimmten  Werth  man  der  Constante  c 
auch  beilegen  möchte,  so  ist  sie  dem  Begriffe  gemäss  weder  €m 
allgemeines,  noch  ein  specielles  Integral  der  Gleichung  (1)  und 
heisst  deshalb  auch  zur  Unterscheidung  eine  besondere  Auf- 
lösung derselben  (§  290). 

321. 

Wir  sind  im  Vorhergehenden  auf  den  merkwürdigen  Fall 
gestossen,  dass  einer  und  derselben  Differentialgleichung  zwei 
verschiedene  primitive  Gleichungen,  nämlich  das  vollkommene 
Integral  und  die  besondere  Auflösung  Genüge  leisten.  Vor 
Lagrange's  Zeiten  waren  die  besonderen  Auflösungen  so  be- 
fremdend, dass  man  sie  geradezu  flir  ungereimt  und  unzulässig 
erklärte.  Lagrange  zeigte  aber,  dass  die  besondere  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  ebenso  gut  einen  Sinn  hat,  wie  das 
allgemeine  Integral  mit  willkürlicher  Constante,  mit  welchem  es 
in  einer  engen  Beziehung  steht,  ja  selbst,  was  hier  unmöglich 
erscheint,  aus  diesem  abgeleitet  werden  kann.  Um  jedoch  diese 
nicht  leichte  Sache  aufzuklären  und  zu  begreifen,  überlege  man 
erst  Folgendes: 

322. 

Unsere  drei  in  Betracht  kommenden  Gleichungen  waren 
(§  320): 

'?-'t){'-''i^-'- <■) 

y=cx — ac+Vb*  -{-  a*c^ (») 

v  =  — V2öw;  —  A-^ ...(») 

a 

In  dem  vollkommenen  Integral  (2),  welches  dne  gerade 
Linie  darstellt,  ist  die  Constante  c  bekanntlich  die  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  gerade  Linie 
die   Abscissenlinie   schneidet.      Giebt    man   dieser   willkürlichen 

Constante  c  allerlei  bestimmte  Werthe  Ci,  Cj,  (% ,  so  erhält 

man  ebenso  viele  besondere  gerade  Linien   (besondere  Integrale, 
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ivdche  alle  der  Oleichung  (1)  Oeuttge  leieten  und  sich  je  zwei 
in  einem  Functe  achneiden  *). 

Stellt  man  ach  nun  vor,  die 
Conetante  c  sei  veränderUcb  wid 
denkt  eich  alle  durch  stetige 
VerSnderung  der^Constante  un- 
mittelbar aufeinander  fölgen- 
I  den    geraden    Linien    conslruirt, 

so  mÜBsen  offenbar  auch  die 
Durchfichnittepunte  je  zweier  un- 
mittelbar auf  einander  folgenden  Linien  stetig  auf  dnander 
folgen  und  eine  gewisse  krumme  Linie  bilden,  welche  von 
jeder  der  geraden  Linien  offenbar  berührt  wird,  oder,  was  das- 
selbe sagt,  die  erwähnte  krumme  Linie  berührt  alle  geraden. 
Es  entsteht  deshalb  die  Frage  nach  der  Gleichung  v=F(a:) 
dieser  krummen  Linie.  Es  sei  M(ar,  y)  em  bdiebiger  Punct  der 
krummen  Linie  und  v  =  (u■  —  ac-^-V^M-a*c»  die  Gleichung  der 
durch  denselben  Punct  gehenden  geraden  Linie  VT',  so  muss 
die  Gleichung  der  krummen  Linie  offenbar  so  beschaffen  sein, 
dass  filr  diesen  Punct  nicht  allein  die  Coordinaten  .v,  y,   sondern 

auch  der  Difierentialquotient    ■■    der  krummen  Linie  mit  denen 

der  geraden  Linie  Übereinstimmen  und  ^eichzeitig  der  Differential- 
gleichung (l)  Genüge  leisten.  Da  dies  nun  aber,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  mit  der  besondem  Auflösung  (3)  der  Fall  ist,  so 
ist  diese  auch  nothwendig  die  Gleichung  der  krummen  Linie, 
welche  alle  geraden  berührt. 


*  Hiermit  wäre  äreilicb  die  geometrische  Bedeutung  der  be- 
sondem ÄuäöBung  (3)  der  GIdcfaung  (1)  erklärt  Die  besondere 
Auflösung  ist  aber  nur  beiläufig,  gleichsam  zufilllig  gefunden, 
indem  man  es  doch  als  Zu&ll  ansäen  muss,  dass  die  Differen- 
tialgleichung (1)  sich  auf  die  §  290  angegebne  Form  bringen 
und,  wie  dort  gezeigt,  durch  Differentiation  int^rireu  hess.   Man 

*)  Man  bemerke,  dase  der  Fall,  wo,  wie  hier  in  Gleicbnng  (2),  die 
Constante  c  in  einem  veriLuderlichen  Gliede  vorkommt,  sehr  Terschieden 
ist  von  dem,  wo  die  Coiietante  dem  Integral  aar  mit  dem  +  Zeichen  hin- 
zugefügt  ist.  Giebt  man  z.  B.  in  der  Gleichung  y—ax+ß  nicht  auch 
der  Conetante  o,  soudern  nur  der  Conalanle  ß  aÜerlei  Werthe,  bo  werden 
alle  geraden  Linien  parallel  und  können  eich  aleo  nicht  schneiden. 
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kommt  deshalb  leicht  auf  den  Q^edanken,  ob  sich  wohl  aus  eioer 
durch  wirkliche  Int^fratioDen  gefundenen  oder  auch  ganz  wiU- 
kUrUch  au%eworfeneQ  Oleichusg,  z.  B.  die  der  geraden  Linie: 

y  =  cj:  —  ac-i-Vb*+a*c* (i) 

indem  man  die  in  einem  veränderiichen  Ghede  mit  vorlcommende 
Constante  c  stetig  ändert,  die  Gleichung  der  krummen  Linie 
ableiten  lässt,  welche  die  stetig  auf  einander  folgenden  Durch- 
achnittspuncte  der  aas  (1)  entspringenden  unzähligen  Linien 
bilden. 

Deuten  wir  die  zu  findende  Gleichung  der  fraglichen  krum- 
men Linie  vorläufig  durch 

y=F(«)  ^  ■ 

an,  Bo  ist  zuerst  klar,  dass  jede  der  unzähligen  geraden  Ldnien, 
welche  durch  die  stetige  Aenderung  der  Constaate  c  in  (1) 
entsteht,  w^en  der  stetigen  Folge  der  Durchschnittspuncte 
durch  die  gedachte  krumme  Linie  berührt  wird  (Bertlhmng 
ersten  Grades,  §  126),  und  dass  also  für  eine  beliebige  Absciaae, 
AP^x,  die  Constante  c  einen  solchen  Werth  haben  muss,  daas 

gleichzeitig  j  =  y  und  ■^  =  -^^¥'{x)  wird.      Es  ist  mithin  die 

Constante  e  öne  Function  von  x.  Wäre  diese  Function  bekannt, 
80  könnte  man  sie  statt  c  in  (1)  substituiren  und  die  resultirende 
Gleichung  würde  dann,  wie  folgende  Betrachtung  zeigt,  die  ge- 
suchte sein. 

Es  sei  ri  die  durch  M  gehende 
gerade  Linie,  welche  der  Constante 
e  entspricht,  mithin 

y^cx — ac-fV6'-|-a*c*...(i) 
Lassen  wir  in  (1)  x  um  eine  kleine 
Gtrösse,  £\x,  wachsen,  so  gelangen 
wir   zu   einem   anderen  Punct,    n, 

derselben  Linie  vt    Lassen  wir  

aber  in  (1)  nicht  bloss  x,  sondern  gleichzeitig  auch  c  nm  die 
kleine  Grösse  Ac  wachsen,  so  gelangen  wir  zu  einem  Punct,  N, 
einer  andern  geraden  Linie  VT  und  y  wird  dann  eine  Function 
zweier  veränderlichen  Grössen,  x,  c  und  man  hat  (§  162) 


Aj  — c.  Aai  +  U  — n-l — - 
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Nehmen  wir  nun  fiir  ein  beliebiges  d:=AP  der  gesuchten 
krummen  Linie  die  Constante  c  so,  dass  der  Coefficient  von  Ac, 

nämlich  rr — a-^ —  =0  wird,   mithin  c= — , 

ist,  und  lassen  zugleich  Ac  und  Aa;  bis  zu  Infinitesimalgrössen 
abnehmen,  damit  die  Glieder  mit  hohem  Potenzen  von  £\c  (imd 
auch  von  Ao?,  wenn  solche  da  wären)  verschwinden,  so  leuchtet 
ein,  dass  die  Puncte  N  und  n  der  Linien  VT,  vi  mit  M,  als  ihrem 
Durchschnittspunct,  zusammen&llen.     (Vergl.  §  243,  Bdmkg.) 

Substituiren  wir  also  diesen  Werth  von  o  in  (1),  so  kann 
man  daselbst  auch  y  statt  y  setzen,  weil  die  Puncte  n  und  N 
zu8ammen£EJlen,  und  weil  die  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Diffe- 
rentialquotienten gleich  sind.  Da  nun  aber  der  Punct  M  (die 
Abscisse  sc)  ganz  unbestimmt  gelassen,  dieselben  Schlüsse  also 
iRir  jeden  Punct  der  gesuchten  krummen  Linie  gelten,  so  ist  die 
Gleichung  derselben 

hin — x)x         cA>(a — x)     ,   l/,.  ,     I    hHa—xY 
ai^ax—x^      aV2ax'-x^      ^  a\2ax'-x^)' 

was,  gehörig  reducirt,  auf  die  vorhin  gefondene  besondere  Auf- 
lösung (tibity  nämlich 

y  =—V2ax — xK 


324. 

*  Ist  also  die  Constante  c  einer  gefundenen  Integral- 
gleichung in  einem  veränderlichen  Gliede  enthalten  (oder  durch 
Umformung  hineingebracht  worden),  so  findet  man  die  noch 
etwa  vorhandene  besondere  Auflösimg  (Auflösungen),  indem 
man  nur  die  allgemeine  Integralgleichung,  d.  h.  die  GUeder  der- 
selben, in  welchen  die  Constante  c  enthalten  ist,  in  Bezug  auf  c 
differentürt,  den  Factor  von  de  gleich  Null  setzt,  auf  c  reducirt 
und  den  fiir  c  erhaltenen  Ausdruck,  der  eine  Function  von  x  oder 
y,  oder  von  x  und  y  zugleich  sein  kann,  rückwärts  substituirt. 

Die  Theorie  der  besondem  Auflösungen  flihrt  auf  sehr 
grosse  Weitläufigkeiten,  wenn  die  Differentialgleichung  von  einer 
hohem  Ordnung  oder  von  einem  hohem  Grade  ist,  und  wenn 
—  was  allerdings  mögUch  ist  —  die  besondere  Auf  lösimg  daraus 
direct,  d.  h.  ohne  erst  das  allgemeine  Integral  zu  suchen,  abge- 
leitet werden  soll.     (S.  Cauchy's  le9ons  T.  IL.  p.  374.) 
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325. 

*  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme  Linie  von  d^  Be- 
schafFenheity  dass  ftir  jeden  Punct  derselben  das  Quadrat  der 
Normale  gleich  dem  Product  aus  der  Summe  der  Abscisse  und 
Subnormale  und  einem  constanten  Factor^  a,  istifj^In  Zdchen: 
N»=a(a?+Sn). 

Auflösung.    Zufolge  §  49  ist 

dy*       a^  dy ax  —  //^ 

dx^      y   dx  y^      ' 

dx  y 

ydy  =  I  adx  —  Vja^+Är — y^.dx^ 

Y^a*+ax — y^ 
X'\-e=V^a^+ax — y*, 

y^  +  x*  —  (a — 2c)x=la^ — c^, 

y'+[x—(la—€)y=la*-a€ (i) 

Die   gesuchte   Linie    ist    also    ein   Kreis,    dessen    Mittelpuncts- 
Abscisse    =^a  —  c,     Mittelpunctsordinate    =  0    und    Badius 

=  Via»—ac  (Höhere  Geom.  §  20). 

Nimmt  man  die  Constante  c  veränderlich,  d.  h.  denkt  man 
sich  alle  besondere  Kreise  construirt,  welche  in  dem  allgemeinen 
Integral  liegen  und  sucht  den  geometrischen  Ort  der  stetig 
auf  einander  folgenden  Durchschnittspuncte ,  indem  man  die 
Gleichung  (1)  oder  auch  die  vorhergehende  in  Bezug  auf  c  diffe- 
rentiirt,  so  folgt  aus  2[x  —  (Ja  —  c)].dc  +  adc=0\  2ä+2c=0, 
mithin  c= — x.  Diesen  Werth  von  c  wieder  in  (1)  substitairt, 
ergiebt  sich  als  besondere  Auflösung 

J  =  Via^+ax. 
Die  Linie,  welche  alle  Kreise  berührt  (einhüllt),   ist  also  die  ge- 
wöhnliche Parabel.     Denn  schiebt  man  den  Anfangspunct  um 
|a  zurück  und  setzt  x=t — |a,  so  ist  yz=^^aU 


Zweiundzwanzigstes  Buch. 


Ergänzungen  zu  den  im  ersten  Bnche  gegebenen 

Integrationsmethoden. 


326. 

W  o  die  im  vierzehnten  Buche  mitgetheilten  Methoden^  eine 
Fonction  zu  integriren,  nicht  ausreichen,  da  ist  es  auch,  ein 
paar  seltene,  spedelle  Fälle  abgerechnet,  bei  dem  gegenwärtigen 
Zustande  der  Integralrechnung  nicht  möglich,  das  Integral  in 
geschlossener  Form  zu  erhalten.  Diese  wenigen  Functionen,  bei 
welchen  die  Integration  durch  sinnreiche  Kunstgriffe  gelungen  ist, 
wollen  wir  hier  nachträglich  noch  mittheilen,  um  dadurch  den 
An&nger,  der  an  dieser  &st  rein  technischen  Sache  Vergnügen 
findet,  vielleicht  zu  weitem  Speculationen  zu  veranlassen. 

I.    Integration  der  echt  gebrochenen  rationellen  Functionen. 

327. 

Für  die  Integrale  / — r— ; ,       / — r- ; —    und 

J  ^  +jP''P  +  a        J  a^+px  +  q 

'(AÄ+B)r/.i? 


fi 


,  ,         ,       lassen  sich  auch,   Air  vorkommende  Fälle,  allge- 
a^ + pa -f- q 

meine  Formeln  aufstellen,  jedoch  muss  man  dann  zwei  Fälle 

unterscheiden, .  wo  die  einfachen  Factoren  des  Nenners  reell  oder 

imaginär  smd. 

1.     Wenn   die  Wurzeln   imaginär    sind,    mithin,    wenn  q 

positiv,  '^<2  ist*)    Dann  setze  man,  um  die  hier  unbequemen 

imaginären  Grössen  zu  vermeiden. 


*)  Aus  x^+px+q^Q  folgt  x=^  —  ip±\/(^^q\ 


f   ^    =r. 

Jx^+px  +  q     J 
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<2tr 


P'' 


Setzt  man  einstweilen  q — ^  =  a*,     /c  +  ^jp  =  w,    mithin 
dx=sdUy  so  ist 


Ja^+pa+qjQ 


.    u 

arctg — 


und,  wenn  man  fiir  u  und  a  ihre  Werthe  zurücksetzt^ 

<iiB  1  .    x —  1 


ß 


h 


Wäre  gars-sL.^   also  4g — p*=0,   so  wäre  der  Nenner  ein 


■/ö 


2.     Wenn  die  Wurzeln  reell  sind,  mithin  q  entweder  negativ, 
oder  wenn  positiv,  dann  doch  "^^g,  setze  man 

r dx         r dx r  du   X.i(^^^\ 

=        1        ^2x+p-V^^Tq^^^j,) 


ß 


dx 


a^+px-^q      Ypi+^q'    2x+p+Vp^+4cq 


Die  allgemeine  Formel  für  das  zweite  Integral  ergiebt  sich 
nun  sehr  leicht     Es  ist  nämlich 

r      xdx        r  xdx 

Jx^+px+q~J(x+^py+q^^ 
und,   wenn  man  a:4-Jp=w,    also   x=^u  —  ^p,    dx=du  und 

q — ^  =  CL    setzt, 

r      xdx        ^r(u  —  lp)du^r    udu  r  du 

Jx^-^px+q     J     w«+a«         Ju^  +  a^      ^^Ju^+a^' 
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wo  nun  das   Integral   rechter  Hand,  je  nachdem  "^.^J,    nach 

Formel  (1)  oder  (2)  zu  nehmen  ist. 

E^  das  dritte  Integral  hat  man  jetzt 

Jx^+px+q         Ja^+px+q'^    Ja^+pa+q^ 

Af-^^^=\AKx^+px  +  q)-^f  ,J^  ^ 
Jx*+px+q      ^      ^      I  i'     «  ^/        2ja*+px+q 

828. 

Um  das  Integral  von  7-=-; — «r-   zu   erhalten,    welches  auf 

verschiedene  Weise  geAmden  worden,  ist  es  am  bequemsten,  die 
theilweise  Integration  anzuwenden.    Man  hat  nämlich  (§  201) 

f{x^+ a«)-r*c = (^>+a»)~rÄ —fx.  — w(ar«+a«)*"^"+^^  2xdx 

r     dx       X  ^     r x^dx 

J  («M-ä»7  ""  («»+«*)'•         J  (x^+a^)"^^ 

~(^»+^"^     J   (x^  +  aY-^'         ' 
f     dx X  r     dx  ^     gT       dx 

Diese  Gleichung  auf  das  letzte  Integral  rechter  Hand  redudrt: 

r       dx  1      __f__  ,  2n— 1  r   ^j? 

J  (a;*+  a«)"+i ""  2a«w  '  (a;«+ a»)-  "^  2a«w  J  (a?»4-' a«)" ' 
Setzt  man  jetzt  w+l=w,  mithin  n^=m  —  1,  so  erhält  man 
folgende  sogenannte  Reductionsformel : 

T   C     ^       —         ^ ^ 2fn~3    r      dx 

J  (a?»+  a^  ~  2(m— l)a«  *  {x^+a^'^  "^  2(m-  l)ay  {x^+a^'^ ' 

nach  welcher  man  das  ursprüngliche  Integral  auf  ein  anderes  von 

derselben  Form  reducirt,  in  welchem  der  Exponent  m  um  eine 

Einheit   niedriger    ist.      Durch    wiederholte   Anwendung   dieser 

Formel  kommt  man,   weil  m  eine  ganze  Zahl,  zuletzt  auf  das 

bekannte  Integral 

dx  1.x 


n> 


/ 


-  ,     j  =  —  arctg — . 
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Man  hat  z.  E.  ftkr  m=3 


r     da 1  X  9    r     dx 

r    dx     _  1      X        i  r  dx 

/(Ä«+a»)»~2a«'i»«+Ä»"*"2ay  x^+a^ 

=  s-i — n — •+?r-^  —  arctg  — ,  mithin 
2a*   a?*+a*      2a*   a       ^a' 

(a:*+a*)8""4a*(a:*+a*)*'^8aV'+»")      80*"^*  a  ' 

Anmerkung.    Das  Integral  />-  >  ,     ,    ,    w  l*^*  »cti  leicht 

auf  die  vorstehende  Reductionsformel    zurückfuhren.     Man  hat 
nämlich,  wenn  man  d;4-ip  =  w,  dx'^duwiAq — ^«  =  a*  setzt, 

r      dx       ^r dx ^r   du 

329. 

Ganz   auf  dieselbe   Weise   findet  man   auch   die  folgende 
Reductionsformel : 

n  f     ^       — ? 2w— 3     r      dx 

^•J(a«_a:*)~""  2(m— l)a*.(a*— Ä?*)»«-!  ■*"  2(m— l)a7(a*-^*)-^i' 

Hierbei  kommt  man  zuletzt  auf  das  bekannte  Int^ral 

dx     J^  i^Lzbl? 


^ 


a* — «*      2a    a  —  x' 


830. 


Setzt  man  ,--r-r-  ^<-^=af^^ 


(a:*+a*)«  (x*+a*)"» 

,       xPdx     _j       xdx 

nennt  den  ersten  Factor  w,  den  andern  dv^  und  integrirt  nach 
§  201,  so  erhält  man  noch  folgende  zwei  Reductionsformehi: 

„    r  xPdx    ^ ^ p—ir  xP-^dx 

J(a?*+a*)"»         2(m-l)(a;*+a*)«-i  "^2(m— l^(a:«+a*)-^i  • 

'  J(a*— x*)~""2(m— 1)  (a*— x^)"-i      2(m— l)j(a*— a;*)-i ' 


31  y 


331. 

Das  Integral  von    ^ ^ .  dx  findet  man  durch  Zerlegung  des 

Factors  von  dx  in  Partialbrüche. 

Zufolge  Analysis  §  131  sind  sänuntliche  nWurzeln  der 
Gleichung  ^—1  =  0  durch  die  Formel 

2Jc7t  ,    .  .   2k7t 
^=008 +«8m 

gegeben,  indem  man  hierin,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade, 
*=0,  1,  2,  8....|n  oder  Ä?=0,  1,  2,  3....4(w— 1)  setzt  Die 
zweitheiligen  einfachen  Factoren  von  x^  —  1 ,  d.  lu  die  Nenn« 
der  gesuchten  Partialbrüche  sind  mithin: 

2h7t      .  .    2h7t 
fl?  — cos tsm , 

2k7t  ,    .  .    2h7t 

X  — '  cos h  «sin . 

n  n 

Ist  n  gerade,  so  giebt  es  flir  Ä;=0  und  A  =  Jn  zwei  reelle 
Nenn^  x — 1  und  ^  +  1,  die  andern  sind  alle  gepaart.  Ist  n 
ungerade,  so  giebt  es  nur  einen  reellen  Nenner,  nämUch  o;  —  1, 
fbr  Ä;=0.    Die  andern  Nenner  sind  gepaart  vorhanden. 

Seien  nun  Ai ,  Aj . . .  An  die  Zähler  der  Partialbrüche,  welche, 
weil  die  Nenner  Formen  ersten  Grades  sind,  nothwendig  con- 
stant  sein  müssen  (Anal.  §  142),  so  hat  man 

01^  Ai    _, Ag As 


af—l      x—l  2Tt      . .   27r  27r  .   .  .   2/r 

a:— cos tsm —     0?— cos — ^+tsm 


n  n  n  n 


+ 7^^^ 7-+  ^ 


..(0 


47t  .    .      4:7C  4at    ,      .    ,     4:7t 

X — cos tsm —     X — cos \'%sm — 

n  n  n  n 


-h 


Ist  n  ungerade,  so  sind,  den  ersten  Bruch  — ^r  ausgenom- 
men,  je  zwei  Brüche  gepaart  vorhanden.     Ist  n  gerade,  so  ist 

A  An 

der  erste  Bruch  — ^  und  der  letzte 


X — 1  a?4-l' 

Um  den  Zähler  A^  zu  finden,  multiplicire  man  die  ganze 
Gleichung  mit  x — 1  und  setze  dann  ^=1  (Anal.  §  143),  dann 
(weil  X — 1  ist=0  und  a?**  — 1  =  0) 
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Ax  =  $Er^  =  |, -thin  (§  81) 

Ai  =  —  (weil  a^  =  l  und  ^cp+^  =  1). 

Um  Ao  zu  finden,  multiplicire  man  mit  a — cos «sin  — 

.    •  '  r  n  n 

und  setze  dann  «=C08 f-^'^in — ,  dann  ist  (weil  a?*=l) 

^  f  2fc       .  .   27t\ 

aPAa — 008 fsm — ]       ^ 

.   _       \ n ^_  0 

^-  ^~_i  —ö' 

(             27t      \  .    2n\     „.    ,     „ 
[x — cos «sm  —  ]paP'^  +a:P 

.   __^''    a?H-i \ n  n  ) 

A««=*— ^cos-^^  ' — --+^sm    ^      ^    wAnaLS  88). 
Ebenso  hat  man 

*  «I  w  ♦»       I 

Aa= — -{cos-^^- ^^ — htsin  ~^^- ^->. 

*  n  I  n  ^       J 


Sind    allgemein    M    und    N    die    Zähler    zweier    Brüche 

..      ,                  ^        XT                             2Ä7r       .  .    2Tc7t         , 
mit     den     gepaarten    Nennern    x  —  cos 1  sm und 

2h7x  ,    .  .   21071 
X — cos h^sm ,  so  ist 


n 


cos 


2ä;(p  +  1K       .^2^  +  l>r1  ^^ 
w  «         J 


n 


2Ä<p  +  l);r       .  .    2Ä<p  +  l)7r 

cos — ^^- tsm — ^        ^ 

n 


+  1)^1 
n        J^ 

und  die  beiden  Brüche  selbst  also 
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1         2A(p+l)      .    1     .  .    2Jc(p+l) 

—  •cos — — 7v-\ «tsin — — -fc 

n  n    -  n  n 

X — cos TT  —  «Sin 7t 

n  n 


A  +  Bi 
X — a—ßi 


1  2Ä;(pH-l) 

•cos — ^^ ~7t 

n  n 


1     .  .    2k(p+l) 

—  esm — — -TZ 

n  n 


2k      ,    .  .   2Ä 
X — cos — TT  +  isin —  7t 
n  n 


A—Bi 

X — a+ßi 


addirt  man  beide  Brüche,  indem  man,  wie  angedeutet,  des  be- 
quemeren Schreibens  halber,  A,  B,  a,  ß  als  Stellvertreter  setzt, 
so  ist 

A+B^^         A—Bi    ^   2A(^-«) 2B/J 

X — a — Si       X 


ßi  •  x—a-^ßi  {x—ay+ß^  {x—aY+ß^' 
multiplicirt  man  jeden  der  beiden  gepaarten  Brüche  oder  ihre 
rechter  Hand  stehende  Summe  mit  dx  und  integrirt,  so  ist  das 
Integral 

=AJ[(ir— a)2  +  ^a]_2Barctg^^, 

ß 

oder,  für  A,  B,  a^  ß  ihre  Werthe  zurückgesetzt  und  beachtet, 
dass  cos^  —  TT 4- sin* — 7r=l, 


n 


n 


1 


H cos 

n 


n  \  n  / 


2k 

o  07/       1    -l\  c^  —  COS         7t 

2    .   2k(p  +  l)  ^  n 

sm — ^^- -^  TT.  arctg 

n  n  ° 


.  2k 
sm  —  7C 
w 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  (1)  —  Seite  319   —  mit  dx 

multiplicirt  und  integrirt,   so  giebt  vorstehende  Formel,  indem 

man  darin  A=l ,  2,  3.  .  setzt,  die  Summe  der  Integrale  von  je 

zwei  gepaarten  Brüchen.     Setzt  man  i=0,  so  erhält  man  das 

1    r  dx        1 
Integral  des  ersten  Bruches  — •/ =-= — l{x — 1)  doppelt.   Dies 

ist  natürUch,  weil  wir  bei  der  paarweisen  Vereinigung  der  Brüche 
den  ersten  als  zweimal  vorhanden  fingirt  haben,  nämlich 

1  1  1  1         ^ 2       x—1 

n    x—l—O.i      n   A'— 1+O.i      n     (x — 1)* 

mit  dx  multiphcirt  und  integrirt,  ist  das  Integral  also 


n    ^         ^        n    ^ 

Lfibsen,  Inflmtesimal-Rechnung.  6,  Aufl. 


1)  Statt  —l(x  —  l). 


21 
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x«— 1 


Aus  demselben   Grunde  ist,    wenn   n  gerade,   auch  der 

11  • 

letzte  Bruch,*) r-^i    bei    diesem    paarweisen   Zusammen- 

'  ^   n    Ä?+l 

fassen  als  zweimal  vorhanden  angenommen.  Dies  berücksichtigt, 
hat  man  folgende  allgemeine  Reductionsformel : 

+  -— cos  — — -7r,l[x^  —  2iC.cos — /r  +  l ) 

n  n  \  n  / 

2h 

=^^  o  o7/in\  ^  —  cos  —  TT 

2    .   2ÄJ(p+l)            X                w 
sm  — — 7t .  arc  tg ^^ 

sm  —  7C 
n 

worin  filr  ein  gerades  n:Ä  =  0,  1,  2,  3 ^n  und  flir  em  un- 

^ 1 

gerades  n:k=Oj  1,  2 — h-  zu  setzen  und  vom  ersten  po- 

sitiven  Theil  jedesmal  die  Hälfke  zu  nehmen  ist,  wenn  der  zweite 
negative  Theil  verschwindet,  was,  wenn  n  ungerade,  fllr  äj=0, 
und  wenn  n  gerade,  für  4  =  0  und  Ä=  ^fi  der  Fall  ist 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  findet  man  folgende  Reductions- 
formel (Analysis  §  134  b): 

n  n  \  n  / 


xPdcc 


2*4-1 

X — cos 7t 

n 


.    2     .  (2A+l)(p-H) 

H .sm^= ^^ — ^TT.ai-ctg  ^,  ,  , 

n  n  ^      .    2A-f-l 


sm 


n 


7t 


bei  welcher  flir  ein  ungerades  n  dieselben  Bemerkungen  gelten. 

3 1 

Beispiel.    Sei  p  =  Oj  »=3,  so  ist  fUr  4=0  und  = — ^ — 

r  äx 

l^^^=^.\l{x—\y+\.QOfi\7t.l{x^  —  2x.QO^\7t+l) 


ß 


^   '    9  j.  ^ — cosItt 

-|sm|.r.arc<g    ^^^    , 

dx        .   j  (x—iy        1         ^  2a;+l 


a;»— 1 


*)  Den  Zähler  dieses  Bruches  findet  man  ebenso,  wie  den  des  eisten. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  (1)  mit  x+l  und  setzt  dann 
^Es — 1,  so  ist 

af+i        1 

m^        n 


328 
Axunerkung.     Die  beiden  Formen 


lassen  sich  leicht  auf  die  vorhergehenden  zorückftihren,  indem 
man  im  ersten  Fall  x=(m  und  im  andern  Ä  =  t*.i  / — setzt. 


j/-^ 


332. 


Die  im  vorbeigehenden  Paragraphen  erwähnten  Functionen 
lassen  sich  oftmals  leichter  durch  Substitutionen  integriren.  Man 
hat  z.  B. : 

fx^dx  _  1  C  d.a;»     _l  f  du  1  , 

7»«4-l "~  Sj  H-(a;»)«~  3  j  1 +««~  3  ^'^^^  ' 

r  xäx  ^\  r  d.x*    _'^  r  du 

Jx*—a*~  2j(x*)'—a>~  2Ju*—a*' 


h 


xdx    1  ,t« — a __1_7^* — ö^^ 


x^  —  a^      Aa  u+a      ia^  x^+a^ 

n.    Integration  der  irrationalen  Funotionen. 

333. 

Wir  haben  schon  §  207  bemerkt,  dass  es  nur  sehr  wenige 
irrationale  Functionen  giebt,  deren  Integral  sich  in  geschlossener 
Form  darstellen  läast,  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  in  den 
meisten  Fällen  eine  solche  Form  gar  nicht  exdstirt.  Zu  jenen 
wenigen  irrationalen  Functionen  gehört  die  folgende,  das  so- 
genannte binomische  Diflferential,  welches  sich  imter  zwei  dazu 
günstigen  Umständen  rational  machen  lässt,  nämlich  : 

af^{a+'baf^)^dxj 

wo  w,  w,  jp,  g,  ganze  oder  gebrochene,   positive  oder  negative 
Zahlen  sein  mögen. 

Erster  Fall.  Wenn eine  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist,  dann  setze 

j_ 

(sfi — a)" 
a-\-ha^=^sfly  mithin  x=- T"^' 

21* 


324_ 

m  1 


-1 


6*»  w6" 


/  aj»»(a  +  6^»*)  ^ .  (i»  == -~^  p 


Ist  nun,  wie  vorausgesetzt,  -       -  eine  ganze  positive  Zahl, 

so  kann  man  das  Binom  unter  dem  Integralzeichen  entwickeln 
und  hat  dann  nur  eine  Reihe  von  Potenzen  zu  integriren.    Ist 

—    eine  ganze  negative  Zahl,  so  erhält  man  eine  rational  ge- 

brochene  Function. 

*M     j      1  V\ 

Zweiter  Fall.     Wenn 1-—  eine  ganze  positive  oder 

negative  Zahl  ist,  dann  setze  man,  weil 

x'^{a  +  'bx^)i  (fa=a        « . (6  +  öw?""»») « . da? 

so  wird  die  Function,  indem  man  in  dem  vorhergehenden  In- 
tegral  in+  —  in  w,  — n  in  w,   a  in  &  und  6  in  a  verwandelt, 

- -^  .j9P+^-i .  (29— 6)— f^ -f  ^ +0  .  t/isr 
na  ^         ^      \  ^       9     J 

also  ratioqal,  wenn h  —  eine  eanze  Zahl  ist. 

'  n         q  ^ 

Beispiel  1.  In  /a:*(a*  +  a?*)"*  dr  ist  m=3,  n=2,  — = — |, 

=  2.    Man  setze  also 

n 

jVa*+x^  3  "■  ^  n         ^  ■' 


,_5        ,        .    .     »»+1     ,     P 


Beispiel  2.  'In  fa:*(a*  +  x*)-°  .dv  ist  ~-!-^  +  ^-=-~l. 

J  ♦» 
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Man  setze  also 


(e*  —  l)i'  («*—!)?' 


a;»(a»+ «*)"'.  <i»=A         *' 


3«*  (a«+«*)* 


334. 


Folgende  sechs  Rednctionsformeln  mögen  noch  bemerkt 
werden,  durch  deren  wiederholte  Anwendung  das  binomische 
Integral 


' 


.?"»(a+6.7*»)Pdcr, 


wenn  die  Bationalisirung  nicht  möglich  ist,   in  günstigen  Fällen 
auf  ein  bekanntes  oder  doch  einfacheres  Integral  zurückgeführt 
werden  kann  (m,  n^  p  sind  beliebig  und  p  jedenfalls  ein  Bruch). 
Es  ist  zuerst 

jaf^(a  +  baf^y  dx  =  /^-»»+i .  {a+ha^y  af^'^^dx , 
und  durch  theilweise  Integration 

m 

i  +  .ym-n+1  ^  (^  J^  hafy+^ 

I.    /^(a+6^«)PÄ.=|      ^_fÄ"^^^ 

Nach  dieser  Formel  kann  man  also   gleichzeitig  den  Ex- 
ponenten p  vergrössem  und  m  verkleinem. 

Entwickelt  man  das  rechter  Hand  stehende  Int^ral,   so  ist 


a?-'-{a^hx^)P+^dx-^       ^j^ 


J 


H 


m 


m — w+1 


und  wenn  man   m  —  w=m',  p+'\=p  ,   mithin   m=m'4-w, 
p=p — 1  setzt  und  hernach  die  Accente  wieder  weglässt, 


n.    I  a^ia  +  ba^yda 
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+ 


w+1 


Will  man  bloss  m  verkleinern,  ohne  p  zu  ändern,  so  setze 
man  dais  rechter  Hand  stehende  Integral  in  I.,  nämlich: 

laf^\a  +  ba^y+^ .  da:  =  ja!^-*'(a  +  bx^'y  (a  +  ba*')(lc 

=  /  [aA»»-«(a+6Ä*»y  +  bx*** .  (a  +  bai^y  ]da: 

=  a  laf^-^{a  +baf^ydx+b  lx'^{a  +  ba^y  dx. 

Substituirt  man  die  rechte  Seite  statt  der  linken  in  I.,  fEisst 
dann  die  beiden  gleichnamigen  Integrale  in  ein  Glied  zusammen 

und  beachtet,    dass   IH p — -----=x — ,     ,  ^>    ,   so   kommt 

nach  gehöriger  Reduction 


TTT     1^/     I  i.^\nji       3  b{m  +  np+l) 


i-(t^/»---('^'^)"^ 


Bedudrt  man  diese  Formel  auf  das  Int^;ral  rechta:  Hand, 
so  ist 

af^-^.{a-\-horyäs=^'  «(«-«+1) 


--^mh<^^-y^^ 


und,  wenn  man  m — »■=!»',  also  in=m'+ti  setzt  und  hernach 
den  Aocent  wieder  weglässt, 

IV.    \  a^{ar^ba^yäx='  «(»»+1) 


a{inrf-i)      j 
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Will  man  p  vergrössem,  ohne  m  zu  verändern,  so  setze 
man  in  IV.: 

^^^^^{a±hf^-^^^„{a±h^_a^       mithin 

0     '  0  6        ' 


A  "»-H» .  {a  -h  l,t'^y  =  j;'»(a  +  6.r»»)P+i  —  -^  a:*»(a+&Ä:«)^ , 


so  ist    1  «?'»+*. (a+6^)^rf. 


Substituirt  man  die  rechte  Seite  statt  der  linken  in  IV.  und 
fasst  dann  die  gleichnamigen  Integrale  in  Eins  zusammen,  so  hat 
man  nach  gehöriger  Reduction 


V.    \  cif'{a-^loi?'ydx 


J 


+ 


aw(p+l) 


an{p+\) 


■j  a^{a 


+  baf")^^ .  dx. 


um  p  zu  verkleinem ,  ohne  m  zu  verändern ,  reducire  man 
V.  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  hat  man 


a'^ia+ba^y+^cLv 


J 


+ 


+ 


w+n+wp  +  l 


Setzt  man  jp+l=jp',  also  p=p' — 1,   und  lässt  im  Re- 
sultat den  Accent  wieder  weg,  so  ist 


VI.      I  a'^.(a  +  ha^ydx  = 


i 


+ 


+ 


m+np  +  l 
anp 


fn  +  np  + 


j/^(a 


+6««)H-iir. 


Anmerkaug.     Sollte  eine   dieser  6  Reductionsformeln   ein 
Glied  =soo  geben,   so  ist  die  Formel  unbrauchbar.    Es  ist  dies 
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dann   aber  ein  Zeichen,   dass  das  binomische  Differential  sich 
rational  machen  lässt  imd  nach  §  333  integrirt  werden  kann. 

335. 

Aufgabe.    Man  soll  das  Integral 


/Lf! 

/VT 


a' 


finden,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.     Hier  passt  offenbar  die  Formel  in.  (§  334), 
indem  hier  » =  2 ,  |)  ■=  —  ^  ist,  daher 


fl^-^VT— rr«  .  m  — irÄf^-2^ 


m 


4 


m 


Durch  Wiederholung  dieser  Reduction  wird  der  Exponent  m 
jedesmal  um  zwei  Einheiten  kleiner  mid  man  kommt  zuletzt ,  je 
nachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  die  bekannten  Integrale 


r  xdx 


r  dx 

1—, =arc8ma::: 

Es  ist  hier  also  allgemein 

1)  m  gerade: 


X 


8 


-Vl—xK 


h 


af^.dx 


yi—^ 


.fn  (m'^i.m  ^.4.o m  J 


r  xr*dx 

Jvi—x* 


=— yi-a;- 


.  1.3.5...  (w—1) 

+  ö>ifi    -^ ^  arcsm.r; 

2.4.6 m  ' 


2)  m  ungerade: 
.m        '^(m'2).m  1.3.5.7 m 


Hiemach  hat  man  z.  B. 


r  x'^dx  


X 


—  "k"  Vi — ."P*  +  1  arc  sin  « , 


xhlx 


=— Vi— «» 


JVi 


X*  ,    1.3 
Ä  +  2Ä''} 

1.4 


,  1.3 
2.4 


1.2.41 


-.1 


.2 


^^     ■'  L5+3.5'  +1.3.5. 
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336. 

Aufgabe.     Man  soll  das  Integral 

dx 


,2 

finden^  wenn  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

AuflöBung.     Nach  Formel  IV.  (§  334)  hat  man 


Durch  Wiederholung  dieser  Reduction  kommt  man  zuletzt, 
wenn  m  ungerade  ist,  auf 


/ 


dx 


Um  dies  Integral  zu  finden,  setze  man 

'dz 


Vi— .r*  =  r,  x=Vl—z^^    dx=  — 


Z( 


Vl—z^' 


J^ 


r     dx r  de    ^  ,1  —g 

^      —1  7I— Vl  +  g'^/l— VI  — a;*\ 


ayr^^ä»      1+/1 


BeiBpiel  L    f  ,  f^-  =  -~-  V 1=^+  {  f-j~ -- , 
JxWh^*  2  yxVl—x* 


I. 


dx  Vi  — a;»  ,  ,,/l  — yr^\  ; 

= +^i[ — - — ;.  I 


Beispiel 


ajäVl— a;«  2x 

VI—«* 


isplel  2.  /*— ^=^  =— «-' .  Vl—x*=  - 
Jx'VT^x* 


X 


Beispiels.   / — , = -„ h|/ — r  —  > 

/.T*yi— a;^  L3    rr^      3    a; 
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387. 

Schliesslich  betrachten  wir  noch  «ds  hieher  gehörend  das  in 
der  Mechanik  vorkommende  Differential 

wo  m  eine  ganze  Zahl  ist. 

Durch  Umformung  desselben  in 

x^.ar^(a  —  Ä)~ida?=Ä^""i(a  —  a)''^da:  hat  man 

J  yaa — a^     J 

mithin  nach  §  334,  Formel  IH.,  indem  hier  n=l,   b  =  —  1, 
p= — I  ist  und  m  —  |  statt  m  steht, 

/  af^"Ha  —  x)  "^dx  = ^^ — -^^  H — ^^ —  \  ä,*»»""  <a— a?)-« .  dx 

J  fifh  m     ) 

oder,  weil  a^-^^  =  af^'-'^x^  und  Ä'"~ä=af»-^.ic— i. 


j  'Vax'-x^~  ^  2w     )yax—x^' 

Durch  Wiederholung  dieser  Reduction  wird  der  Exponent 
m  jedesmal  um  eine  Einheit  kleiner,  und  man  kommt  zuletzt 
auf  das  aus  §  207,  2,  bekannte  Integral 


/, 


dx  .    2x — a 

=  arc8m 


Vax — X*  ^ 


m.    Integration  der  Ereisfunetionen. 

338. 

Um  zunächst  die  Integrale  der  Sjreisfunctionen 
sin"*/p.cos»*dr(te,  sin^x.dXy  ooB^xdx 

zu  finden  y   wo  m  und  n  ganze  positive   oder  negative  Zahlen 
sind,  könnte  man 

sin  x=u.  mithin  cos  a;=  yl — u*  und  dxsss-—^ 

setzen,  und  dann  unmittelbar  die   in  §  384  aufgestellten  Re- 
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ductionsformeln  anwenden.    Man  kann  hier  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.    Es  ist  zuerst 

sin*"^ .  co8**a?dr = mx^~^x .  cos**«  sin  xcLcy 

folglich  nach  der  theilweisen  Integration: 

f*  flintw-l^  COS**"^^!!??        W  —""1  f* 

L   /  sin'^a?  cos^-ctii: = ^— :i 1 r-r  /  sin*""^^?.  cos^+^^dr . 

J  w+l  w  +  lj 

Durch  diese  Reduction  wird  der  Exponent  n  jedesmal  um 
zwei  Einheiten  vergrössert  und  gleichzeitig  m  um  zwei  Ein- 
heiten verkleinert,  was  zu  Statten  kommt,  wenn  n  negativ  und 
m  positiv  ist. 

Will  man  bloss  m  verkleinem,  ohne  n  zu  verändern,  so 
setze  man  in  I. 

cos^+^o: = C08"«(l — sin^.2:)  ==  cos^'a;  —  cos*»« .  sin*«, 

so  kommt  nach  gehöriger  Keduction 

TT    T-  «        1  ^  sin'»-ia;.cos*»+ia?  ,  m—lT.  ,„«         ^   , 

n.  /  sm***«  cos**«««  = ; ; —  /  sm"»^« .  cos*»«aa;. 

J  m+n  m+nj 

Reducirt  man  diese  Formel  auf  das  Integral  rechter  Hand, 
setzt  dann  m — 2=m',  also  fn=m+2  und  schreibt  zuletzt 
wieder  m  statt  m ,  so  ist 

/*                          sin***"^^«  cos**^^ic 
in.  /sin*"iccos'*a;tfo;  = r-i 


m- 


fit  ^- 
_| "  ^     I  sin'^^^a?  cos**  «d!«. 


Bedudrt   man  Formel  I.   auf  das  Integral  rechter   Hand^ 
setzt  m — 2=m\  »  +  2=n  etc.,  so  ist 

IV.  /sm''»ajco8*«a«= j-^ 

/  tn+l 

m+lj 

Setzt  man  hierin 

gii^ffi+2^ = sin***a?(l  —  cos^oj)  =  sin'*»a? — sin***«; .  cos*«, 

so  erhält  man  durch  eine  ähnliche  Beduction  wie  ßir  Formel  11» 

f*  sin***^^«  cos**""^«      w  -     1  f* 

Y.  /sin"»«co8**«dl«= ; 1 ; — /sm'*«cos**^«d«. 

J  m+n  m+nj 
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Reducirt  man  diese  Formel  auf  das  Integral  rechter  Hand 
und  setzt  dann  n  statt  n — 2,  mithin  n+2  statt  n,  so  ist 

r.  „    -.  sin"^*aj .  cos~+% 

isii 


VI.     lsm*^xcoa!^xJx  =  — 


+ 


m 


n+1 

— —5^ —  IsirV'^x  coB^^xdx. 
n+1     I 


339. 

Setzt  man  in  die  11*®  der  vorstehenden   sechs  Reductions- 
formetn  n=0,  so  hat  man 

cosa;  .  m — . 


C'  ^  j           sin'^-ia;. 
/  em***xax= 

J  ^ 


+ 


m 


f 


Bin^'~^xdx 


und  durch  Wiederholung  dieser  Reduction 

r.  „,  9   ,  sin^'-^^cos.?-  ,  m^3  r.  ,„  .    , 

J  m — 2  m  —  zj 


1)  m  gerade: 


'■/■' 


I.  /sin"*a:«to==— - 


coso; 
m 


sinw-lir^ 


m — 1 


m 


—2 


8in»»»-Sa;  +  ..+ 


3.5..(m— 3)(w— 


2.4..(iii— 4)(m 


-iJBin^r] 


,    1.3.5.... (w—8)(f»—l)  ^ 


2.4.6 .(m~2)m 


2)  m  ungerade: 


/ 


sin*"a;cto 


coso; 
m 


,     ,   m—\    .Oll   2.4.. ..(w — 3)(m— 1) 
^f»— 2  ^       1.3....(7»-4)(i»— 2) 


Setzt  man  in  Formel  II.  §  338,  m=0,  so  ^ebt  dieselbe 


III.  IcoB^ardx^^ 


1)  n  gerade: 


sino; 


« 


,      ,  n— 1  _     ,      ,  3.5..(n— 3)(n--l) 

eo8-la:+^  cosn-3^+..+ 2X.T(^-^4)(n-2)  ^^«  ^ 


1.3....(n— 3)(n— 1) 
"*'2.4. (n— 2)»^' 


2)  n  ungerade: 


IV.  /cos**fl:rfx= 


smx 


n 


n — 2 


+ 


2.4....(w— 3)(n— 1) 
1.3....(n— 4)(n— 2)* 
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IV*    Integration  einiger  transeendenten  Eunotionen« 

340. 

Die  einzige  Regel,  welche  sich  iUr  die  Integration  trans- 
cendenter  Differentiale  geben  lässt,  ist:  die  theilweise  Integration 
öder  Substitutionen  zu  versuchen.  Ein  paar  der  wichtigen  Fälle 
wollen  wir  hier  mittheilen.  Man  hat  z.  B.  durch  theilweise 
Integration 

lepsin  nxdx = sin  nx  .e^ — nie'',  cos  m  cLr , 

Multiphcirt  man  letztere  Gleichung  mit  — n  und  addirt  sie 
dann  zur  ersten'  und  fasst  die  gleichnamigen  Integrale  in  Eins 
zusammen  etc.,  so  hat  man 

r^  .        ,          ^/sianx — wcosw^X 
/6*sraWird.c  =  ^  I  ^         ^ 1. 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erstere  Gleichung  mit  n  und 
addirt  sie  dann  zur  zweiten,  so  hat  man  zugleich  auch 

r^          j         ^/cosna-{-n8innx\ 
Je'coBnxdv  =  e'( :^^^^ ). 

Ebenso  findet  man 

jaf^-^smxdx=9 — Ä?*~^.cosa?-|-(w  — l)/a:*"~2co8Ä?dr, 

mithin  die  Reductionsformeln 

/^" .  cos  xdx = af*'''\a:  sin  a?  +  n  cos  x) — n(n  —  1)  laf*'-^  cos  xda:^ 

/;»••.  sin  .r(?a:=.i**"^( — .rcos.r+wsin^) — n  (n—1)  j  a^-^  sin  xdx. 

Beispiele : 

1-  f-^7^-^-f^^.-<i^=Ke'  +  e-'). 
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2.   j:^.iuy^Q^t^--^j.^.il.y-^.^. 

f  ef'aidx    _([    ^ ^\^ 

/-— i —  e*(ii?  =  r— (^-\-  \j^—. — T^dx. 

Letztere  beiden  Gleichungen  addirt,  kommt 


fi 


(1  +  ay      1  +  x' 


341. 


Folgende  beiden  InJtegrale  verdienen  noch  bemerkt  zu  wer- 
den,  nämlich: 

r  r    dx      * 

iBxnOina+n) cos (px+q)dx  und  / — — , . 

J       ^  /        vr-         x/  j  a  +  0  cosx 

Man  hat  (Trigon.  §  100,  38) 
JBiR(mx+n).cos(j>x+q)dx==\  j&m[(m+p)x+n+q\dx 

4- 1  /sin  [(m  — p)x +n  —  q]dxj 

Bm(mx+n)co&{px  +  q)dx= 2(fn+i) 

co8[(w — p)x  +  n — q] 
2(m—p) 

Für  das  andere  Integral  hat  man,   cos^^x — sin^^o;  statt 
cosx  gesetzt, 

r dx ^r dx ^ 

Ja+bcoBx  ~J  a+ftcos^^x  —  6sin*|x 


.dx 


/*..-.„. 


cos^Jx 
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J  a+b.co&x      ja+h  +  {a  —  i)tg*|.r 

Ist  nun  erstens  a>>6,  dann  ist 

dx^ ^      2      /       d.tgl^' 2_  l__du__ 

Ist  aber  zweitens  a<C6,  dann  hat  man  aus  (1) 


da 2_^  / d.tg^a       2      /         du 

6-a      ^^^"^  /ft-a      ** 


a+6cos;c      &  —  alb-^-a      ^_^^        b — a  I  b  +  a        ^ 


^       1  jfyb+a  +  uVb^\ 

r      dte        ^        1        jfyb+a  +  ig\a.Vb^\ 
Ja  +  bcosa;      Vb^—a^'   ^Vb+a  —  tgia.Vb^^' 

Ist  endlich  drittens  a=by  so  hat  man 

r       dx         ^l   C   da    ^\ 
J  a(l  +  cos  x)      2aj  cos^^a:       a  *  ^**  * 


Dreiiindzwanzigstes  Buch. 


\ 


Eigenschaften  bestimmter  Integrale. 


342. 

x!is  ist  bereits  erklärt,  was  man  unter  bestimmtem  In- 
tegral versteht,  und  wie  dasselbe  aus  dem  unbestimmten  oder 
allgemeinen  Integrale  gefunden  wird  (§§  221,  222).    Ist  nämlich 


ß 

X 

ß 


f{x)da^=F(x)  4-  C ,  so  ist 


f{a)dx=Fia!)  —  Fixo), 


wobei  jedoch  die  nothwendigen  Bedingungen  zu  berücksichtigen 
sind,  dass:  1)  f{.r)  nicht  vieldeutig  ist  und  sowohl  für  die 
Gb^nzen  selbst,  als  auch  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  x—Xq 
stets  continuirlich  sein  muss,  also  weder  imaginär  noch  unend- 
lich wird,  und  2)  dass  /(.r)  innerhalb  des  Intervalls  immer  das- 
selbe Vorzeichen  hat  (§  234). 

Der  Anfänger  wird  wohl  thun,  a:  als  Absdlsse,  f{x)  als 
Ordinate  und  das  bestimmte  Integral  als  Summe  unendlich 
schmaler  Rechtecke  zu  denken. 

343. 

Hat  f{x)  in  gleichen  Entfernungen  (links  und  rechts)  von 
der  Glitte  des  Intervalls  gleiche  Werthe,  so  braucht  man  nur 
das  Integral  von  der  Mitte  bis  zu  Ende  oder  von  Anfang  bis 
zur  Mitte  des  Intervalls  doppelt  zu  nehmen.    Man  hat  z.  B.  aus 
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/cos  :rd'=8inÄ+C, 
/co8.?ctc=2  /co8a?<tc=2, 


0  0 

Sind  aber  die  erwähnten,  von  der  Mtte  gleichweit  ent- 
fernten Werthe  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  so  besteht 
das  Integral  aus  zwei  gleichen  entgegengesetzten  Summen  imd 
ist  also  nicht  in  geometrischem,  sondern  in  rein  arithmetischem 
Sinne  genommen,  =0,  z.  B. 

TT 

cosxdx=0. 


ß 


0 

344. 

Die  bestimmten  Integrale  führen  oftmals  auf  unerwartete, 
sehr  merkwllrdige  Resultate,  Ein  paar  Beispiele  mögen  ge- 
nügen, dies  zu  zeigen,  indem  wir  wegen  weiterer  Verfolgung 
dieses  unerschöpflichen  Gregenstandes  auf  grössere  Werke  der 
Integralrechnung,  z.  B.  Cauchy's,  oder  auf  Minding's 
Integraltafeln  verweisen. 

345. 

Aufgabe.  Man  suche  den  Werth  des  folgenden  bestimmten 
Integrals 

OD, 

da 


h 


0 

Auflösung,  Zufolge  §  328  Formel  I.  hat  man  (n  als  ganze 

Zahl  genommen): 

r_cte_^__l__  X 2n— 3    r      dx 

J{l+x^r       2(n--l)  "(H-.«")""^      2(w— l)J(l4-.t*')'^i' 

der  vom  Integralzeichen  befreite  Theil  wird  fiir  jede  der  beiden 

angegebenen  Grenzen   =0.     Wir   können  ihn   also   weglassen 

und  haben  dann  successive 

Lübsen,  Inflnitesimtl-Recbniing.    6.  Aufl.  22 
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f    dx      _2n—Sf     de 
/(!+*»)«  —  2w-2/(l+ar»)»-i' 

0  0 

OD  00 

/cLc 2n — 5 1       dx 


\ 


m 

I     da  1  /     ^^ 

0  0 

f  da  ^ 


TT 

2 

0 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  mit  einander  und  lassen 
dann  beiderseits  die  sich  hebend^i  Factoren  weg,  so  ist 


00 


dx  1 .3.5 (2n — 3)    n 


•      . 


(l+or«)'»      2.4.6 (2n-2)    2 

0 

346. 

Aufgabe.    Man  suche  den  Werth  des  Integrals 


f 


0 

Auflösung.     Man  hat  hier  zuerst 


hieraus  folgt  fiir  die  angegebenen  Grenzen  (§  201)  successive: 


00  00 


le-^x^dx  =»  nle^'^af^^dx , 


0  0 

00.  00 


le'^x^'  ^^dx  =  (w— 1)    e-'x^-^dx 

0  0 


00  op 

Ü  0 
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00 

/ 


e-«tte=:l, 


folglich  durch  Multiplication  etc. 

» 

er^af'da!  =  1.2. 9...  (n—l)n. 


I' 


347. 


Aufgabe.    Man  suche  sowohl  &lv  ein  gerades  als  auch  un- 
gerades n  den  Werth  des  Integrals 

i 


/i 


Vl-xcsT 

Auflösung.    Zufolge  §  335  hat  man  für: 

1)  n  gerade 

/af^dx     1.3.5 (n  —  1)    tc  ^ 
yi ^a        2.4.6 n    2  * 


1 


/ 


2)  n  ungerade 
af'cLc         2.4.6 (n—l) 


Anmerkung.     Weil  in  beiden  Integralen  ftir  die  äusserste 
obere  Grenze     ,  unstetig  wird,  so  scheint  hier  ein  Ver- 

stoss  gegen  die  §  342  erwähnte  Bedingung  gemacht  zu  sein. 
Die  Richtigkeit  des  Int^rals  ergiebt  sich  aber,  wenn  man  das- 
selbe ak  eine  asymptotische  Fläehe  betrachtet,  wie  in  §  229 
oder  auch  zufolge  §  223,  Anmerkung. 


348. 

Weil  die  Potenzen  von  echten  Brüchen  desto  kleiner  wer- 
den, je  grösser  der  Exponent  ist,  so  ist  flir  alle  Werthe  von 
a?  zwischen  0  und  1  von  folgenden  drei  Functionen: 

yfzl^'      yi^'      VY^ 

die  erste  grösser,   die  letzte   kleiner  als  die  mittlere.    Dasselbe 


22 


♦>* 
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gilt   offenbar   auch,   indem   man   ein  Integral   als   Summe   be- 
trachtet, von  den  drei  Integralen 

1  1  1 

/v»-iöb       f_^y^_       r^-^^dx 


Sei  nun  n  eine  gerade,  mithin  n  —  1  und  auch  n+1  eine 
ungerade  Zahl,  so  ist  nach  vorhergehendem  Paragraph 

1 
'x^-^rLy  ^  2.4.6.8 (n-4)(n— 2) 

y lir^  ~  3.5.7.9 (n— 3)  (n— 1)  ' 


1 

ß 


n 
1 


/ 


0 

1 


/ 


/v^^iLy    ^  1.3.5.7 (n— 3)  (n— 1 )  ^ 

yT-^i:^ "^  2.4.6.8 (w--2).w'  2  ' 

.i;"+irfÄ 2.4>6.8 (m~2)       n 

Vi— o:«  ~  3.5.7.9 (w— 1)  *  n+1  ' 


n 


Das  letzte  Integral  weicht  vom  erstem  nur  in  dem  Factor 

Y   ab.      Fllr   ein   sehr   grosses   n   werden    beide   Integrale 

näherungsweise   und  flir  n=oo   vollkommen  gleich,  weil  dann 

der  Bruch  — —-=-  = ,-  ^—r  =  ,   ,    ,  =  1  wird.   Das  zwischen  bei- 
wH-1       14-1      1  +  4 


00 
M 


den  liegende  mittlere  Integral  wird  also  flir  n=oo  jedem  gleich. 
Dies  giebt  uns  nun  den  bereits  von  Wallis  gefundenen  merk- 
würdigen Ausdruck  fltr  die  Zahl  n.  Es  ist  nämHch,  wenn  man 
die  Factorreihen  bis  ins  ünendhche  fortlaufen  läset, 

TT  ^  2.2.4.4.6.6.8.8  .... 

a  X.O'O.O.O.  1. 1  •«/•••  • 


349. 

Von  wissenschaftlichem  Interesse,  namentlich  flir  die  Wahr- 
scheinliehkcitsrechnung,  ist  die  Bestimmung  des  Integrals 

+  00 


' 


—00 
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Dieeee  Iiik^;raJ  lasst  sich  auf  Tcrecbiedene  Webe  finden. 
Wir  wählen  hier  Cauchy's  Verfahren,  welches  Encke  im 
Berhner  astronomischen  Jahrbuch  fUr  1834  nriitthcilt. 

Cauchy  betrachtet  daselbst  zuerst  das  doppelte  Integral 


HI' 


e-^^'i^äxäy, 


welches  in  geometrischem  Sinne  dos  Volumen  eines  Körpers  be- 
deutet, für  dessen  Oberfläche 

z  =  e-^^^  =  e-'\e-y^ (0 

die  Qleichung  ist,  und  wo  also  x,  y  ganz  unabhängig  veränder- 
hohe  Grössen  sind,  die  sich  beide  von  0  bis  +«  erstrecken, 
mithin  dieselben  Int^rationsgrenzen  haben. 

Integrirt  man  erat  in  Bezug  auf  y  und  setzt  einstweilen  den 
Werth  des  onbekannteD  Int^rols 


}- 


äy='L,  so  ist  offenbar 


mithin,  wenn  mau  jetzt  nach  x  integrirt,   V  =  L* (s) 

Denkt  man  sich  in  der  Glei- 
chung (1)  y^O  und  dann  filr  j:  , 
alle  möglichen  Werthe  von  .r^O  I 
bis  vE=+QO  gesetzt,  so  erhalt  man 
einen  durch  die  Achsen  der  x  und 
z  gel^;ten  Durchschnitt  (eine  asym- 
ptotische Fläche,  woTon  nur  die 
eine  Hälfte  ÄBE  dargestellt  ist). 

Ea  ist  nun  leicht  einzusehen, 
dass  alle  Durchschnitte  durch  die  Achse  der  t  einander  voll- 
kommen gleich  und;  denn  die  Entfernung  dnes  Punctes,  Q, 
in  der  Ebene  der  a-,  y  ist  =1^^*+^*.  Alle  Puncte  in  der 
Ebene  der  x,  y,  die  gleichweit,  um  AQ=r,  vom  Anfangs- 
punct  A  entfernt  sind,  mithin  in  einem  Kreise,  mm,  lie^n, 
für  welche  also  a:*-Hy*=f*  ist,  haben  offenbar  einerlei  e,  näm- 
lich 2  =  c-'"*'=MQ;   folgUch  sind  alle  erwähnten  Durchschnitte 
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gleich,  und  man  kann  sich  den  Körper  durch  Umdrehung  der 
asymptotischen  Fläche  ABK  um  die  Achse  der  0  entstanden 
denken.  Denkt  man  sich  die  mit  den  Radien  r  und  r+dr  in 
der  Ebene  der  Xj  y  beschriebenen  Bogen  mm^  nn  zu  ganzen 
EreLsen  ergänzt  und  in  denselben  Cylinderflächen  senkrecht  auf 
die  Ebene  der  Xy  y  errichtet,  so  erhält  maUi  offenbar  dne  unend- 
lich dünne  sogenannte  Cylinderschale,  deren  innerer  Radius  =r, 
deren  Dicke  =dr  und  deren  Höhe  is=se-^^.  Es  ist  demnach 
das  Differential  des  Körpers 

dV=2rn.e'^^dr. 

Das  Integral  muss  nun,  um  den  ganzen  in  solche  unend- 
lich dünne  Cylinderschalen  (Elemente)  zerlegt  gedachten  Körper 
zu  erhalten,  offenbar  von  r=0  bis  r=oo  genommen  werden^ 
daher,  weil  allgemein 


/' 


e''^Wdr=  -]«-'*  + C, 


V  =  27r/c-'^'.rdr= 


0 

Mithin  ist  vermöge  Gleichung  (2)  L*s=s7r,  also  L=y7r, 
daher 

/e~*'.d!r=y7r  und  /c~^.(ir=|y7r. 


—  00 


Vierundzwanzigstes  Buch. 


Integration  durch  Differentiation  nnter  dem 

Integralzeichen. 


350. 

.  Jjiine  sehr  weit  greifende  Methode,  iinzählige,  sowohl  be- 
stimmte als  unbestimmte  Integrale  zu  finden,  geht  aus  dem  schon 
von  Leibnitz  aufgestellten  Satze  hervor^  dass  es  einerlei  ist, 
ob  man  von  einem  zu  integrirenden  DiiSerential,  f{x^  a)(IXj  in 
Bezug  auf  eine  darin  vorkommende  unabhängige  constante 
Grösse  (Parameter) ,  a,  zuvor  die  Derivirte  nimmt  und  dann 
int^rirt,  oder  ob  man  erst  integrirt  und  dann  in  Bezug  auf 
jene  Constante  die  Derivirte  nimmt. 

Um  zuerst  den  Sinn  dieses  Satzes  richtig  au&u&ssen,  möge 
ein  Erläuterungsbeispiel  vorangehen.    Es  ist  z.  B. 


/< 


{^ax^  4-  a^h)  dx^ax^+ a^hx + C 


Diffierentiiren  wir  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  Be- 
zug auf  a  und  dividiren  durch  da  (indem  man  x  als  constant 
betrachtet),  so  ist 

Differentüren  wir  dagegen  das  zuvor  gefundene  Integral,   so  ist 

-^ -^  =  x^+Za^hx , 


_344_ 

also  ganz  dasselbe  wie  vorhin  ^  wenn  man  daselbst  die  willkür- 
liche Constante  C=0  setzte  oder  auch  dem  letzteren  Resultat 
dieselbe  willkürliche  (instante  C  hinzufügt. 

Um  nun  die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen, 
braucht  man  in  jf(Xj  a)dx  nur  a-J-Aa  statt  a  zu  setzen,  so 

ist,  wenn  man  die  Aenderung  des  Integrals  mit  AalA^^  0L)dx 
bezeichnet, 

AalfiXy  a)dx=^if{Xy  a-i-Aa)dr — lf{Xy  a)dx, 

Aa  f{Xy  a)dx-=l[f{x,  a-hAa)—f{x,  a)]da, 

und,  wenn  man  jetzt  /*(.r,  a  + Aa)  entwickelt  (§  161), 

Aalfi^y  ci)dx  =  l[f{jcy  a)'^fa{x^  a)Aa  +  ...—f{.T^a)]dä:, 

Aajf(x,  a)da:=l\f'a(a:j  a)Aa  +  fä{a;j  a) -^ "^ ' "l^^y 
Geht  man  jetzt  auf  die  Grenze  über,  so  ist  ftlr  Aa  =  0 

/ 


d.{/f{xja)d.r) f  ^ '(/{''  i  <x)da) 

da  I  da 


351. 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  offenbar,  wenn  die  Con- 
stante a  nicht  verschwindet,  beliebig  ofl  wiederholen  und  dann 
aus  einem  gefundenen  Integral  so  viel"^  neue  ableiten,  als  man 
nur  ^411,  und  welche  man  auf  directe  Weise  schwerHch  gefunden 
haben  würde. 

Da  nun  die  durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
geftindenen  allgemeinen  Integrale  (indem  man  jedesmal  eine 
willkürliche  Constante,  C,  hinzufügt)  für  jeden  Werth  von  x 
und  a,  für  welche  selbstverständlich  f{.v,  a)  stetig  ist,  gültig 
sind,  so  ist  auch 


4 


> 


345 


d. 


nf(,v,a)dA 

V  '     fd.(f(x,  a)da; 

-J  da 


da 

352. 

Beispiel  1.     Wir  haben  z.  B. 

da 


I 


=  '    .rc.g(_i)  +  C (.) 


und  durch  Differentiation  in  Bezug  auf  a 

— 2ada  ,    a     l        1  a 


dx       X 1^        f    —j^n        (\ 


Femer  hat  man  aus  (1) 


00 


dx  1      7t 


a^+x^        a    2 

0 


und,  wenn  man  in  Bezug  auf  a  differentiirt, 


06 


/'—2adx  _      1    ^ 
(a^+x*y  ~     a« '  2  ' 

0 


00 

f     äx  7t 

Jl 


Dies  letztere  bestinmite  Integral  erhält  man  also  direct  aus  (1) 
ohne  erst  das  allgemeine  Integral  (2)  entwickeln  zu  brauchen. 

853. 

Beispiel  2.    Durch  wiederholtes  Diffei^entiiren  (welches  wir 
rechter  Hand  nur  andeuten)  erhält  man  aus 


dx  1  ^    ^    .   n 

- — ^  =  -r-.arctg-7 — hC, 


r  dx 

Ja+x* 
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r—lclx_j 


(a-t.arotg^) 


da 


>''*'+ c, 


r\.2dx  _ 
J  (a+z*)' 


d».(a-i.arc1g^) 


da* 


^'•'  +C, 


/. 


/ 


ino          ^        d«(a-}arctg-7-) 
1.2,3. >..ndj?         \ V^/    .  p 


.2,3....n(fa_yr   <?* . (a-i) ^  1.3.5 . . . (2w— 1)     ä^ 
(1  +i»»)"+i  ~  2  '      da**     ~         2"aVö         '  2  ' 

0 


und,  wenn  man  jetzt  a=l  setzt, 


/ 


^ 1.3.5. ..(2n—l)   ^ 

(l+a;«)-+i  ~  2.4.6 2n  *  2  ' 

0 

364. 


Beispiel  8.     Durch  wiederholtes  Differentiiren  der  beiden 
Integrale 


/.^.,  /— 


in  Bezug  auf  a  erhftit  man  (Cauchy  T.  II.  pag.  76) 


/ 


^^da^^+^Li^^  +  c, 


I 


«    in^j        d".(a^^)      1.2.3. ...n 

(/a~  a«+i 


855. 

Eine  andere  Methode,  bestimmte  Integrale  zu  finden,  be- 
steht in  der  sogenannten  Integration  unter  dem  Integralzeichen 
in  Bezug  auf  eine  als  veränderlich  betrachtete  Constante  (Para- 
meter) und  beruht  auf  dem  Satze,  dass  bei  Bestimmung  eines 
Doppelintegrals 


4 
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/     //"(^i  y)äxdy 

die  Ordnung  der  beiden  Integrationen  beliebig  ist,  d.  h.  wenn 
Xj  y  von  einander  unabhängig  Eond  und  f(Xj  y)  innerhalb  der 
ang^benen  Grenzen  stetig  ist  und  kein  Zeichenwechsel  Statt 
findet^  so  ist  es  einerlei,  ob  man  erst  in  Bezug  auf  y  und  dann 
in  Bezug  auf  Xy  oder  umgekehrt  erst  in  Bezug  auf  x  und  dann 
in  Bezug  auf  y  integrirt  Dieser  Satz  folgt  schon  auf  anschau- 
liche Weise  aus  §  257,  lässt  sich  aber  auch  folgendermassen  be- 
weisen.   Es  ist  erstlich  (§  350) 

d/ 


.{fF(x,  a)dx) 


X 


\ _rd.(F(x,  a)dx) 

da  ~l  da  ^'^ 


a 


Man  setze  F(a?,  a)=lf(x,  a).da^  mithin 


«0 

a 


F(«,  a)dx^=^lf{Xj  a)da.dx (2) 


Oo 


i^^)^=fi,,a)d. (a) 

Die  in  (2)   und   (3)   erhaltenen   Ausdrücke  in   (1)  substi- 
tuirt,  ist 


X       a 

d'l     Ifi^y  a)dadx 


-^ =//*(^7  o)*«?> 


X       a  X 


d-l     I  fi^y  a)dadxs=sif(xy  a)dxda. 


Das  Zeichen  d  bezieht  sich  auf  a.  Integrirt  man  also  in  Be- 
zug auf  a,  so  ist,  weil  die  Zeichen /und  d  sieb  heben,  wie 
behauptet, 


X       a  a        X 


I     \f{^y  a)dada=l     lf{xy  a)dxda. 

^0       «0  "0      ^ 
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356. 

Vorstehender  Satz,  über  die  willkürliche  Aufeinanderfolge 
der  Integrationen,  läast  sich  offenbar  auf  dieselbe  Weise  auf 
viel&che  Integrale  ausdehnen. 

Um  nun  zu  zeigen,  wie  man  durch  Anwendung  desselben 
bestimmte  Integrale  finden  kann,  zu  welchen  die  entsprechenden 
allgemeinen  Integrale  nicht  zu  finden  sind,  nehmen  wir  folgendes 
Beispiel 

Sei  m  eine  positive  Zähl,  so  folgt  aus 


f 


m 


1 
J  m 

0 

Multipliciren  wir  mit  dm^  so  ist 

1 


f' 


af^^^dxdm= — > 

m 


ml  m 

mithin  /     /a^~^  dadm  =  / 


0 
ml  m 

dm 

7 

m 


«Iq      0  niQ 


X  m  in 

oder  /     ja?*^^^dxdm=j (i) 


0       mo  ♦«( 


Integriren  wir  also  erst  in  Bezug  auf  m ,   indem  wir  x  als  con- 
stant  behandehi,  so  ist  (§  195,  3) 


f 


^m-l 


ai^-^dm=-j hC, 


m 

mithin 


a^-^dm  = j 


»Wo 

Wird  dies  in  Bezug  auf  m  gefundene  Integral  linker  Hand  in 
(l)  substituirt,  so  ist 

1 


p'-^-^^iB' 
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1 


J       Iv         X         Vwo/ 
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Aufgabe.    Man  suche,  was  aus  dem  Integral 


le-'^dx 


0 

wird,   indem  man  es  mit  da  multiplicirt  und  dann  von  a=a^ 
bis  a  integrirt  (a,  a^  als  positiv  vorausgesetzt). 
Auflösung.    Man  hat  hier 


/' 


a 


0 

00  <i 


/  ^ 


/"^/«-"Wv-'Ci)- 


0  <n,  «0 

Nun  ist  le-'^da^ ß-^^-t-C, 


e-«rfa=s  , 


0 


— 'da 


-<i-> 


358. 

Von  den  übrigen  verschiedenen  Methoden,  bestimmte  In- 
tegrale zu  finden,  erwähnen  wir  schliesslich  noch  folgende  von 
Laplace,  die  darin  besteht,  das  gesuchte  Integral  durch 
Differentiation  in  Bezug  auf  eine  Constante,  erst  auf  ein  an- 
deres leichter  zu  findendes  Integral  zu  bringen,  aus  welchem 
sich  das  eigentlich  gesuchte  ableiten  lässt  Man  habe  z.  B.  das 
Integral 


/ 


00 


e        cos  hxdx 

0 


350 

zu  bestimmen.    Setzt  man  dasselbe  =u  und  differentiirt  in  Be- 
zog auf  b,  so  ist  (§  350) 

du  f-^V      .   ,    , 

-=^  =  — le        .xBvaoacu€. 

0 

Durch  theilweise  Integration  hat  man  nun 
/e""  *  «  sin bxda  =  —  ^-^ •  e"^    .  sin 6j? +^"2  h^^    ^^ 6^(ir. 

Der  vom  Integralzeichen  befreite  Theil  verschwindet  fllr  dr=0 
und  für  ^==00,  daher 

/  c"**     .  a  sin  &a;ci^  =  n^J^^^    ^^  Ä.-rrf^ , 

0  0 

folglich  auch,  weil  das  Integral  rechter  Hand  =  u  gesetzt  worden 

und,  wie  oben  gefunden,  das  Integral  Unker  Hand  = —  ^T^^r 

du  b  ,      du  b,db 

di=-2T»'**'  *^ir — 2ä»-' 

6* 


w=c.c    *«*> 


f 


00 

-aV 


e        cos bxda =c.e   ^'*, 


0 

Q^ben  wir  der  willkürlichen  Constante  den  Werth,  welchen 
das  gesuchte  Integral  ftir  & = (>  erhält;  pämlich 


; 


e"'*'^dx='^  (§  349),  so  hat  man 


f' 


e"^    coBbada=^-'e    4o*. 


0 

Anmerkung.  Mehreres  über  bestimmte  Integrale,  so  wie 
auch  die  sogenannten  Gamma-  und  Betafunctionen  imd  anderer 
Euler' sehen  Integrale  findet  der  sich  hierfür  Interessirende  in 
Cauchy's  grösserem  Werke. 


Fünfündzwanzigstes  Buch. 


Euler's  Summ  atio  nsf  or  me  L 


359. 

I 

^0  wie  die  Differentialrechnung  angewandt  werden  kann^ 
auf  indirecte  Weise  Reihen  zu  summiren ,  indem  man  von  einem 
bekannten  Fall  ausgeht,  so  lässt  sich  auf  ähnliche  Weise  auch 
die  Integralrechnung  zur  Summation  der  Reihen  benutzen,  indem 
man  statt  auf  beiden  Seiten  die  Derivirten  zu  nehmen  (§  37), 
auf  bdden Seiten  mit  dxj  oder  auch  mit  g>(.i)<ia^  multiplicirt  und 
dann  integrirt. 

Man  hat  z.  B.  (Analysis  §  77) 


.r*   .  d?*   .   a?* 


-?(1 -«)=«; -H--^  +  ^  +  ^  + 


Multiplicirt  man  beiderseits  mit  dv  und  integrirt,  so  kommt '^) 

.+(i-.)?(i-.)-^+l-;-Hg-Hj;+....o) 


♦)  Setzt  man  1 — x^u,  also  dx^» — du,  so  hat  man 

—  jl(l-x)dx=(l—x)l(l—x)—l-i-x-\-C. 

Weil  für  a;»0  die  Summe  der  Reihe  a>0  ist,  so  muss  auch  das 
Integral  für  x**0  verschwinden,  folglich  die  Gonstante  C^kI  sein. 
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Setzt  man  a^aal,  so  ist 

^=i:2+2:3+3:i+4:5+—  ^  ^°^- 

Miütiplicirt  man  die  Gleichimg  (1)  beiderseits  wieder  mit  dx 
und  integrirt,  so  kommt 

(\^~'0C\^  OC^  ÜC^  oc^ 

ix*-lx  ^~l(l-x)=.  j2g+  2.3,4+ 3.4.5 '^•••• 

•Setzt  man  X=l,  so  ist 

^=TÄ3"^  2:3:4  "'"3.4.5"'"-*-  ^  "^• 
Setzt  man  x=i,  so  ist  (weil  — i?(i)=|i2)  ' 

1  1  1  .  .  i 

• 

Wir  erwähnen  jedoch    diese   indirecte  Methode   (deren    es         i 
noch  mehrere  giebt)  nur  beiläufig,  indem  wir,   in  Betreff  der 
Summation  der  Reihen,  hier  nur  ein  directes  VerfiEdiren,  nämlich 
die  nach  Euler  benannte  Summationsformel  mittheilen  woQen, 
weil  sie  in  vielen  Fällen  nützlich  ist.    Eine  allgemeine  Methode,         ' 
alle  Reihen  zu  summiren,  giebt  es  nicht. 


860. 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  q)(x)  sowohl, 
als  auch  ihre  sämmtlichen  Derivirten  stetig  sind,  sei  q>{.v)  das 
allgemeine  Glied  einer  Reihe,  die  entsteht,  indem  man  x=Xoy 
XQ  +  hy  XQ  +  2hy x^  +  fih  setzt.     Die  Summe  dieser  Reihe 

wollen  wir  mit  ^(p(x)  bezeichnen,  so  dass 

2(p(x)^q)(Xo)  +  (p(xo+h)  +  q)(xo+2h)+. . . +(jp(a:o+wA) . .  .(i) 

Euler  läast   nun  die   Summe  von   den  Derivirten   q)\x)y 

»V,..  »d  von  ta  ,.^,(^.  .m^  ^  ^che. 

Resultat  man  folgendermassen  gelangen  kann. 


i 
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Zufolge  §  272  (3)  ist: 


X0+2A 


*0+* 


'•••(«) 


x^mA(4-A 


^2  ;^S 


j(p(x 

xtrhth 


Addiren  wir  diese  Gleichungen  (2)  und  bemerken,  dass 
l(p{x)dx+l(p{x)dx  +  ,  ,  +  \q>{x)dx=lq){x)dx 


«o 


«0+A 


«a+n* 


^ 


flSb+A. 


9>'(^o)  4-  q>{x^  +  Ä)  +  <ip'(^o  4-  2A)  + +  qp'(^o  +  WÄ)  =  ^q){x) 

etc.  etc. 

so  ist,  indem  wir,  des  bequemem  Schreibens  halber,  die  Grenzen 
nicht  andeuten,  jedoch  im  Sinne  behalten, 


/' 


^2  ;^3 

(p{x)dx  =  h2(p{x)  4-  j-^  .  :^(p(x)  4-  j^ .  -qf)"(^)  +  . . .  (3) 


wo  nun  rechter  Hand  jede  Summe  von  dem  beliebigen  Aus 
gangswerth  von  x=Xq  bis  zu  dem  beliebigen  Endwerth  von 
^  =  ;pq4-wA,  Unker  Hand  das  Integral  aber  von  ,2?,,  bis  Xq  +wA+ä 
zu  nehmen  ist. 

Weil  die  Gleichung  (3)  allgemein  für  jede  Function  von  x 
gültig  ist,  so  kann  man  Unker  Hand  statt  /q>(x).dx  auch 
f(f{x) .  dx^  f^\x) .  dx^ ....  setzen  und  hat  dann  gleicherweise 

q){x)dx = A . 2cp(x)  +  t-ö  •  ^vX^)  + 

lq>\x)dx=h. 2q>'Xx)+  ~  ' ^v'X^)  + 

lq>'\x)dx  =  A .  2q>'\x)  +  :r-^ .  2q>^(x)  + 


Lftbsen,  Infimteeimal-Bechnnog.    6.  Aufl. 


23 


354 


Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  ah,  die 
zweite  mit  a  Ä*,  die  dritte  mit  a"Ä*, ....  und  addirt  sie  alle  zur 
vorhergehenden  Gleichung  (3),  so  lassen  sich  die  CoefBcienten 
a,    a',    a", . . . .    so    bestimmen,     dass    die    Summen    — qp'(^), 

^(p'\x) alle    elimmirt   werden.      Damit   nämlich   bei    der 

Addition  der  Gleichungen 


/' 


Ä*  A^  A* 


ahlq>\x)dx==,,..+  ah\2q)Xx)']rY2'^V^^  Y2S'  ^9'"(^)  + 

ah^lq>"{x)dx  = + cr'A' .  ^q!\x)  +  y^ .  ^(p"\x)  +  • . 


die  Functionen  ^ql{x) ,  2g)  \x) , herausfallen^    müssen  die 

fraglichen  Coefl&denten  a,  a\  d\  a', ...  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  folgenden,  nach  einer  in  die  Augen  springenden  Recur- 
sionsregel  zu  bildenden  Gleichungen: 


«  +1:2=0 


a"+-^  +  -^4-  ---=0 
^1.2^1.2.3^1.2.3.4 


•....(4) 


1.2  '   1.2.3  '  1.2.3.4  '   1.2.3.4.5 


=  0 


Genüge  leisten,  was,  wie  man  sieht,  möglich  ist.     Die  erwähnte 
Addition  giebt  dann  fiir  die  gesuchte  Summe  die  Gleichung 

^9(^)  =  X  / y(*)^  +  «/qp'Wrf^  +  ff'Ä  \<p\x)äx  +  . . . (5) 


361. 


Eine   allgemeine   Formel   aufsustellen ,    nach   welcher   man 
jeden  der  immer  kleiner  werdenden  CoefBcienten  a,  a',  a" . . .  • 


355 

direct  berechnen  könnte,  würde  auf  grosse  Weidäuiigkeiten  fuh- 
ren*).   Es  genügt  aber,  nur  die  zwei,  drei  ersten  zu  bestimmen, 
imd  diese  erhält  man  leicht  aus  den  Gleichungen  (4),  nämlich: 
a  =  — ^,  ö'  =  Tir,  a"  =  0,  a"=— ^,  «1^=0,  a^^^^^^^ 
Substituiren  wir  diese  Werthe  in  (5)  und  beachten  zugleich, 

dass  offenbar  \q)\x)dx==q){x)Aq)\x)dx^===^q)\x)y  so  ist  die  all- 
gemeine Summationsformel 

362. 

Bei  der  Anwendung  vorstehender  Summationsformel  ist 
jedoch  nicht  zu  vergessen,  dass,  wenn  linker  Hand  die  Summe 
^(p{x)  von  dem  beliebigen  Ausgangswerth  (jp(^o)  ^^s  zu  q>{xQ-\-vk) 
genommen  werden  soll,  sämmtliche  Integrale  rechter  Hand, 
nämlich   auch   die  vom  Integralzeichen  befreiten  Int^ale  q){x) 

=  lq/(x)(ix]  q)(x)=jq)\x)dXf,,..   alle  innerhalb   der  Grenzen 

von  Xq  bis  XQ-{-nh+h  genommen  werden  müssen.  Will  man 
auch  noch  diesen  kleinen  Uebelstand  beseitigen  und  die  oberen 
Grenzen  auf  beiden  Seiten  gleich  haben  (die  imteren  sind  es  ja), 
so  kann  man  dies  folgendermassen  bewirken.     Es  ist  (§  234) 

j(p(x)dx=  l(p(x)dx  -f-  jq)(x)dx 

oder,  das  zweite  Integral  rechter  Hand  in  eine  Reihe  entwickelt 
(§  272,  (3)),  und  diese  substituirt, 

l(p(x)dx  =  l(p{x)da+h.q){x)+  ^  q)\x)  +  ^^^ .  qp"(«)  +  • .  •  • 

XQ-\-nh-\-A  Z(^th 

-j^l(p{x)dx  =j^  (p(x)dx+q>(x)  +  ^2  ^'^^^ "•"  i;;2^  ' 9'"(*^*)+  •  •  •  • 

'■0  «0 


*)  Man  sehe  hierüber  Klägers  mathematisches  Wörterbuch 
4.  Theil  oder  Lacroix  T.  III.  in  4",  woselbst  auch  gezeigt  wird,  dass 
alle  Coefficienten  mit  geradem  Index  =>0  sind,  und  dass  sie  alle  sehr 
rasch  abnehmen,  was  auch  unmittelbar  einzusehen  ist. 

23* 


356 

wo   nun  rechter  Hand   in   allen    nach   dem   Integral    folgenden 
Grliedem  ätq+wä  statt  x  gesetzt  werden  muss. 

Da  es  femer  einerlei  ist,  ob  man  XQ  +  nh+h  statt  a  in 
g>(a!)y  in  ^'(^),  q)\x),.,  oder  statt  dessen  XQ+nh  statt  x  in 
qp(a:+Ä),  in  (p{x+li)y  (p\x-{-K). .  . .  setzt,  so  kommt,  wenn  man 

diese  Ausdrücke  statt  q>{x\  y(^)>   v'\^) >  ^  ^i®  Summa- 

tionsformel  §  361  substituirt  und  zugleich  g)(^+7i),  q!{x-]rK) 

entwickelt,  für  die  rechte  Seite  der  Sunamationsformel 


f/p^* 


,« 


)dx  +  9>(«)+  j^ .  9>'(^)  4-  Y^ '  ¥X^)  + 


oder  gehörig  reducirt,  für  die  verlangte  Summationsfoniiel 


:^(p{x)=^^lq>{x 


)dxi-^(p{ä:)+^,(pXx)-^.(p''\x)^^^^^.(p\a:)-.. 


wo  jedoch  auf  der  rechten  Seite  noch  eine  Constante  hinzu- 
gesetzt und  dieselbe  jedesmal  so  bestimmt  werden  muss,  dass 
für  x==Xo  die  Summe  =(p(xq)  wird,  weil,  wenn  man  die 
rechte  Seite  innerhalb  der  Grenzen  q)(xQ)  und  q>{xQ  +  nh) 
nimmt,  das  Glied  (pix^^)  von  der  Summe  ausgeschlossen  sein 
würde. 

Es  ist  einleuchtend,   dass  wenn  das  allgemeine  GUed  einer 
zu   summirenden   Reihe,    nämUch    cp(x)   und  folghch   auch   das 

Integral    jq)(x)dx  eine  ganze  Function  von  x  ist,  die  Summe 

ganz  genau  gefunden  wird,  weil  dann  die  Derivirten  q)\x)y  (p\x) 

zuletzt  =  0  werden  imd  die  Summationsreihe  abbricht  In  allen 
andern  Fällen  aber  wird  die  Summationsreihe  selbst  eine  unend- 
liche und  dann  kann,  indem  man  nur  die  ersten  bedeutendsten 
Glieder  nimmt,  die  Summe  darnach  nur  näherungsweise  ge- 
funden werden,  jedoch  für  die  praktischen  Zwecke  genügend, 
für  welche  sie  hier  aufgestellt  worden. 
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In  der  B^el  ist  h=l  und  dann  ist 


^.)=c+/k,)*+i^.)+<W-£j+^+... 


363. 

Aufgabe.    Man  suche  die  Summe  der  .r  ersten  Cubikzahlen^ 
nämlich  134-23  +  33+ +  xK 

Auflösung.    Hier  ist  .r^  das  allgemeine  Glied  der  zu  sum- 
mirenden  Reihe,  Ä=l,  und 


x^ 


Soll  die  Summe  flir  a;  =  0,  Null,  oder  ftir  ^  =  1,  =1  sein, 
so  ist  die  Constante  C=y|^, 


364. 

Aufgabe.     Man   suche   die   Summe    der  x  ersten   Stamm- 
brüche; 

Auflösung.      Hier    ist    das    allgemeine    OHed    der    Reihe 
q'(x)=^  — ,  mithin  l(f>{x)äx^=^lxj  (p{x)  =  —  ar"^  etc.,  folglich 


-11)= 


^'^^'^2x      12a;^"^120^^    ■252.r«+-"^'^ 


Die  Summe  der  zehn  ersten  Glieder  der  zu  summirenden  Reihe 
lässt  sich  leicht  bis  auf  acht  Decimalen  genau,  unmittelbar  fin- 
den.    Es  ist  nämlich 

T  +  l  +  i  + +  i  +  A=2,9289682539. 

Setzt  man   in    (1)  d?==10,    für    welchen  Werth  von  x  die 
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auf^p.         folgenden  Glieder  auf  die  siebente  Decimale  keinen 

Einfluss  mehr  haben,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constante 
(7  die  Summe  von  zehn  Gliedern,  nämlich: 

2,92896825=  C+m  +  ^^-^  +  ^^,. 

hieraus  folgt  (Analysis  §  78):  (7=0,57721566,  daher: 

^(l)  =  0,57721566  +  ?.  +  ^^-j^  +  j^,_+.... 

Setzt  man  «=1000,  so  hat  man  bis  auf  acht Decimalen  genau: 

l  +  J+i4-|:4-....+TDVir=7,48547086.. 


365. 

Aufgabe.  Man  suche  die  Summe  der  reciproken  Quadrate 
der  natürUchen  Zahlen 

Auflosung.     Man  hat  hier 

Femer  findet  man  &r  ;e=10  durch  unmittelbare  Rechnung 
i +i+ i  + . . . .  +  j-J-,= 1,54976773 . . . 

1,54976773=  C—  0,09516633 
C=  1,64493406 

^(l)  =  l,64493406-l  +  A,-g^  +  3^-  +  .... 

Die  Summe  von  tausend  Gliedern  ist  also  bis  auf  acht  Deci- 
malen genau  =1,64393406  und  die  Summe  der  ganzen  Eeihe 
{x  :=  8)  ist  bis  auf  acht  Decimalen  genau  =  1,64493406 . . 


359 

Auf  dieselbe  Weise  werden  die  Summen  aller  übrigen  reci- 
proken  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  gefunden.  Legendre 
hat  diese  Summen  bis  zur  35»ten  Potenz  und  bis  auf  15  Deci- 
malen  genau  berechnet  (Siehe  Klügel's  mathematisches 
Wörterbuch  4.  Theil,  woselbst  das  ausfiihrliche  Capitel  über 
Sununation  der  Reihen  einen  Raum  von  beinahe  300  Seiten  ein- 
nimmt) 

366. 

In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird  manchmal  die 
Summe  der  Logarithmen  mehrerer  auf  einander  folgenden  natür- 
lichen Zahlen  erforderlich: 

Hier  ist  nun  q)(x)=^la,  mithin 

\(p{x)dx=llx,dx=^x  ,lx — x^ 

iL 

In  Ermangelung  von  zehnzifferigen  Logarithmentafeln, 
mittelst  welcher  man  die  Summe  der  zelm  ersten  Logarithmen 
bis  aufmacht  Decimalen  leicht  finden  könnte,  kann  man  die 
Constante  C  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Zufolge  §  348  ist,  wenn  man  dort  den  Zähler  mit  dem 
Factor  2x  abbricht,  für  x=co 

7t_  _  2.2.4.4.6.6 (2^— 2)(2.r— 2)  .2x 

2  "1.3.3.5.5.7.. .(2^~3)(2ä— 1)(2^-^ ' 

,£r  _  j     2\l2  +  U+m  +  ....  +  l{2x^i)\+l2x\  .  . 

2       ]-2[Zl  +  fö-hß+....-|-Z(2a?-l)]  I ^'^ 

Für  x=oo  fallen  in  (1)  alle  auf  — x  folgende  Glieder  weg 
und  man  hat  also  für  .r=oo 

l\  +  l2'\-lZ  +  ....  +  lx=-C+{x  +  \)lx  —  x (3) 

Setzt  man  hierin  2x  statt  x^  so  ist  ebenso: 

1\^12  +  1^+....  +  12x^C+{2x  +  \)12x'-2x...\a) 


n 
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Addirt  man  linker  Hand  in  (3)  zu  jedem  Gliede  22;  mithin 
rechter  Hand  a?Z2,  ßo  ist 

l2  +  U  +  l6  +  ....  +  l2a  =  C+Qr+i)h  +  a:l2'-x...(b) 

Subtrahirt  man  beiderseits  I2x  =  la  +  12^  so  ist 

l2+U  +  m +  ....  +  l{2x—2)=C+{x-^\)lx  +  {x-\)lZ--x, 
2[Z2+M+Z6+..+Z(2a?— 2)]+22.ir=2C4-2d?lr+(2«-l)Z2— 2ä..(6) 

Subtrahirt  man  (5)  von  (4)  und  beachtet,  dass 

{2x  +  \)l2x  =  {2x  +  ^)(Lx+l2\  so  ist 
Zl  +  ß  +  fö  +  ....+  K2^— l)=a?l«+(«  +  ^)Z2— a; 

2[n  +  B  +  fö  +  ....H-(2^— l)]=2d?ZA-+(2x+l)?2  — 2ar.   (7) 

Substituirt  man  die  in  (6)  und  (7)  gefundenen  Ausdrücke, 
welche  beide  flir  a?  =  oo  gelten,  in  (2),  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung der  Constante  C 

l7t  —  l2  =  2C—2l2y 

2C=  12 +  171=1271, 

C=\l27t. 

Substituirt  man  diesen  für  C  gefundenen  Werth  in  (1),  so  ist 


+ 


I2x      360«»  '  1260«* 
1 


1680«^  '   1188«» 
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